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Chapitre 1

Construction des processus de Poisson

L’idée est de simuler un ensemble aléatoire de points dans un large domaine, de telle sorte & ce que
les points tombent "indépendamment" les uns des autres.

Ce type d’objets mathématique peut modéliser de nombreux phénoménes spatiaux :

— Utilisateur d’un réseau de téléphones mobiles

— Antennes d’un réseau

— Données récoltées d’une maniére inconnue

On va ensuite construire des objets mathématiques plus élaborés sur cet ensemble de points aléa-
toires :

— Modéle booléen

— Processus de droites

— Processus shot-noise

Nous allons tout d’abord étudier le processus binomial, ensemble de n points iid et uniformément
répartis dans un large domaine.

Le processus binomial est souvent choisi par les practiciens car c’est un objet probabiliste plus
facile & appréhender, mais les processus de Poisson sont plus & méme de représenter 1'indépendance
spatiale, et plus faciles & manipuler mathématiquement. On va donc dans un second temps introduire
le processus de Poisson, qui peut étre vu comme la limite du processus binomial quand le nombre de
points tend vers l'infini.

Dans cette version abrégée, on ignore les questions de mesurabilité, et quelques preuves, une version
antérieure du cours plus compléte peut étre trouvée sur ma page web.

Préliminaires sur la loi de Poisson
— P(A) : Loi de Poisson de paramétre A € Ry U {oo}. Soit N ~ P(A). Alors pour k € N,

P(N =k) = e—A%]:, E(N) = Var(N) = \.

En particulier, P(0) ~ 0, P(c0) ~ oo. On a aussi pour ¢t € R la fonction caractéristique

0 it\k ) )
(i) = ey ()\2') L oA A1)
k=0 ’



1.1. PROCESSUS BINOMIALCHAPITRE 1. CONSTRUCTION DES PROCESSUS DE POISSON

— B(n,p) : Loi binomiale de paramétres n € N,p € [0, 1]. Soit N ~ B(n,p). Soit k € [n]. Alors

P(N = k) = Ckp*(1 — p)" % E(N) = np, Var(N) = np(1 — p) = E(N) si p = 0.

1.1 Processus binomial

Notation 1. Soit X C R? muni d’une mesure u telle que 0 < pu(X) < 0o, et la mesure renormalisée

_ _ u(XNB)
fix(B) = W

pour B € X. Pour n > 1, on appelle processus binomial sur A l’ensemble aléatoires de points
Bnx ={X1,...,Xn}

ot les X; sont des variables i.i.d. de loi fix (u est implicite).

Exemple 1. Si ;1 = £% est la mesure de Lebesgue restreinte a X
a(B) = L4X N B)/L4X)
on parle de processus binomial uniforme sur X.

C’est une maniére naturelle de tirer un “ensemble de points au hasard” dans I'espace. Cette maniére
de faire comporte plusieurs problémes :
— Pas d’indépendance spatiale : savoir qu’il y a k points dans un sous-ensemble A implique qu’il
y en a n — k dans son complémentaire. Mais pour A, B petits (par rapport & W), on voit que
les nombres de points qui tombent dans A et B sont “peu liés”. On peut imaginer que quand
n — 00, si on a un objet limite, ces nombres seront indépendants. Ce qui est surprenant c’est
qu’il va suffire de rendre aléatoire (avec une loi de Poisson) le nombre n de points pour avoir
I’indépendance spatiale.
— Pas de modéle infini (sur tout R9).
— le nombre de points n’est pas aléatoire, alors que pour certains problémes on n’a pas de raison
a priori de connaitre le nombre de points.
— Mauvaise compatibilité avec les opérations ensemblistes : sauf exceptions, I’'union ou l'intersec-
tion de processus binomiaux n’est pas un processus binomial.
Idée : objet infini & la limite On a un objet fini de plus en plus grand (B, x) et on veut lui
attribuer une limite infinie P quand n — oo et X — R%,
On note F = Fx l’ensemble des fermés de X, on va définir les variables aléatoires a valeurs dans F.
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FIGURE 1.1 — 100 points uniformes

Définition 1. Un fermé aléatoire est un ensemble fermé F € F construit a partir de variables aléatoires

mesurables.

Cadre formel : Fermés aléatoires

[Ouvrage de référence : Ilya Molchanov, Theory of random closed sets]
L’objet B, w qu’on étudie est un ensemble aléatoire, nous allons établir un cadre rigoureux d’en-
sembles aléatoires : les fermés aléatoires.

Notation 2. On part d’un espace probabilisé (2, A,P). Soit X un sous espace de R? (en premiére
lecture, on pourra considérer X = R%). On introduit
F = Fx : Sous-ensembles fermés de X (Rappel : Fx = {F N X : F fermé de R%})
— K = Kx : Sous-ensembles compacts de X
Notation :

Be(z,7) = {y € R?: ||z — y|| < 7}, la boule ouverte de centre x de rayon r
Pour A C X, F € F, on introduit

Ya(F) = Lianr=0y, ¥ (F) = Lianr0)-

Attention : K # ensembles bornés de Fyx !



1.2.  PROCESSUS PONCTUKINAPITRE 1. CONSTRUCTION DES PROCESSUS DE POISSON

Définition 2. On munit F de la tribu B(F) engendrée par les %, K € K.

Formellement, un fermé aléatoire est une variable aléatoire a valeurs dans (F, B(F))

Voir exo

En général, on considére une VA X’ (ou un processus) sur un autre espace, dont on sait déja qu’elle
est mesurable, et on écrit que F est mesurable par rapport a X', ce qui veut dire que F = ¢(X') pour
une certaine fonction mesurable ¢. On écrit aussi F € o(X), ce qui permet de conclure que F est
mesurable, et donc F est un FA si F est p.s. fermé.

Un fermé aléatoire est formellement une application F : 2 — F tel que pour tout K € K,

(weQ: Flw)nK #0} € A

1.2  Processus ponctuels

Soit X C R? mesurable.
Définition 3. On note K = Kx la classe des sous-ensembles compacts de X.

Exemple 2. Si X est un fermé de R?, K est la classe des fermés bornés de X.

Exemple 3. Si X =]0, o0, ]0, 1] n’est pas un compact de X car toute suite de ]0,1] n’y admet pas de
valeur d’adhérence.

Définition 4. On appelle N = Nx C F la classe des configurations ou “ensembles de points”, ou
“ensembles localement finis”, ou “mesures ponctuelles” de X. F € F est dans N s’il est localement fini,
c’est-a-dire ssi #£F N K est fini et entier pour tout compact K € K.

Voir exos

Cette définition est justifiée par le fait suivant : un ensemble dénombrable M est fermé si il est
localement fini. Autrement dit, si M = {xz;;i > 1} est un ensemble de points non localement fini,
comme par exemple {1/n : n € N}, il se peut qu'il ne soit pas fermé (en effet 0 est dans ’adhérence
de M sans étre dans M).

Exemple 4. A= {1/n;n € N*} ¢ Ng mais A € Njg ).
La tribu “trace” sur M est la tribu

BM) =B(F)NN ={ANN; A e B(F)}.

Exercice 1. N est bien mesurable, i.e. N € B(IF).



CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DES PROCESSUS DEIFDISSINCTIONNELLE DE CAPACITE

Définition 5. Un processus ponctuel (PP) est un fermé aléatoire M tel que P(M € N) = 1.

Exemple 5. Soit B, w = {Xi,...,X,} Pensemble binomial tel qu'introduit auparavant. Il est fini,
donc fermé, et construit & partir des variables aléatoires Xj.

Donc By, w est un fermé aléatoire.

1.3 Fonctionnelle de capacité

Soit X C R? mesurable.

Définition 6. Soit F un fermé aléatoire. On appelle “fonctionnelle de capacité” de F ’application qui
prend en argument un ensemble compact K de X :

Tr(K)=P(FNK #0),K € K.

Proposition 1. La loi d’un fermé aléatoire F est caractérisée par sa fonctionnele de capacité : deux
fermés aléatoires F,F' ont la méme loi si Tr = Tx:.

Exercice 2. Soit n € N,X C R? borné. Calculer Tj, .

Exercice 3. Soit X, X’ des variables aléatoires sur R, et F =] — 0o, X|, F' =] — 00, X'| des fermés

aléatoires sur X = R. Montrer que si Tr = T#, X @ Y.

A la lumiére de cet exemple, on peut voir la fonctionnelle de capacité comme ’analogue pour les
FA de la fonction de répartition pour les VA réélles.
1.4 Processus de Poisson
Soit p une mesure finie sur X. On suppose également implicitement que p n’a pas d’atomes, i.e.
p({x}) = 0 pour z € RY,

on ne le rappelera pas a chaque fois. Soit X,,,n > 1 des variables iid de loi ji := (u(X)) ™.
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1.4. PROCESSUS DE POISSUMAPITRE 1. CONSTRUCTION DES PROCESSUS DE POISSON

Définition 7. Soit une variable de Poisson N ~ P(u(A)) indépendante des X,, et
P = {X17~-~7XN}-

Autrement dit, P = By x. C’est bien un processus ponctuel car son nombre de points est p.s. fini.
On Uappelle Processus ponctuel de Poisson (PPP) d’intensité u sur X, on note sa loi PPP(u;X).

P est un ensemble aléatoires de points. En tant que fermé aléatoire, il est caractérisé par sa fonc-
tionnelle de capacité.

Proposition 2. Soit P ~ PPP(u;X). Alors pour K borné
P(PNK = 0) = exp(—u(K)).
En particulier pour K C X compact

Tp(K) =1 — exp(—pu(K)).

Exercice 4. Faire la preuve.
Remarque 1. L’observation fondamentale est que ¢a ne dépend pas de X.

Une premiére propriété est que la restriction d'un PPP est encore un PPP :

Proposition 3. Pour B C X, Pg:=P N B alaloi PPP(u;B).

Démonstration. 1l suffit de remarquer que pour C' compact de B,
Tp,(C) = PPN C #0) = B(P N C #0) = 1 — exp(—u(C)).
O

Remarque 2. u est formellement définie comme mesure sur X, mais c’est trivialement aussi une
mesure sur B car pour A C B mesurable, u(A) est bien défini car A est un mesurable de X.

Une conséquence est que si 'on fait 'union de deux processus de Poisson indépendants sur des
ensembles disjoints, on a encore un processus de Poisson.

Proposition 4. Soit A, B C X mesurables disjoints, et deux PPP indépendants, P ~ PPP(u; A) et
P’ ~ PPP(u,B). Alors PUP’ a la loi PPP(u; AU B).

Exercice 5. Faire la preuve.

On peut en déduire une propriété fondamentale : I'indépendance spatiale :
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CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DES PHNCABSBEUSLIBFPROISESSUS DE POISSON TEMPOREL

Corollaire 1. Soit P ~ PPP(u;X). Pour B,C C X disjoints, k,m des entiers naturels,
P#PNB=k#PNC =m)=P(#PNB=kKPH#HPNC =m),
ou plus généralement pour toute fonctions bornées mesurables ¢ définie sur Ng et 1 définie sur Ng,

E(p(P N B)$(P N C)) =E(p(P N B)E(PNC)).

Exercice 6. Faire la preuve

Par récurrence, I'union de plusieurs PPP indépendants sur des ensembles disjoints est encore un
PPP :

Proposition 5. Soit A;,..., A, des sous-ensembles mesurables disjoints de X.
— (i) Soit P ~ PPP(1;X), et P; :=PNA;. Alors les P;,i=1,...,q sont des PPP indépendants
de lois respectives PPP(u; A;).
— (1) Soit P; ~ PPP(u;A;) des PPP indépendants sur les A;. Alors P := U;P; a la la loi
PPP(; Ui Ay).

1.5 Lien avec le processus de Poisson temporel

Soit Ty, k > 1 des variables iid de loi £(1), et soit leurs sommes partielles

k
i=1
ot Sy = 0. Enfin, on définit le processus (temporel) de Poisson par
Xy = #{k : Sk Z ]-{Skgf}a =
k=1
On sait (ou pas) que
— pour tout t > 0, X; ~ P(t), autrement dit,

#{k : S € [0,4]} ~ P(L([0,1]))

— propriété de Markov : Pour t > 0,{X;4s — Xi;s > 0} est indépendant de {X,,,0 < u <t} (le
futur est indépendant du passé).
On définit

P ={Sk; k> 1}

‘P n’est pas un ensemble fini donc il ne rentre pas dans le cadre défini précédemment, mais il en a tout
de méme les propriétés : pour A C Ry,

#PNA~ P(El(A)),
et en particulier pour K compact

Tp(K) = 1 — exp(—L1(K))
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1.6. CONSTRUCTION SUR WHAMHRRE LOONMIFRIKNITANNIES PROCESSUS DE POISSON

Exercice 7. 1. Le montrer pour K = [a,b] pour 0 < a < b.

2. Le montrer pour K = U, [a;,b;] ot 0 < ay < by <ag <by < ... < apy < by

3. (On peut admettre cette question) Montrer que pour tout K compact de R, il existe une suite
d’ensembles K,,,m > 1 telle que
— Chaque K, est de la forme du 2)
— K41 C Ky, pour tout m
— K=nN%_, K.
On peut choisir par exemple

Ky, ={xeR:d(z,K)<1/m}.

4. En déduire que pour T < oo, PN [0,T] ~ PPP(L%,[0,T)).

P est donc dans un sens un processus de Poisson “infini” sur R;. Définissons-le de maniére plus
générale.

1.6 Construction sur une mesure localement finie

Notation 3. (Rappel) une mesure i sur X est localement finie (LF) si pour tout compact K de R,
wKNX) < oo

Soit X un ensemble mesurable de RY, i une mesure LF sur X (mais pas forcément finie comme a la
section précédente). Soit Xg, k > 1 des ensembles disjoints bornés tels que X = UpXy et tels que tout
compact K ait un recouvrement fini, i.e. il existe ng tel que

K Cc UXX,.

Exemple 6. La mesure de Lebesgue est LF. Les X peuvent étre obtenus par exemple en prenant
m®) k> 1 une énumération de Z? (qui est bien dénombrable), et en posant

(k) (k)
=XnN H z+1

ol mgk) est la i-éme composante de m(*), mais il y a plein d’autres maniéres de faire! (Il se peut que

certains Xy soient vides, mais ¢a n’est pas un souci). On a dans tous les cas u(X;) < oo car X est
borné, donc inclus dans un compact.

Théoréme 1. Soit P, ~ PPP(u;Xy),k > 1 des processus de Poisson indépendants sur les Xy. Soit
P = U Py.
Alors P est un PP sur X dont la loi est définie par
Tp(K) =1—exp(—pu(K)), K € K.

On Uappelle processus de Poisson d’intensité p sur X, et on le note PPP(u; X), ou juste PPP(u)
si X = R, On remarque que sa loi ne dépend pas de la partition (Xi)ren choisie.
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CHAPITRE 1. CONSTRUCTIGN OGS $RCEFEINS SIFRPONISONESURE LOCALEMENT FINIE

Notation 4. Si = AL? pour un certain X > 0, on utilise la notation P ~ PPP()\;X), ou PPP())
si X = Re. On dit que P est le PPP homogéne d’intensité \ sur X.

Exercice 8. Si {X;;t > 0} est un processus temporel de Poisson, soit P := {t : X;+ # X,;- } Pensemble
de ses sauts. Alors

P ~ PPP(1,R,).

Soit {X’;s > 0}, un autre processus temporel de Poisson indépendant et P’ ’ensemble des sauts de
X'. Montrer que PU (—P’) ~ PPP(1).

Démonstration. Soit K € K, et X4,...,X, tels que
K C K, :=U;_X.

On considére désormais la restriction i de u a K,, qui est bien une mesure finie car K, est un
compact.
On sait que P/ :=PyU---UP, =PNK, alaloi PPP(K,;ji). Comme K C K,,

Tp(K) = Tps (K) = 1 — exp(—a(K)) = 1 - exp(—u(K)).
On a les propriétés suivantes :

Propriétés 1. Soit X un sous-ensemble mesurable de R, et . une mesure LF sur X. Soit A C X
mesurable. Alors le processus P de loi PPP(u;X) vérifie

1. PNA~ PPP(u; A).
2. #P N A est une variable de Poisson de parameétre u(A) (avec N ~ P(x0) & N = +00 p.s.)
3. Pour tous mesurables disjoints Aq, ..., Aq, les PP (PN Aj;1 < j < q) sont indépendants.

Démonstration. 1. cf. section précédente
2. On écrit A = U, A,, avec

A, = AN (UL, X;).
On a alors p.s.

H#ANP =lm#A, NP

et #4,NP ~ P(u(A,)) car A,NP ~ PPP(u(A,)). On peut conclure grace au lemme suivant :

Lemme 1. Soit A\, une suite croissante de nombres rééls de limite A € RU{oco}. Alors P(Ay,) —
P(N) en loi.

Donc
#P 0 A~ Pllim u(An)) = P(u(A))

grace aux axiomes de la définition d’une mesure pu.
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1.7. ACTIVITE PRATIQUE :SHERIERE 1. CONSTRUCTION DES PROCESSUS DE POISSON

3. Identique au cas p finie.

Notation 5. Soit f : R? — R, une fonction mesurable localement bornée (LB), c’est-a-dire telle que
pour tout compact K,

| fllx == sup|f(z)| < oco.
K

Soit j1 la mesure dont la densité par rapport a L est f. Alors i est LF (exercice) et on note P(f;R?)
le PPP d’intensité p.
Si f est la fonction constante égale 6 A > 0, u = AL? et P ~ PPP()).

Exercice 9. [Intégration stochastique et paradoxe d’Olber|Soit P ~ PPP(1) = PPP(R?) = PPP(L%).
Le but de cet exercice est d’établit des propriétés de bases d’intégrales du type

=Y fla) = /f(w)dp(x)”

zeP

pour f mesurable positive. En particulier, on souhaite montrer

By = [ fe)is
Var(Iy) = g f(z)?dx

Cela pose le paradoxe de la “nuit noire”, ou paradoxe d’Olber. Si 'on suppose que les galaxies sont
réparties de maniére homogéne dans ’espace infini, et que chaque galaxie diffuse une énergie électro-
magnétique qui décroit en 5, on a dans R?

1
distance
1
E(Z ) =00
2l T

ce qui implique que I'énergie électromagnétique arrivant en chaque point de la Terre (ou n’importe
quel point) est infinie en moyenne.

1. Le montrer pour f =14, A C R%

2. Le montrer pour f étagée, i.e. f =3 7_, A\ila,, pour des 4; C R? disjoints et A\; > 0.

3. Le montrer pour f > 0 quelconque.

4. Montrer la formule d’Olber.

Notation Soit X’ C X, p une mesure LF sur X. Alors la notation PPP(u;X’) se référe naturelle-
ment & la restriction de la mesure p a X'. Ainsi par exemple PPP(\;X) pour X C R? se référe a la

restriction de la mesure AL? & 'ensemble X. On a aussi pour f : R? — R, LB le processus PPP(f;X')
qui concerne la restriction de la densité f a I’ensemble X'.

1.7 Activité pratique : séismes

Exercice 10 (Tremblements de terre).
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CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DES PROCESSUS DE POISSON 1.8. AUTRES PROPRIETES

FIGURE 5-3B: WORLDWIDE EARTHOUAKE FREQUENCIES, JANUARY 1964-MARCH 2012,
LOGARITHMIC SCALE
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FIGURE 1.2 — Gauche : Tremblements de terre dans la région de Tohoku. Droite : Nombre de trem-
blements (ordonnées) de magnitude plus grande qu’une magnitude donnée (abscisses)

Un tremblement peut s’assimiler & la donnée d’un couple (¢£,m) ou ¢t € R, est la date (en années)
et m € Ry est la magnitude sur I’échelle de Richter. La figure de gauche montre les occurences de
différents tremblements de terre dans la région de Tohoku, au Japon, entre 2006 et 2011. On suppose
dans cet exercice que ensemble M = {(¢;,m;);¢ > 1} des tremblements de terre dans une région
donnée dans le temps peut s’assimiler & un processus de Poisson non-homogeéne sur Ry x R;.

1. La figure de droite montre la fréquence annuelle de tremblements de terre de chaque magnitude
dans le monde entre 1964 et 2012. Sur I’axe des ordonnées on montre le nombre N de tremble-
ments de terre d’une magnitude donnée sur une échelle logarithmique (c’est-a-dire que ’échelle
est linéaire en In(V), mais c’est le nombre N qui est indiqué sur la graduation).

(a) En supposant que les points de la figure de droite forment une droite exacte, évaluer ap-
proximativement la valeur du parameétre de pente d’aprés la figure.

(b) On suppose que le modéle est stationnaire dans le temps, c’est-a-dire que la loi du nombre
de points qui tombe sur un intervalle de temps [t1,t2] ne dépend que de écart to — t5.
Déduisez-en la forme de la mesure intensité u, i.e. telle que M ~ PPP(u).

(¢) A laide du graphique de droite, donnez la mesure d’intensité p & une constante preés.

2. On suppose que les tremblements de terre de la région de Tohoku se répartissent aussi selon un
processus de Poisson avec le méme type d’intensité, a la constante prés, mais le paramétre de
pente est le méme. Il y a cependant évidemment moins de tremblement de terre dans la région
de Tohoku que sur le globe tout entier.

(a) Il'y a environ 700 points sur la figure de gauche. Déduisez-en une valeur approximative pour
la constante, et U'intensité du processus ponctuel des tremblements de terre & Tohoku (on
supposera que le nombre de points présent est proche de son espérance).

(b) D’aprés ce modéle, combien de séismes de magnitude comprise entre 5,5 et 6 observe-t-on en
moyenne sur une période temporelle [t1,¢3]? Cela confirme-t-il les observations (calculette
requise) ?

(¢) Selon le modele que l'on vient d’établir, quelle est la probabilité qu’il y ait un tremblement
de terre de magnitude supérieure & 7 dans les 10 prochaines années 7

1.8 Autres propriétés

1.8.1 Stationarité
Soit X = R4,
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1.8. AUTRES PROPRIETES CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DES PROCESSUS DE POISSON

Définition 8. On dit qu’un fermé aléatoire F C R? est stationnaire si sa loi est invariante par
translation : pour x € R?

Fro={a+f;feFtLrF

Il faut monter concrétement que
PFNK=0)=P((z+F)NK=0)=P(FnN(K—z)=0)

pour K compact.

C’est une propriété qui assure qu’aucune zone de R? ne recoit un traitement différent d’une autre
zone.

Lorsqu’on modélise un “grand” milieu, c’est-a-dire ou ’échelle des caractéristiques locales est petite
devant celle des caractéristiques globales, il est pertinent d’utiliser un modéle stationnaire.

Théoréme 2. Soit y1 une mesure LF sur R, et P ~ PPP(u). Alors P est stationnaire ssi y = ALY
pour un certain A = 0 (et donc P ~ PPP()\) ).

Démonstration. Rappel

1. La mesure de Lebesgue £ sur R? est invariante par translation : pour z € R, A € B(R9),
LA+ 1) = £1(4)

2. Toute mesure j qui est invariante par translation est égale & la mesure de Lebesgue : j = aL?
pour un certain a > 0. En fait il suffit qu’elle ne soit invariante que sur les compacts car ces
derniers engendrent la tribu des boréliens : pour z € R% K € K,

WK +2) = p(K).

Si P est stationnaire, pour A mesurable, la loi de #P(A) est la loi de #P(A + x) pour z € R?, en
particulier elles ont la méme espérance :

w(A) =E#PNA) =EF#PN(A+1)) = p(A+z)

donc p est invariante par translation, donc = AL? pour un certain A > 0.
Si réciproquement p = AL%, on a pour K compact et 2 € RY,

Tp(K) =1—exp(-ALYK)) =1 — exp(=A\LYK + z)) = Tp(K + )

donc P est stationnaire.

1.8.2 Reéalisations typiques

Les points d’un processus de Poisson homogéne P ne se mettent jamais dans des configurations
“spéciales”. Par exemple pour tout x € R%, P(x € P) = 0. Cela justifie par exemple les égalités en loi
du type

PPP(f;R)=PPP(f;R\ {0})

ot f est une fonction positive LF. On a aussi dans R?
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CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DES PROCESSUS DE POISSON 1.8. AUTRES PROPRIETES

Proposition 6. Soit P ~ PPP(\,R?) pour un X\ > 0. Alors p.s. P n’a pas 3 points alignés.

Remarquons que cette assertion n’a de sens que si ’événement “P a 3 point alignés” est mesurable.
La méthode pour montrer ce genre de propriétés est toujours la méme :

1. Le montrer pour un processus binomial dans une fenétre bornée
2. Le montrer pour un PPP dans une fenétre bornée

3. Le montrer pour un PPP global par passage a la limite.

Démonstration. Briévement, pour montrer que 1’événement est mesurable, on écrit que c’est l'inter-
section sur n des événements ot 3 points a coordonnées rationnelles sont entre deux hyperplans a
coordonnées rationnelles et paralléles a distance 1/n.

1. Soit £k € N.

P(3 points de {X1,..., X} alignés)

< > P(X;, X, X; alignés)
{i,5,0}C{1,2,...,n},i,5,l distincts

= > P(X; € droite(X;, X))

{z7j/l}
. dxd
=Y [ B € drolte(o) 10 ) i
{ivj»l} W" =0 "
=0.

2. Soit W,,,n > 1 des sous-ensembles de R? tels que U,>1W,, = R Soit N ~ P(L4(W,,)). Soit
X;,i > 1 une famille iid de variables uniformément réparties dans W,. On sait que P N W,, ~
Y = {X17-~-aXN}~
P(Q,,) =P(3 points de Y alignés)

=Y P(N = k)P(Q|N = k)
k=0
= ZIP’(N = k)P(3 points de {X1,..., X} alignés)
k=0
=0
3. Alors p.s.

1{3 points de P alignés} :H%n 1{3 points de P alignés dans W}

Qn

P(3 points alignés) =1limP(Q2,,) =0

par le TCD de Lebesgue.
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1.9. ACTIVITE : SIMULATICNIARIN AR Q.CESRUSIRONTION OEENR OARSEHENNENCOISSON

De la méme maniére,

P(2 points y, z de P soient équidistants d’un 3éme point x) = 0.

S—
,// 7/
J .
A Q\
_‘E'.:.\":Z;
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° . ”
.
@ .
. ° %
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. ° .
.
= e® .
° o ® o
® . LI
°
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® o o
° °°
. . ° °
° o o ° ".o
Az)

1.9 Activité : Simulation d’un Processus non-homogeéne par thin-
ning
Soit f(x) une fonction positive mesurable sur R%. Soit A\ > ||f||c et P ~ PPP()). On numérote
P = {x;;9 > 1} les points de P. Soit U; des variables IID uniformes dans [0, A]. Soit

Autrement dit, plus f(x;) est grand, plus z; a de chances d’étre conservé dans P’. Le processus P’ a
donc en moyenne plus de points dans les régions ou f(x) est élevée.

Exercice 11. Montrer qu’on peut aussi construire B; de la maniére suivante : Soit B;,i > 1 des
variables de Bernoulli indépendantes de parameétres f(z;)/A (conditionellement & P), et le processus

PN = {SCZ . Bz = 1}
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CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DES PROCESSUS DE POISSOIN : PROCESSUS DE POISSON

Alors P" @ P

Théoréme 3. Le processus P’ satisfait :
— Pour ACRY, #P' N A~ P(I4) ou

Iy ::/Af(x)dx.

— Indépendance spatiale.
On appelle P’ le PPP d’intensité f(x), et on le note PPP(f).

Démonstration. Sous forme d’exercice.

Exercice 12. Soit A bornée. Conditionellement & #P N A, montrer que #P’ N A est une binomiale
de paramétres n = #P N A et p ou on précisera p. Déduisez-en la loi de #P' N A.

Indép. spatiale : Exo O

1.10 TD1 : Processus de Poisson

Exercice 13. Pour un couple, on considére que son nombre d’enfants est une loi de Poisson de
paramétre A = 1,9. Sachant que chaque enfant a une chance sur deux d’étre un garcon, quelle est la
probabilité pour le couple d’avoir deux gargons sachant qu’ils ont au moins deux filles (on ne précise
pas si ces gargons doivent naitre avant ou apres les filles) ?

Exercice 14. Montrer que tout P € Mx est dénombrable. Ca justifie 'appelation “processus ponc-
tuels”.

Numeérotation Comme un PP P est p.s. dénombrable, on peut numéroter ses points d’une maniére
arbitraire

P={zi;ieN}ouP = {z; i>1}.
Exercice 15. L. Soit Fy, ~ By, (_p1/a 41/4a. Montrer que Tz, (K) — Tp(K) pour tout compact

K, ott P est un processus de Poisson dont on précisera les paramétres.

2. Soit Fy, ~ By, [—p nje- Vers quoi converge Tr, 7
Exercice 16. Prouvez que pour X' C X et p une mesure LF sur X, on a

PPP(1;X') 2 PPP(1:X) N X

Exercice 17. Soit P = {x;;4 > 1} un processus de Poisson homogéne d’intensité A > 0 avec une
numeérotation quelconque (ex : par leur distance a 'origine, puis leur abscisse en cas d’égalité). Soit
B = {B;,i > 1} une famille de variables aléatoires dans R¢ (pas forcément indépendantes). On suppose
que B est indépendant de X. Soit X' = {z; + B;}.

1. Montrer que X' @ X.

2. Trouver une famille B;,7 > 1 non-indépendante de P telle que ¢a ne soit plus le cas

3. Construire un processus ponctuel M telle que la propriété du 1) ne soit plus vraie.
Exercice 18. Soit P ~ PPP(L%R?). Pour ¢ : RY — R4, soit P, = {p(z) : © € P}.

1. Soit a > 0, ¢(x) = az,z € RY. Décrire P, (PP ?PPP ?intensité ?)
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1.10. TD1 : PROCESSUS DE CBABIRE 1. CONSTRUCTION DES PROCESSUS DE POISSON

2. Soit ¢(z) = 2% sur R. P, est-il un PPP sur R ? Montrer que sa mesure d’intensité a une densité
et la calculer.

3. Soit ¢(z) = 1/|z|. P, est-il un PPP sur R? Donner X tel que P, est un PP sur X, et donner
sa loi.
Exercice 19. Soit P ~ PPP(1). Soit ¢ : R? — R? une application mesurable. Soit M = ¢(P). On
suppose que pour tout z € RY L4 (™1 ({z})) = 0.

1. Montrez que p.s., pour tout = # y € P, p(z) # ¢(y). On pourra commencer par le montrer
pour x,y € W ou W est une fenétre bornée.

2. Soit K un compact tel que £¢(¢~1(K)) < co. Donner la loi de #M N K.

3. On suppose que la dimension d est égale & 1. Donner un exemple de fonction ¢ pour laquelle il
existe un compact K tel que £ (o1 (K)) = co. M est-il un processus ponctuel ?

4. Soit 0 < a < b. Donner la loi de #M N [a, b] quand p(z) = exp(z). Déduisez-en la loi de M.

Exercice 20. Dans la construction du Processus de Poisson temporel sur R, si I'on remplace les
variables exponentielles par d’autres lois, on ne récupére en général pas un processus de Poisson. Le
montrer pour des lois de variables uniformes.
Exercice 21. Soit P ~ PPP(1;R%).
1. Calculer la loi de la distance au plus proche voisin de 0 : V' := mingcp|z| en déterminant
F(iry=PV =r).
2. Soit k € N. Calculer la probabilité que k points tombent dans (R )<.

3. Soit a > 0,4 = {(z,y) € R? : 2 > 1,0 < y < 27°}. Calculer le nombre moyen de points qui
tombent dans A en fonction de a.

Exercice 22. Soit P ~ PPP(1) dans R? :

1. Quelle est la probabilité qu’il y ait d points qui tiennent dans le méme hyperplan? Et d + 1
points 7 Quelle est la probabilité que d + 1 points soient sur une méme sphére ? Et d+ 2 points ?

2. Quelle est la probabilité que 3 points forment un triangle isocéle ?

3. On prend d = 2. On suppose qu'un observateur se place en 0 et veut regarder dans la direction
de I'axe des abscisses. Quelle est la probabilité que sa vision soit obstruée par un point d’un
PPP ? Quelle est la probabilité qu’il y ait un secteur angulaire |0, 6'[C [—7, 7] non-vide ou sa
vision n’est pas du tout obstruée ?

4. On prend d = 2. On suppose que chaque point est entourée d’une boule de rayon € > 0. Quelle
est la probabilité qu’aucune boule ne se touche ?

5. * On prend d = 2. On suppose que chaque point € X est entouré d’une boule de rayon W
Quelle est la probabilité que 2 boules se touchent ?

Exercice 23 ( Trouver des processus ponctuels qui admettent £¢ comme mesure d’intensité et qui ne
soit pas un PPP.).

Soit K, = x4+ [~1/2,1/2[¢, 2 € Z%. Soit X,,x € Z¢ des variables indépendantes telle que X est unif.
répartie dans K. Soit P = {X,,x € Z¢}.

1. Soit A C Ky. Montrer que E[#P N A] = L4(A).
2. Le montrer pour A borné et conclure.

3. Montrer que P n’est pas stationnaire.

4. Soit

P ={Xo +z;x € 7.

Montrer que a £¢ comme mesure d’intensité.
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CHAPITRE 1. CONSTRUCTIONIDES PROVESSGENIHHIISSONSTRUCTION ALTERNATIVE

5. * Montrer que P’ est stationnaire.

Exercice 24 (Thinning). Soit P = {z; : ¢ > 1} un PPP d’intensité p. Soit B;,i > 1 des VA iid de
Bernoulli de paramétre p ou p € [0, 1].

1. Soit P’ = {x; : B; = 1}. Montrer que P’ est un PPP et donner sa loi. On dit que P’ est le
“thinning” (ou amincissement) de P de paramétre p. Soit P’ = {x; : B; = 0}. Montrer que P’
et P” sont indépendants.

2. Soit désormais une fonction x — p, € [0,1]. On suppose que chaque point z; est retiré avec
probabilité p,,. Quelle est la loi du processus résultant ?

3. Soit f:R?Y — R, LF. Proposez une méthode pour simuler PPP(f).

1.11 Convergence et construction alternative

Montrons que d’une certaine maniére, le processus binomial converge vers le processus de Poisson.
C’est une autre maniére de définir les PPP, comme limite de processus binomiaux, mais on ne le fera
pas rigoureusement ici car cela demande de définir une topologie sur F.

Notation 6. Soit X = R?, w une mesure LF sur X. Soit (Wy,)n>1 une suite de sous-ensembles de R4
telles que

U, W,, = R

w(Wh,) = n.

Par exemple si u = £

W, = [£(n/2)"/4),

Proposition 7. Pour K compact de R?

Ty, o (K) — Tp(K)

n,Wn,

Démonstration.

N

1K)

Ty, (K)=1-— (1 - ) =1- <1 — “(m)n — 1 —exp(—p(K)) =Tp(K)

Est-ce que ¢a implique rigoureusement que 5, w, — P 7 En fait cette question n’est pas bien posée
ici on n’a pas défini de topologie, et donc de convergence, tout dépend de la topologie considérée...
Nous n’allons pas rentrer dans des considérations de convergence, mais voila ce qu’on peut trouver
dans la litérature :

— Construire une topologie a partir des ¢, O ouvert, et montrer que B(F) est la tribu borélienne

associée

— Montrer que si une suite de FA F,, vérifie

Tr (K) — T(K)

pour une certaine fonction K, alors il existe un FA F tel que F,, — F dans notre topologie.
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1.11. CONVERGENCE ET CONAPRURHTONCONSHRNAIIVEN DES PROCESSUS DE POISSON

Montrer que si les F,, sont des processus ponctuels et que pour tout compact K,

E(supE(F, N K)) < o0
alors F est aussi un PP (livre de Kallenberg, ou livre de Molchanov).
D’aprés I'ouvrage de Molchanov, on pourrait alors définir PPP(L£?) comme la limite des B,, .
Pour une autre mesure g LF, il suffit de considérer les By}, = {X1,...,X,,} ou n = [pu(W)] et les X;
sont iid de loi

- penw)
p(W)

Nous allons caractériser la convergence entre FA.

Théoréme 4. Soit F,,,n > 1 une suite de femés aléatoires. On suppose que pour tout compact K il
existe une limite T(K) :
Tr, (K) —— T(K).
n—oo

Alors il existe un FA F tel que P(FNK # () = T(K) et F,, — F en loi dans la topologie faible
engendrée par les ¥°,0 ouvert.

Démonstration. Le résultat n’est pas directement énoncé comme ¢a dans le livre de Molchanov. D’aprés
le théoréme 6.2 de [Molchanov], il existe une sous-suite F,, qui converge faiblement vers un FA F,
et donc Tr ,(K) — Tr(K) pour K € K. Comme pour tout K € K, T, (K) — T(K), on a bien
Tr(K) =T(K). Donc d’apres le théoréeme 6.5, F,, converge faiblement vers F. O

Proposition 8. Soit K un compact et K. = {y € R? : d(y, K) < €}, qui est un ensemble ouvert pour
e > 0.

Soit M € M. Alors #M N K. | #M N K lorsque € — 0.

Donc Uapplication M +— #M N K est mesurable sur M.

Démonstration. Comme K7 est borné, il est inclus dans un compact et #M NK; < 0o. Soit x1, ..., Ty
les points de M N K7, numérotés de telle sorte que z1, ...,z sont les points de M N K pour un certain

kE < m. Comme K est fermé, d(x;, K) > ¢; pour i > k. Pour ¢ < min(g;), #M N K. =k =#M N K,
CQFD.
O

Proposition 9. Un fermé aléatoire F est un processus ponctuel si E(#FNK) < oo pour tout compact
K. Si une suite de FA F,, converge vers F, F € M si sup,, E(#F, N K) < co pour tout K.

Démonstration. Si pour tout K compact E(#F NK) < oo, F N K est p.s. fini, donc F € M.
Supposons donc sup,, E(#F,, N K) < oo pour tout compact K. On voudrait utiliser

P(#FNK < oo0) =lmP(#F, N K < 00) < 00
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CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DES PROCESSUS DERDISSOPOLOGIE ET MESURABILITE

mais cela requiert #F, N K — #F N K, ce qui est en général faux car F — #F N K n’est pas une
application continue. Par contre si O est ouvert, F' — #F N O est continue.

Soit K un compact, O un ouvert et K’ un autre compact tels que K € O € K’'. On a np :=
sup,, E#F, NO < ngr :=sup, E#F, N K' < oo donc E(#FNK) < E#FNO = lim, E(#F, NO) <
no < oo. Donc F € M. O

Poisson ou binomial 7 Soit un jeu de données aléatoires dans une fenétre A. Faut-il mieux le
modéliser par un processus Poissonnien ou binomial ?

Si on connait le nombre n de points, alors formellement il vaut mieux le modéliser par un processus
binomial. Cependant, les lois des processus sont trés proches, donc on peut aussi utiliser un processus

n

de Poisson d’intensité Yoy (nombre moyen de points par unité de volume).

1.12 TD : Topologie et mesurabilité

Exercice 25. On munit F de la topologie générée par les fonctions 1o, O ouvert borné.
1. On considére les fermés B(1/n,1). Est-ce que ¢a converge ? Vers quoi ?

Montrer que B(FF) est la tribu borélienne associée.
Proposition 10. B(F) est aussi générée par les v, K € K.

Démonstration. Il s’agit de montrer que 1'on peut reconstruire ¢p, F' € F & partir des ¥ o, O ouvert.

1. Montrons que les fonctionnelles

vo(F) = 1{pcay

sont mesurables. Soit d’abord K € K.

1. Soit O un ouvert. Alors les applications ¥© et F — #F N O sont continues.

2. Montrer que F, := B(0,1—1/n) — F := B(0,1), mais que pour un certain compact K, )% (F},)
ne converge pas vers X (F).

Exercice 26. 1. Montrer que pour ¢ >0, K. = {y € R : 3z € K : ||z — y|| < &} est ouvert.

2. Montrer que pour K compact,
Vg, — Y sur F.

Montrer que la tribu B(F) est également générée par les classes suivantes
3. A= {vK K eK}
4. A= {yx, K €K}
5. A ={K; x Ky : K; € RP, K5 € R? compacts}, avec d = p + q.

Exercice 27. Montrer que 'application suivante ¢ est mesurable (F, B(F)) — (R, B(R)) :
L ¢ F i 1,epy pour o € R¢,
2. ¢ =9, pour G fermé.
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1.12. TD : TOPOLOGIE ET MHNRBBILITICONSTRUCTION DES PROCESSUS DE POISSON

3. v : F'— 1l{pcoy pour O ouvert

e

b F = 1ipnoxpy pour O ouvert

Ut
=

1 F = 1ipcgy pour G fermé
6. ¢ : F'—= 1iupng)=k) pour G fermé, k € N.

Exercice 28. Soit
E={1/n; ne N}

A-t-on E € M dans les cas suivants ? E est-il fermé ?

X=R
X =10,00]
— X =]0, 00|
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Chapitre 2

Processus de Poisson marqué

Un modéle légérement plus raffiné consiste a “attacher” a chaque point une marque indépendante,
tirée dans un ensemble prédéfini. Par exemple pour modéliser une forét :

M = {Chéne,Pin,Tilleul}
ou pour modéliser une population d’individus de tailles variables
M =Ry,

chaque marque représente la taille de I'individu. Une maniére naive de le faire est de munir M d’une
mesure de probabilité v et de tirer des variables iid Mg,k > 1 de loi v. On numérote les points de
P :P ={x1,x9,...} d'une maniére arbitraire. Le processus marqué est alors défini par

’ﬁ = {(l‘k,Mk)}.
Il se trouve que c’est encore un PPP, sur I'espace produit A x M :

Exemple 7. Soit My, ..., M} des variables iid sur R. Soit T1,..., T} des variables iid de loi £(1), et
les sommes partielles

So =0
Si+1 :Sz + Tz

On considére le processus temporel

Xt = Z 1{Si<t}Mi~

i>1

Rappelons que P := {Sk;k > 1} est un PPP sur R, , d’intensité £!. Donc X, s’écrit également

X, = Z M.

M ePN[0,t]

Si on considére le processus “marqué” P := {(Sy, My);k > 1}, on obtient le processus de Poisson
composé dont les sauts sont indépendants de tailles aléatoires de loi v

X; = Z m.

(z,m)ePNI[0,t] xR
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2.1. EXEMPLES CHAPITRE 2. PROCESSUS DE POISSON MARQUE

Proposition 11. Soit (M, M, v) un espace probabilisé, et M,k > 1 des variables iid de loi v. Soit p
une mesure LF sur X, et P ~ PPP(u). On considére le processus marqué P défini précédemment.

On considére désormais I’espace marqué X = X' x M, muni de la mesure ji := p x v. Cest une
mesure LF et on considére le PPP P de loi PPP(X,[i). On a alors l’égalité en loi

p@p

Autrement dit, un PPP marqué a la méme loi qu’un PPP sur [’espace produit muni de la mesure
produit.

Exercice 29. 1. On suppose X = K compact, on a donc
P={x1,...,zNn}
ot N ~ P(u(X)). Soit K’ C M compact. Montrer que
P(V1<i< N,M,; ¢ K') = exp(—u(K)v(K'))
2. Montrer que si X n’est pas compact, pour tout compact K C X, et K’ C M,
P(PN(K x K') = 0) = exp(—u(K)v(K'")).

3. Montrer que pour K C X compact et K/ C M compact, K x K’ est un compact de X x M. Un
tel compact est dit rectangulaire.

4. (On pourra admettre) Pour tout compact K, il existe des unions de compacts rectangulaires
disjoints décroissants K,,, m > 1 tels que

K=n>_Kp,.
5. Conclure.

On remarque que rien n’oblige v a étre finie, et on peut donner la définition générale d’un processus
marqué.

Définition 9. Etant donné un espace M avec une mesure LF v, on appelle P ~ PPP(X x M; i x v)
le PPP d’intensité p marqué par v.

2.1 Exemples

Exemple 8. 1. (Processus de saut, voir TD suivant) Soit P = {z1,22,...} ~ PPP(R;). On
considére le processus marqué P’ = {(z1, M1), (22, Ma), ...} ol les M; sont iid de loi v sur R.
Le processus correspondant s’écrit

Xt = Z Ml{mgt}
(z,M)eP’

Pour v = 41, on retrouve le Processus de Poisson classique. Le théoréme stipule que P’ ~
PPP(LUg, @v).
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CHAPITRE 2. PROCESSUS DE POIS2OMGIARQIH:: PROCESSUS DE NAISSANCE ET MORT

2. (Processus de naissances et morts) Dans un processus de naissances et morts, chaque point x;
est muni d’un temps de naissance B; et d’une durée de vie D;. L’espace de marques est donc
R, x R;. On peut imaginer un processus en temps infini, auquel cas les B; sont répartis sur
la droite réélle, et les durées de vie sont par défaut modélisées par des lois exponentielles de
paramétre \. On aurait donc

P’ ~ PPP(L%1x x L'1g, x E(N))

. On remarque que dans ce cas la mesure de marquage n’est pas finie.
3. (Séismes) Voir activité.

4. (Modele booléen) On part de P ~ PPP(X). Les marques R; € R, sont des “rayons aléatoires”,
i.e. des VA a valeurs dans M = R, et on étudie le modéle booléen

F = UiB(xi, Rz)

Voir sections suivantes. Les boules peuvent étre remplacées par n’importe quel type de formes
(des segments, des ellipsoides, etc...).

5. (Champ aléatoire) Voir chapitre “shot noise”

2.1.1 Processus de Poisson composé

Processus de Poisson composé

Exercice 30. Soit Tx;k > 1 des variables exponentielles iid de paramétre 1, S = Zle T;. On va
définir une variante du processus temporel de Poisson ou les sauts sont de taille aléatoire.
Soit v une mesure de probabilité sur R, et Ag, k > 1 des variables iid de loi v. On pose pour t > 0,

Xo =) s,<nr
k=1

1. Donnez une représentation graphique de X;, en indiquant les Sy et les Ay.
2. Pour quelle loi v retrouve-t-on le processus temporel de Poisson classique 7
3. Soit t > 0. Soit N le nombre de temps t ot X; >t + X;- :

N=#{t: X, >t+X,-}.

Montrer que N = #P N A ou A est un certain sous-ensemble de R, x R et P est un PPP
marqueé.

4. Montrer que N ~ P(E((A1)4+)). Donner un exemple ot N = oo p.s.

2.2 Activité : Processus de naissance et mort

On souhaite modéliser une population qui satisfait aux critéres suivants :

— Au temps 0, la population est représenté par un processus de Poisson homogéne Py

— des individus naissent “de maniére homogéne et indépendante” dans le temps.

— Les individus meurent de maniére indépendante aprés une durée de vie aléatoire qui suit une
loi exponentielle de paramétre 1.

Exercice 31. 1. Modéliser cette population & ’aide de processus de Poisson marqués.

2. Donner la loi du nombre d’individus & un temps ¢ > 0 dans un compact K C R%.
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3. On suppose que les naissances s’arrétent & un instant tg > 0. Comment modifier le modéle
précédent 7 Combien de temps faut-il pour que la population disparaisse d’un certain compact
K?

Modifions le modéle précédent : On suppose que chaque individu = donne naissance & d’autres
individus a taux 7, et que chaque individu est dispersé aléatoirement selon une distribution de densité f,
i.e. sa position est x4+ U, ou U a pour densiuté f. Chaque individu vit toujours une durée exponentielle.

1. Quel est la loi du nombre d’enfants de chaque individu ?
2. Ecrire le PPM correspondant.

3. Montrer que la structure de la population suit un modéle de Galton-Watson. En déduire sous
quelle condition la population s’éteint.

2.3 Modéle booléen

2.3.1 Activité : Modéle booléen et visibilité
Exercice 32. Soit P ~ PPP(1,R%). On numérote les points d’une maniére arbitraire
P ={z;ie N}
On s’intéresse a ’ensemble aléatoire obtenu , pour r > 0,
F =U;B(zy,7)
appelé modéle booléen.Soit K C R? compact. On note
K" ={z e R: B(z,r)N K # 0}.
1. En utilisant K", donner la loi du nombre de boules touchant K
Ng := #{i: B(z;,r) N K # 0}.
2. En déduire la fonctionelle de capacité du modéle booléen
Tr(K) :=P(FNK #0).

Donner une formule explicite dans le cas o d = 2 et K = B(0, R) pour un certain R > 0.

3. On imagine que les z; représentent les localisations d’arbres dans une forét (aléatoire), et que
chaque tronc d’arbre est de rayon r. Quelle est la probabilité qu’un individu placé au point 0
puisse “voir a I'infini” vers la droite (i.e. selon 1’axe des abscisses) 7

4. La probabilité qu’il existe un angle 6 aléatoire tel que 1'observateur ait une visibilité infinie dans
la direction € est plus compliquée. Quelle est la probabilité qu’il existe un secteur angulaire
16—, 0. non-obstrué ?

5. Quelle est la probabilité qu’il existe un observateur en un autre point (aléatoire) du plan 2 € R?
qui ait une vision infinie & droite ?

6. On suppose désormais que les rayons sont aléatoires, i.e. on suppose qu’on attache a chaque x;
une variable aléatoire R; tirée selon une loi v sur R;. Quel est le processus de Poisson marqué
correspondant ?

7. Pour K donnée, identifier la loi du cardinal de
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8. En déduire la fonctionnelle de capacité de
.7:/ = UlB(QCl,Rl)

9. On suppose que v n’est pas la masse de Dirac en 0 (v # dg). Montrer que comme précédemment
aucun observateur n’a de vision a l'infini vers la droite.

10. Montrer que si frdl/(dr) = 0o, P(F N K # () = 1 pour chaque compact K. En déduire que p.s.
F' =R4.

2.4 Définition

Définition 10. Soit v une mesure LF sur Ry tel que
/’I“dl/(d’l") < 0. (H)

et P = {(w;,7;);i > 1} un PPP marqué de loi PPP(R? x Ry; LY x v). On définit le modéle booléen
radial de mesure de rayon v par

.F = U;’ilB(fEi, 7‘1‘).

Exercice 33. Pour K C R? compact, on note
Ny = #{(x,7) € P: B(z,r) N K} < .

On suppose que (H) tient.

1. Montrer que Np(o,1) suit une loi de Poisson finie.
Montrez que pour tout K compact, Nk suit une loi de Poisson finie.
Déduisez-en que F est un fermé aléatoire.

Donnez la fonctionnelle de capacité lorsque K = B(0, R).

DA

Pour K quelconque, on note
K ={z:d(z,K) <1}

Donnez Tx(K) en fonction de K.

Définition 11. Soit i une mesure LF sur R, Soit M C R? un espace des marques muni d’une mesure
v et une fonction F : M — F. On considére alors le modéle booléen M B(u;v)

F=U2 (@i + F(my))
ot

{(zs,m;);i > 1} ~ PPP(u x v;R? x M).

Remarque 3. Le modéle booléen radial correspond simplement a M =R et

F(r)= B(0,r).
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FIGURE 2.1 — Stochastic geometry and its applications,Stoyan, Kendall, Mecke

Figure 8.1 Distribution of linear fault zones in Central Europe (from Weber, 1977). The
system of lines can be interpreted as a sample of a planar fibre process. A line process could
also serve at least as a rough approximation; the pattern can be also interpreted as a sample
of a geometrical network. Note that some of the fault zones end at other fault zones — so
clearly there is interaction between them. The structure is clearly not isotropic. There are four
dominating directions, ENE-WSW, NNE-S8SW, NW-SE, ESE-WNW. The apparent lower
intensity of fault zones in the northern region of the figure is due to incomplete information
about that region. See the statistical analysis of fault lengths in Section 6.6.4, Figure 6.16.

Exercice 34. Soit M = [0,27] muni de la loi uniforme et F(6) C R? un segment de longueur 1 et
d’inclinaison 6

F(0) = [0, ug]
ou
ug = (cos(6), sin(6)).

1. Calculer L4(F(0))®".
2. Dessinez K — F(6) pour différentes formes K (segment, carré, ellipses, ...) et valeurs de 6.

3. Calculez E(K — F(M)) lorsque K est une boule fermée, puis lorsque K est un segment borné.

Exercice 35. On suppose = £%.
1. Montrez que Nk est fini sous '’hypothése (H)
2. Montrez que F est alors bien un fermé aléatoire et calculez Tx(K).
3. Calculez la fraction de volume
,_ BEAF0K)
' LAK)

Exercice 36. Soit M = [0,27] muni de la loi uniforme v et soit F(§) C R? la droite d’inclinaison
dans R2.

1. On suppose que p est la mesure de Lebesgue. Montrez que N est infini pour K = B(0,1) (ou
pour n’importe quel compact d’intérieur non-vide).
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2. On suppose désormais j = de. Montrez que Nk est p.s. fini et déduisez-en que le modéle
booléen correspondant F est un fermé aléatoire.

3. * Montrez que F est stationnaire, i.e.

Tr(K) =Tr(K + z),2 € R

Exercice 37. Soit P = {x;;i > 1} ~ PPP(1;R%), et v une mesure de probabilités sur R, . Soit R;
iid de loi ».

F = U;’ilB(Ii,Ri)

est le modéle booléen de loi v.

1. On suppose que les R; sont bornés par un nombre a > r. Pour r > 0, montrez que
N, :=#{i: B(xz;, B;) N B(0,r) # 0}.

a une loi de Poisson de paramétre \,, qu'on exprimera en fonction de v.

2. On cherche a calculer la loi de N, sans supposer que les rayons sont bornés. Montrer que N,
est la limite presque stire quand a — oo de

N, = #{i: B(z;,min(R;,a)) N B(0,r) # 0}.

Donnez la limite en loi de N, , et concluez sur le type de loi de N,.
3. Montrez que E(N,.) < oo pour tout 7 > 0 ssi v a un moment d’ordre d fini.

4. On suppose cette condition remplie, montrer que F est p.s. fermé, et donnez sa fonctionnelle
de capacité.

On suppose implicitement que l'application m — F},, est mesurable, et donc les F; sont des FA.
Par contre rien ne garantit que F est fermé (et donc un FA).

On rappelle que si v est une mesure de probabilités, la loi de P peut s’obtenir & partir d'un PPP
indépendant P’ = {z;;¢ > 1} ~ PPP(u) et d’une famille iid (M;);>1 de VA de M de loi v, avec

P @ (2, Far)si = 1)

Le modéle booléen radial s’obtient donc en posant
M =R4, F,. = B(0,r)
avec v une mesure sur R

Exemple 9. Pour 6 € [0, 7], soit £y = [0, ap] le batonnet de longueur 1 d’orientation 6, ou
ag = (cos(0),sin(0)).

Soit M = [0, 7] muni de la distribution uniforme
1
I/(de) = ;1{[0774}((19)

et soit F ~ MB(AL?,v) sur R?. Alors F est une union de baténnets d’orientation aléatoire.
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FIGURE 2.2 — Stochastic geometry and its applications,Stoyan, Kendall, Mecke

Figure 8.1 Distribution of linear fault zones in Central Europe (from Weber, 1977). The
system of lines can be interpreted as a sample of a planar fibre process. A line process could
also serve at least as a rough approximation; the pattern can be also interpreted as a sample
of a geometrical network. Note that some of the fault zones end at other fault zones — so
clearly there is interaction between them. The structure is clearly not isotropic. There are four
dominating directions, ENE-WSW, NNE-S8SW, NW-SE, ESE-WNW. The apparent lower
intensity of fault zones in the northern region of the figure is due to incomplete information
about that region. See the statistical analysis of fault lengths in Section 6.6.4, Figure 6.16.

Notation 7. On utilise la notation suivante : pour A € F,B € F,r >0,

A+B={a+b:ac Abe B}
A—B={a—b:a€ Abe B}
Apr=A+B0,r)={a+b:ac A,bc B0,r)}={a—b:a€ A be B(0,7)} =UueaB(a,r) = {x € R?: d(z, A) < r}.

Exemple 10. Pour r,p > 0, z,y € R?,

B(z,r) ® p=B(z,a+r)
B(z,r) = B(y,p) =B(z —y,7 + p)

Proposition 12. On reprend les notations précédentes. Soit M une marque aléatoire de loi v. On a
pour K compact

Nic = #{i : (@i + Far,) N K # 0} ~ PE(u(K — Fy)))
On suppose que pour r > 0

E(u(Frp 7)) < 00,7 > 0. (2.1)
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Alors on dit que v est admissible, et dans ce cas F est un fermé aléatoire (on note toujours sa loi
MB(u,v)) et pour K € K,

Tr(K) =1—exp(—=E,(u(K — Fur)))-

Démonstration. Pour K € K, il existe r > 0 tel que K C B(0,7). Donc Nx < 00 si Np(g) < 00 mais

¢a n’est pas forcément une équivalence.
Soit P = {(x4, Far,)} ~ PPPM(u,v) et K un compact de K. On introduit le sous-ensemble de
R? x M :

A ={(z,m) : (z+ F,)NK #0}.

N =#PNAg ~ P(,u & Z/(AK))

car P est un processus de Poisson sur R? x M d’intensité ;1 ® v. Pour conclure, on applique le théoréme
de Fubini :

u@v(Ag) =/ 1f (24 F)nK 20} (dx)v(dm)

R4 x M

:/ p({z € R : (x4 F,) NK # 0})v(dm)
M ={z:3yeF,,,I2eK:x=2—y}=K—F,,
=E(u(K — Fur)).

Comme par hypothése,
E(Np(o,r)) = E(u(Fym © 1)) < 00

,on a E(Ng) < oo, Ny < 0o p.s. et il y a p.s. un nombre fini de fermés x; + F; qui intersectent K,
donc F N K est fermé. En faisant une union sur une quantité dénombrables de compacts K,,,n € N,
qui recouvrent R?, on en déduit que F est “localement fermé” :

FNK, =VU;((x; + Far;) N K,,) (union finie de fermés)
Donc F est p.s. fermé donc ¢’est un FA. On a alors
Tr(K) = P(FN K #0) = B((P 1 Ax #0) = 1 — exp(~E(u(K — Fa)).
O

Exercice 38. Soit F ~ M B,(\,v) pour A > 0 et v une mesure de probabilités sur Ry qui admet un
moment d’ordre d fini. Montrer que F est bien un FA et calculer sa FdC.

Proposition 13. Pour A > 0 et v admissible, le modéle booléen F ~ M B(\,v) est stationnaire.

Démonstration. On a
Tr(K +x) =1 —exp(—AE(LYK 4+ 2 — Fy))) = 1 — exp(—AE(LYK — Fu))) = Tr(K)

en utilisant le fait que la mesure de Lebesgue est invariante par translation. O
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2.5 Isotropie
Soit R4 Iensemble des matrices de rotation de R%. Pour R € Ry, A C R? on définit

R(A) ={R(z): z € A}.

Proposition 14. Un fermé aléatoire F de R? est isotrope ssi R(F) &) F pour toute R € Ry.

Proposition 15. 1. Pour p une mesure LF, P ~ PPP(u) est isotrope ssi pu est isotrope, c’est-a-
dire

w(R(A)) = p(A) pour tout A mesurable

Donc P est stationnaire isotrope ssi j = AL pour un A > 0.

2. Soit F ~ MB(u,v). Alors F est isotrope ssi p et v sont isotropes, c’est-a-dire pour L un FA
de loi v

Donc F est stationnaire isotrope si p = ALY et v est isotrope.

Démonstration. 1. Découle facilement de la forme de la fonctionnelle de capacité K +— 1 —
exp(—u(K)) et que la mesure de Lebesgue est isotrope.

2. D’aprés la FdC, il suffit de montrer que
E(u(K — Far)) = Eu(R(K — Far))) = E(u(R(K) = R(Fur)) = E(u(R(K) — Far))

@FM et

car R(Fyr)
R(A—B)={r(a—b):ac Ajbe B} ={r(a) —r(b)} = R(A) — R(B).

donc

Tr(K) = 1 — exp(—p(K — Far)) = 1 — exp(—u(R(K) — Fyr)) = Tr(R(K))

Exemple 11. Tout modéle booléen radial est isotrope si u est isotrope.

2.6 Fraction de volume

On se place dans le cas stationnaire, i.e. 1 = AL? pour un A > 0.
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Proposition 16. On appelle fraction de volume d’un FA F le rapport

_ E(LYKNF))
PPZ TR

qui ne dépend pas de K € K (non négligeable). On a

Démonstration. Par stationnarité, P(x € F) ne dépend pas de x € R?, donc par le théoréme de Fubini

E(LYKNF)) = E(/K 1ier £4dz)) = /Kp(x € F)dz = /KIP(O € F)dx = P(0 € F)MLYK).

Proposition 17. Soit F ~ MB(\,v) pour v une mesure admissible sur un ensemble de fermés M.
Alors

pr =1 —exp(=AE(u(B(0, R))))

ou R~ v.

Démonstration. On a simplement

E(v(B(0, R))) = E(Ngo3) = E(Np(0,0) = E(v(B(0, R+0))).

Le modeéle booléen peut modéliser de nombreux phénomeénes naturels (KSM).

— Cratéres lunaires

— Mousses, milieux poreux

— Alliages métalliques

— Tumeurs

Pour simuler un tel milieu, il suffit de choisir le paramétre A (nombre moyen de points par unité
de volume), puis la loi p du grain, ou la loi v du rayon. Estimer A, u/v sur un phénomeéne naturel est
une question statistique épineuse.

2.7 TD3

Exercice 1. Donnez un exemple de modeéle booléen non-isotrope (avec u isotrope).

Exercice 2. Soit M = {{z} : * € R%} muni d’une mesure de probabilités v et F ~ M B(\, v). Montrez

que F 2 PPP()).

Exercice 3. Explorons le cas de mesures non admissibles . Soit P = {(x;, R;)} ~ PPPM()\,v) avec
A>0et F=U;B(x;, R;) ~ MB,.(\ v), rappelons que ce n’est pas forcément un FA, mais on peut
tout de méme considérer certains événements liés a F.

1. Soit F I’adhérence de F. Montrer que F est un FA.
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(a) soit K, ’ensemble formé par tous les points a distance au plus 1/n de K. Montrez que c’est
un compact

(b) Exprimez I'événement F N K # ) en fonction des K.

2. On suppose que v a un moment d’ordre d infini.

(a) Montrez que 0 touche p.s. une infinité de boules B(x;, R;).

Lisez et comprenez I’énoncé de la proposition [I2] Utilisez ¢a pour donner la loi du nombre
de boules qui touche 0. Utilisez 'hypothése de moment infini.

(b) Montrez que ’ensemble
N ={z ¢ R\ F}

est négligeable.
Montrez que P(z € N') = 0 pour tout . Utilisez ensuite le théoréme de Fubini pour calculer

E(L*(N))
3. (grandes boules) Soit a < d+ 1 et v(dr) = r~%dr sur R*.
(a) Montrez que 0 est p.s. dans une infinité de boules de la forme B(z;, R; — v/d) ott R; > V/d.

On pourra introduire la mesure  qui est la mesure v restreinte a [v/d, oc], et le modéle
booléen radial associé. Montrer aussi que 7 a également un moment d’ordre d infini et
utiliser ce qui a été fait précédemment.

(b) Montrez que p.s. pour tout = € Z% B(x,v/d) C F. Déduisez-en ce que vaut F, et ce que
vaut N.
Exercice 4. Soit v une mesure sur R4, et 7 = F;, le modéle booléen associé. On pose m, =
fR+ rPv(dr) le moment d’ordre p de v.
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur v pour que p;, < 1.
2. On suppose cette condition vérifiée.

a) Montrer qu’il existe une fonction js(2),z € RY, telle que pJ = pa(2), et donner une expres-
p Py =P
sion de ps en fonction de la fonction

o(z,R) = LYB(z,R) N B(0,R)).

Montrer que p2(z) ne dépend que de la norme ||z||.

(b) Caleuler limy,_ o0 o (2,9) — pf (2)p7 (y). Que remarque-t-on?
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Chapitre 3

Champs shot noise

3.1 Integrale stochastique

Définition 12. Pour un processus ponctuel M = {x;;i > 1}, on appelle [M] = 3.+, 65, la mesure
associée. Autrement dit, pour A C R?,

[M](A) = #M N A.

Définition 13. Soit pu une mesure sur X C R%. L’application qui a un mesurable A C R¢ associe
um(A) := E[#ANM] = E([M](A))

est une mesure qu’on appelle mesure d’intensité, ou simplement intensité, de M.
Si P ~ PPP(u;X), alors p est lintensité de P.

Démonstration. paq(0) = 0 est évident.

Il reste & montrer la o-additivité. Soit A;,7 > 1 une suite d’ensembles deux & deux disjoints. On
utilise la o-additivtié¢ de [M] et celle de E, et le TCM pour la suite croissante de fonctions ¢, (w) =
Yim M(w)](Ai),n €N :

pa(UiA;) = E(IM](U;A;)) = EO)_[M](Ay)) = ZE([M](Ai)) = ZNM(AZ')~

3

Pour A C R?,
4P (1A~ P(u(4)).

Donc l'espérance est le paramétre pu(A), done pup(A) = p(A4).
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Définition 14. Soit f une fonction positive bi-mesurable R x M — R, et M € M un ensemble de
points. On définit lintégrale stochastique

() = 3 M) = [ MydiMI@) = [ M0

zeM

Vintégrale de f par rapport & [M]. On peut étendre cette définition & f de signe quelconque si I (| f]) <
00).

Notation 8. On suppose implicitement que toutes les fonctions considérées sont mesu-
rables, ou bi-mesurables, par rapport a la bonne tribu (produit).

Dans le cas ou M est aléatoire, Iy est une intégrale stochastique. On a alors le résultat suivant
pour l'espérance dans le cas ol on intégre sur un PPP :

Théoréme 5. Soit i1 une mesure LF sur R? et P ~ PPP(u). Soit f : R4 x M — Ry. Alors

ElIp(f)] = /me,P U {o})|dp(@).

Exemple 12 (Voir exo @ Supposons que les galaxies sont réparties de maniére poissonienne et
homogéne dans ’espace, et que chaque galaxie emet un rayonnement électromagnétique en H%’ our
est la distance a la source et C' est une constante. Calculer le rayonnement total arrivant sur la Terre.
Qu’en pensez-vous ?

Rappel : Changement de coordonnées sphérique pour une fonction radiale. Soit g : R, —
R, . Toute fonction s’écrivant f(z) = g(||z||) sur R? est dite radiale. Le changement de coordonnées
sphériques sur R? nous donne

y f(z)dx :/0 g(r)og—1dr,

oll o4_1 est la surface de la sphére-unité de R%. On a par exemple o1 = 27,09 = 47, et avec g(r) =
lio<r<Rys

T 3
£ABO.R) = [ atr)eadr = anlr /3 = T

Preuve du théoréemeld. .

La preuve est simple mais il faut avoir quelques connaissances en théorie de la mesure. Commencons
par le cas de la fonction élémentaire f(z, M) = 11zep11{mnc=0}, ot B, C sont deux mesurables bornés
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de R%. Alors

E[Ip(f)] =E [Z Lwenylipro=0} | = E [1prc—oy#/P N Bl]

z€P
=E[1pncy=y #|P N (B \ O)]]
=E[1¢pncy=0}JE[#P N (B\ C)| | PN C = (] par indépendance spatiale
— exp(—(C)u(B\ O).

Pour autre coté,

/ E[f(z, P U {z})]u(x)dx = / B((P U {2}) N C = D)u(dz)
R4 B N——

20 si zeC

— [ BPNC=0ulds) = exp(-u( (B C)
B\C

donc I’égalité est prouvée dans le cas particulier de ce type de fonction élémentaire f.

La stratégie est alors classique en théorie de la mesure :

— Remarquons que cette égalité est linéaire : si la formule est vraie pour deux fonctions fi, fa, alors
elle est vrai pour aj f1 + asfa. Elle est donc vraie pour toute combinaison linéaire de fonctions
>, a;fi de fonctions élémentaires.

— Soit f(x, M) une fonction mesurable positive, et (f,(x, m)), une approximation croissante de
f par des fonctions pour lesquelles la formule est vérifiée, c’est-a-dire : Pour z € R4, M €
M, fo(x, M) — f (ac M), et c’est une suite croissante. Donc par le théoréme de convergence
monotone E[Ip(fy)] = [za Elfn(x, P U {z})|u(dz).

— En conclusion, la formule est vraie pour toute fonction qui s’écrit comme “limite croissante”
de fonctions pour laquelle cette formule est vraie. Et 14 encore on utilise une autre technique
classique : on I’étend d’abord & une classe plus grande de fonctions C; par cette méthode. Puis en
utilisant les fonctions de C; on I’étend & une classe encore plus grande Cs, et ainsi de suite jusqu’a
arriver a la classe Cy, des fonctions mesurables positives. Définissons les classes successives que
I’on utilise :

— Comme les boréliens bornés B C R? engendrent la famille de tous les boréliens, toute fonction
mesurable positive g(z);z € RY, peut s’obtenir comme limite croissante de combinaisons
linéaires ), a;li,ep,; de fonctions indicatrices. L'égalité s'étend donc a la classe C! de
toutes les fonctions de la forme g(x)1{cnrm=gp}, pour g mesurable positive et C' mesurable.

— De méme, la tribu sur I’ensemble M des mesures ponctuelles est générée par les fonctions
Yo : M= (MnNC = 0), donc toute fonction mesurable positive (M), M € M est une
limite croissante de combinaisons linéaires d’indicatrices M +— >, 11c,nm—p}- On arrive a
la classe Cy des fonctions f(z)yp(M) pour g, ¢ mesurables positives sur R? et M.

— La tribu produit B(R?) @ B(M) sur R? x M est générée par les ensembles produits, donc
toute fonction f(x, M) peut-étre écrite comme limite croissante de combinaisons linéaires
de fonctions séparables Y. a;g;(z)p;(M).

Alors par le TCM la relation est vraie pour f.

Pour les fonctions de signe quelconque il faut faire attention a 'intégrabilité.

Corollaire 2. Soit p: X — Ry LF, P ~ PPP(u;X). Soit L}L Uespace des fonctions f : R* x M — R
telles que
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/Rd E(|f(z, P U {z})])p(dz) < oo.

Alors Ip(f) est p.s. bien définie, a une espérance finie, et la relation

E(Ip(f)) = / E(f(z, P U {«}))u(dz)

Rd

est encore vérifiée.

Démonstration. 1l suffit de le montrer pour f* = max(f,0), f~ = — min(f,0), puis pour f = f+— f~.
O

Exemple 13. Soit A un ensemble tel que £(A) < oo, et f(z) = 1{a}(z) (remarquons que f ne
dépend pas de M). Alors pour P ~ PPP(u)

Zf(m)] = [ ntde) = ().

reX

E

C’est une autre maniére de calculer la mesure d’intensité.

Exercice 5. On suppose toujours P ~ PPP(u) ot p est LF. Soit f : R? x RY x M — R,. Montrer
que

- / F(,y: P U (g} (da)udy).
R xR4

E [ > [,y P)

r#YEP

On utilisera la fonction g(z; M) =32 c v oy f(@, 43 M), 2 € R4

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 18. On suppose toujours P ~ PPP(u) ot pu est LF. Soit f : R? — R, dans L}L. Alors

Var(Ip(f) = | f(a)p(de) € [0, o).

Démonstration.

d

> f(x)] 2) =E [Z f@)P+ Y f(x)f(y)]

reX reX rFAycX

=E(Ip(f?)) + / f(@) f(y)p(dz) p(dy)

Rd xR4

2
= [ srutan) + ([ semian)
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par le théoréme de Fubini. Et donc

Var(Ip(f)) = BIn() = (BIn(H) = [+ ([17 = ([17 = [

La maniére la plus simple de donner la loi de Ip(f) est via sa fonction caractéristique.

Proposition 19. Soit u LF sur RY. Soit ¢ : RY — R telle que E|Ip(¢)| < oo. Alors

Blexp(ifp(¢)) = xp | [ (explip(a)) - Dudo)].

Comme pour t € R, Ip(ty) = tIp(p), ce résultat peut étre utilisé pour caractériser la loi via la
fonction caractéristique :

E(explitIp (9))) = E(exp(ilp(tg))) = exp [ [ (explitota) -1 u(dscﬂ tER
R
Démonstration. Exercice ci-dessous. O

Exercice 6. 1. Le montrer lorsque ¢ prend comme valeurs uniquement 0 ou 1.

2. Soit ¢, ¢’ deux fonctions telles que @y’ = 0 sur R?, et telle que la relation soit vraie pour ¢ et
¢’. Montrer que la relation est vraie pour ¢ + ¢’

3. En déduire que la relation est vraie pour ¢ une fonction étagée, puis pour une fonction intégrable
quelconque.

Exercice 7. Retrouvez la question 1 de ’exercice précédent.

3.2 Modéle shot-noise

Définition 15. On introduit la classe CM! des fonctions LCM (localement continues par morceauz)
et intégrables, constituée des fonctions g : R — R telles qu’il existe ¢ > 1, des fonctions continues
gi : RY = R continues et intégrables et des boréliens A; tels que

q
g(x) =Y 149
=1

Remarquons que CM!' contient la classe des fonctions continues et intégrables. On munit CM!' de
la tribu engendrée par les fonctions

Oap,ay - CM! = R, f +— f(x1,... ,Tq)-
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Définition 16. Prenons un processus de Poisson marqué avec les caractéristiques suivantes :
— Une mesure i LF sur R?,
— M C RP? pour un certain p > 1 Borélien muni d’une mesure LF v, et M = {gm;m € M} c CM!
des fonctions LCM indexées par M.
On considére le processus marqué P = {(x;,m;)} ~ PPPM (u,v). Alors on introduit le champ “shot
noise” f € CM*

f@= Y. gmlz—y) =) gmlz—z).

z=(y,m)eP i>1

On note sa loi SN (u,v).

Exemple 14. 1. Modélisation d’un champ gravitationnel, ou électromagnétique (cf. article “gra-
vitationnal allocation to Poisson points”, proposé comme projet).
2. Signal/bruit émis par des relais de télécommunication
3. Potentiel électrique de la membrane d’un neurone qui recoit des potentiels d’action d’autres
neurones.

Il faut s’assurer que la somme est absolument convergente pour que le champ soit bien défini.
Remarquons que la somme définissant le champ est également bien définie si les fonctions g € M sont
positives (mais la valeur du champ peut étre infinie).

On va considérer dans la suite des champs stationnaires.

Proposition 20. Le champ shot noise f ~ SN(u,v) est stationnaire ssi les distributions fini-
dimensionnelles ont une loi invariante par translation : pour xi,...,T4 € R?, z € RY, les vecteurs
aléatoires

(F@1),- s F@e) L (Flar +2),..., flzq + 7))

ont méme loi.

Proposition 21. Soit M ~ v. Le champ f ~ SN(u,v) est stationnaire ssi p = ALY pour un X > 0.
On définit

W)= [ Elou@))s

Le champ est bien si M est constitué de fonctions positives ou si

I(|v]) < oo.
On a alors pour x € R?,
B(f()) =Ai().
V(f(z)) =AL2(p) € [0, oc]
E(exp(itf(z))) =A (exp(itgm(x)) — 1)dzv(dm),t € R.
R4 x M
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On remarque que cette espérance ne dépend pas de x. C’est une conséquence de la stationarité de
f:

Démonstration. Calculons I'espérance de la valeur de f(z),z € R? en remarquant que c’est I'intégrale
stochastique de ¢(m,y) = gm (2 — y) contre la mesure [P], bien définie si ¢ > 0 ou si ¢ est intégrable.

Ef(z) =EIp(p) = /R dxMw(m y)p(dy)v(dm)

— [ | nte = wnas] wtam = [ | [ antoias| utam =x [ | [ gnomtam] s =» [ sonstsray

ou M a la loi v. La variance et la fonction caractéristique se traitent de la méme maniére.
O
Exercice 8. Soit P = {x;} ~ PPP()), > 0 et L;,i > 1 une famille de variables iid. Soit

1

o) = Tl

On pose
fa@) = Lih(x — ;).
i>1
1. Montrer que fy est un champ shot-noise en donnant M et v.

2. Donner des conditions nécessaires sur S et la loi des L; pour étre stir d’avoir f(x) < oo p.s.

Exercice 9. Soit M = R, et v une probabilité sur Ry. Soit P = {(z;,m;)} le processus marqué
correspondant. Soit f le champ aléatoire

f(z) = Z LeeB(@imi}-
i>1
1. Montrer que f est un champ shot-noise. Quelle est la loi de f(z)? Sa moyenne ?

2. Soit F = {z € R?: f(x) > 1}. Montrer que F est un FA et a la méme loi qu’un modéle booléen
bien choisi. Donner sa fraction de volume.

3.3 Limite gaussienne

Lorsque la fréquence A tend vers linfini, il y a de plus en plus de contributions, fy(z) — oo,
Ef\(z) = oo. Pour pouvoir observer quelque chose, il faut renormaliser : on considére

V/ Var(fx(x))

On observe alors un champ aléatoire qui n’a plus 'apparence discréte d’un shot-noise de faible
intensité : Ce type de modéle peut étre utilisé pour modéliser des textures en analyse d’images, ou
d’autres champs aléatoires irréguliers.

Théoréme 6. On suppose que I1(p) < 00, Iz(p) < 0o. Lorsque A — oo,

falz) = AL (v)

VAT — N(0,1).

43



3.3. LIMITE GAUSSIENNE CHAPITRE 3. CHAMPS SHOT NOISE

FIG 2. On this figure we show a sample of the shot noise random field of ezample 3 (ezponential in the horizontal
direction, with random amplitudes). The sample here (left image) is shown on the square domain (0,10)2 and we
have taken X\ = 4. In the middle we show the boundaries of some of the excursion sets. And on the right we plot
the empirical distribution of the perimeter of some excursion sets as a function of the level (blue circles), together
with the ezpected values of these perimeters (red curve) given by Formula (3.10).

FIG 1. We show here on the left a sample (in the square domain (0,2000)?) of a shot noise process made of two
indicator functions of squares of respective side length 60 and 200, and with respective probability 1/2; with a
Poisson point process intensity A = 2.10~%. In the middle we show the boundaries of some of the excursion sets.
And on the right we plot the empirical distribution of the perimeter of the ezcursion sets as a function of the level,
together with the ezpected values of these perimeters (red stars).

FIGURE 4. Shot noise random field with indicator functions of random squares. This sample
has been on a domain of size 2000 x 2000 pixels, a Poisson point process of intensity A = 0.001,
and random squares of side length R = 50 or R = 100 (each with probability 0.5). Top
right figure: empirical Euler Characteristic as a function of the level ¢, compared with the
theoretical value (red stars) of Equation (30). Bottom line: Three excursion seégrresponding
respectively from left to right to the level ¢ = 4, ¢t = 6 (that is the “critical level” where the
Euler Characteristic turns from negative to positive) and ¢ = 9

FIGURE 3.1 — Biermé, Desolneux 2019
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Démonstration. (esquisse de preuve) Supposons tout d’abord I = 0.

Eexp(itf(z)) = exp _/]Rd " |:exp (th(y)\\/%m) - 1} Mdzv(dg) — it )\;}2]
=exp /Rd >

- itg(y — x) L % (itg(y - 33))2 to (W) ] Mdzv(dg) —

VAl VAL VLS
itV A VAL 2
=exp | —— — x)dxv(dg) —it — / Adzv(dg) +Ao(A
NGBS Rdng(y )dzv(dg) N Ring( ) Ndav(dg)
L Iy Is

=exp [—t?/2 + o(1)] = E(exp(itX))

ot X ~ N(0,1). Donc fy(z) — X en loi. (on a éludé les aventures du “o(...)”)
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