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TDO - Rappels

Exercice 1. Soit f, g des applications linéaires continues, et u un vecteur qui tend vers 0 dans un espace
approprié. Indiquez dans chaque cas I'espace d’appartenance des o(...), des || - ||, des ||| - |||, des €. Montrez
tres précisément avec des applications €_ (-)les assertions demandées (ou complétez-les) :

1. Ao(u)+o(u)=o(u)de E vers F

2. A(f(w)+o(w)(gw) +o(w) = f(ugu) +o(u?) avec f,g: E —R.

3. A ) +o(w), g(w) +o(w)) = (299 + o(u?) ot f,g:E— Fet Fmunide ,-)
4. f(gw)+ow) =f(gw)+ow) g:E—Ff:F—-G
5

. (frow)(g(w)+o(w)=(2?)oug:E—Ff:F— G (toutes les applications considérées sont linéaires
continues)

6. (f +0(w)((g+o(w)(u) = f(g(u)+ o(u?). (notations allégées acceptées.)
Exercice 2. Démontrer I’équivalence des normes suivantes de R” :

n 2

|x|2: =17’ |x|oozsup?=1|xi|r |x|l:Z?:1|xi|-

Exercice 3. On considére I'ensemble E formé par les fonctions f de € ([0, 1];R) qui vérifient f(0) = 0. Pour
tout f de E, on pose :

Ni(f) =sup.eo,1) | FX)l+supyeo 1/ (D], Na(f) = supeio 1f () + f/(x)].
1. Montrer que E est un espace vectoriel.
2. Montrer que N; et N, sont des normes de E.

3. Soit f dans E. On consideére la fonction g(x) = e* f(x). Pour tout x, montrer que
lg(x)| <eN,(f) et que |g' (x)| < eN,(f).
4. En déduire que N; et N, sont équivalentes.

Exercice 4. Soit E =<%€([0,1],R) muni de la norme || x| = fol |x(t)|dt.

1. Soit ¢p définie et bornée sur [0, 1]. Montrer que I'application f : x — fol ¢(t)x(t)dt est une forme li-
néaire continue sur E.

2. Montrer qu’avec ¢(t) = 3 I'application f n'est pas continue. On pourra considérer les fonctions
Xp(0)=2n%(% - 1) sur [0,1/n] et 0 ailleurs.

3. Montrer que la norme | x| = SUP;¢(o,1) 1%(£)| N'est pas équivalente a la norme | - ||. On pourra utiliser
les fonctions x,(f) = —nt+ 1 sur [0,1/n] et 0 ailleurs.

Exercice 5. Soit'espace € ([0,1];R) que 'on munit de la norme N(f) = suppg 7 | f ()| +supg 1 | ' (X)1.
1. Soit I'application linéaire ¢ de €' ([0,1];R) dans €([0,1];R) qui & f associe f’. Montrer que ¢ est

continue. Calculer sa norme en utilisant la fonction f;,(x) = nin sin(nmx).
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2. Pour f € €([0,1];R), on pose v f(x) = fox f(t)dt. Montrer que y est une application linéaire continue
de ([0, 1];R) dans €' ([0, 1];R). Calculer sa norme.

Exercice 6. Soient E;, E, et E3 trois espaces vectoriels normés. On note F = £ (E1, E»), G = ZL(E,, E3), H =
%£(E;, E3). Montrer que 'application ¢ de F x G dans H qui a (f, g) associe go f est bilinéaire continue.

Exercice 7. On munit I'espace E = €6([0,1],R) de lanorme f — || fllco = SUp 0,17 1 f (X)I. Lapplication

D : E3 - R,
(f,.eh — J) fx)ghx)dx,

est-elle continue?

Exercice 8. On note /, 'espace des suites réélles bornées normé par | - || -

1. Soit a = (a;,) une suité réélle. Former une condition nécessaire et suffisante sur la suite a pour que
I'application

(e 0]
Ng:x— Z anlxnl

n=0
définisse une norme sur /.

2. Montrer que Ny et | - || Ne sont pas equivalentes.

Exercice 9. Soit E =R[X]. Pour P=}}_, ai X*, on pose

n
[Pli= ) lakl, | Pleo=max{ldgl,+,lasl} et | P]x= max |P(¢)I.
k=0 te[0,1]

1. Démontrer que ce sont des normes.

2. Montrer qu’elles ne sont pas deux a deux équivalentes. On considérera les polynémes P, (t) = (t—1)"
etQu(t)=1+t+---+1"

3. Vérifier que les normes sont équivalentes dans E;, = R, [X].

4. Soit¢p: E — R, I'application quia P = 3} _, ar X* associe ¢p(P) = ag+ ay +- -+ a,. Etudier la continuité
de ¢ pour chacune des normes.

5. Etudier la continuité de la restriction de ¢ a E,.

Exercice 10. Soit E = ./ I'espace vectoriel formé par les matrices de taille m x n.0n définit

1. Montrer qu'il s’agit bien d'une norme et que || Allg =tr(AA).

2. Montrer que si A et B sont deux matrices de formats respectifs m x n et n x p, alors :

IABllo < [l AllolIBllo-

3. On note || - ||z la norme matricielle induite par la norme euclidienne sur R”. Montrer que

VAEE, [Alz2<Allo<vVnlAl:
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Exercice 11. On considere 1'espace vectoriel E des fonctions de classe 6?2 sur [0,27] qui vérifient : V f €
E,f(0)=f'(0)=0.0npose: VY f €E,
Ni(f) = sup (o zm | f (O] +SUP e (g 2 | f7 (01,
Na(f) = sup e 2m | (X) + [ ()],
N(f) = supyepo,2m | f (X1
1. Montrer que Nj, N et N sont des normes de E.

2. On pose f(x) = A(x)cos x + B(x) sin x avec A et u de classe €2 sur [0, 27].
— Exprimer A et u ainsi que leurs dérivées A’ et ¢’ en fonction de f et de ses dérivées.
— Trouver une majoration de A et u par No(f).
— En déduire que N; et N, sont équivalentes.

3. En considérant la fonction f;(x) = (5)", montrer que N et N1 ne sont pas équivalentes.

Exercice 12. On considere 'espace vectoriel E = €2 ([0, 1];R). Pour tout f de E, on pose
Noo(f) = sup |f(x), N5 () =1f )]+ sup |f (X)), Nop(f) =[O+ O+ sup [f"(x)].
x€[0,1] x€[0,1] x€[0,1]
1. Montrer que Ny, N/ et N/ sont des normes de E.

2. Montrer que ces normes ne sont pas deux a deux équivalentes.






TD1 - Différentielle

Exercice 1. A\ Soit E un espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire (-,-). On note Ep = E \ {0}.

1. Montrer que 'application

f: E - R

est différentiable et calculer sa différentielle.

2. En déduire que 'application

est différentiable sur Ej.
3. Montrer que g n’est pas différentiable en 0.

4. Soit u: E — E une application différentiable sur E. Trouver le domaine de différentiabilité des appli-
cations

h12 E — R et hg: E — R
x o~ {u(x),u(x) x = Jlu(x)l

et calculer leur différentielle lorsqu’elle existe.

Exercice 2. A\ On considere un espace vectoriel normé (E, | - ||).

1. Soient f: E — Ret g: E — E deuxapplications différentiables sur E. Montrer que I'application définie
pour tout x de E par h(x) = f(x)g(x) est différentiable et calculer sa différentielle en fonction de celles
de fetg.

2. On suppose que la norme dérive d'un produit scalaire (:,-). Calculer la différentielle de 'application

h: E\{0} — E\{0}
x -

R |

Exercice 3. (Théoreme d’Euler). Soient E et F deux espaces vectoriels normés. On considére une application
f: E — F différentiable et homogene de degré n, c’est a dire vérifiant la propriété

VteRVXEE, f(tx)=t"f(x).
Montrer que pour tout x de E, d f,(x) = nf(x). Le vérifier pour f(x) = x" sur R.

Exercice 4. Soit f une fonction définie sur R? par

flx,y) = ,si x2+y2#0, £(0,0) = 0,sinon.

X%+ y?
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1. A\ Lorsque cela est possible, calculer les dérivées partielles de f.
2. A\ Etudier la différentiabilité de f.

3. Mémes questions avec

x3 3

glx,y) = szi//Z' +si X%+ y2 #0, g(0,0) =0,sinon.

3,3

h(x,y) = xJzCTyyz’Si 2+ y2 #0, h(0,0) =0,sinon.

Exercice 5. On considere la fonction f définie par

flx,y) = (x? + yz) sin(;),si x+ y2 #0, f(0,0) =0, sinon.

VATt y?

Etudier la continuité de f et calculer les dérivées partielles d’ordre 1. Etudier la continuité des dérivées
partielles en (0,0). L'application f est-elle différentiable?

Exercice 6. Soit p = 0. Soit f, I'application de R? dans R définie par

Paim(l .
Fox,y) ={ (x+y) sm(\/m), si (x,7) # (0,0)
0, si (x,¥)=(0,0)

1. Calculer f,(hy) ou hy, = 0), et sa limite en fonction de p.

(—L
(mn+m/2)’
2. Donnez des exemples d’applications continues f et g de R?\ {0} vers R telles que

}lin?) f(h) nexiste pas, }lin}) g(h) n'existe pas, ,}lin%)f(h)g(h) existe.

3. AMontrer que f est continue sur R? si et seulement si p > 0.
4. A\ Montrer que f est différentiable si et seulementsi p > 1.

5. Montrer que f est de classe €' si et seulement si p > 2.
Exercice 7. On considere les applications

. m2 -
fi R - R g R "

) — (A+x2+y*1+x°+y?) wy) — {(1), siuv=0

, Siuv#0
1. Etablir le domaine d’existence des dérivées partielles d’ordre 1 de g.

2. Etudier la différentiabilité de g.

3. Etudier la différentiabilité de go f.

Exercice 8. Soit f une application de R? dans R® définie par

f(6,¢) = (acosbcos¢, bcosOsing, csinb),

ol a, b et ¢ sont fixés dans R} . Calculer la matrice jacobienne de fen (/4,7/4). Calculer le rang de d fi5/4,7/4)
et donner une base de Im(f’ (7n/4,7/4)).
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TD2 - Inégalité des accroissements finis

Exercice 1. A\ Soit f : R?> — R différentiable en (0,0). On définit

F: RS - RS
32 — (F»a), flz0,fxy)
Montrer que F est différentiable en (0,0, 0). Exprimer la matrice jacobienne de F en (0,0, 0) et son jacobien.
Exercice 2. Soient deux applications f: U — R7 et g: V — R, définies sur un ouvert U de R” et un ouvert
V de RY tel que f(U) < V. On consideére I'application h = go f sur U. Montrer que

VaeU, Jp(a) = Jg(f(@) (@)

et exprimer les dérivées partielles de h en fonction de celles de f et g.

Exercice 3. /\On se place dans I'espace vectoriel E = 6/([0, 1];R) muni de la norme | floo = SUpy¢o,17 1/ ().

1. Soit y une fonction définie sur [0, 1] et bornée. Montrer que

1
<p:f€E—>f Y f(x)dxeR
0

est différentiable et calculer sa différentielle.

2. Soit ¥ une fonction deux fois dérivables et a dérivée seconde bornée. Montrer que

1
(p:feE-—»f v(f(x)dxeR
0
est différentiable et calculer sa différentielle. L'application ¢ est-elle de classe C Lo

Exercice 4. Soit (#,|-|) I'espace des matrices carrées de taille n que I'on munit d’'une norme matricielle.

1. A\ Montrer que les applications suivantes sont différentiables et calculer leur différentielle.

fl:ﬂ_)'/%et fg:./%—> M
X -~ X2 X —~ XT'x-

2. A\ Montrer que I'application

h: Uxud — MU
(A,B) — AB
est différentiable et exprimer sa différentielle.
3. Montrer que 'application

g: M — M
X - Xxk-

définie pour k € N* est différentiable et calculer sa différentielle.

11
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Exercice 5. Soit E = [; 'espace des suites absolument convergentes muni de la norme
lxlli = X nenlxnl. On définit I'application f sur E x E qui a (x, y) associe la suite z de terme général

Zp =XoYn+X1Yn-1+""+ XnJo.
1. AMontrer que f est a valeurs dans E et est une application bilinéaire continue.
2. MA\En déduire que g: x € E— f(x,x) est €' et calculer sa différentielle.
2 bis: Montrer que g est €, donnez d*g epour k = 2.
3. On consideére I'application ¢ : x € E — | x|/;. On veut montrer que ¢ n’est différentiable en aucun
point x € E.
(a) Le montrer pour x € E tel qu'il existe n € N tel que x,, = 0.

(b) Soit x € E tel que x,, # 0 pour tout n € N. Supposons que ¢ soit différentiable en x. Calculer dg, a
I'aide des suites 6, € E,n €N, ou

(c) Montre que ¢ n’est pas différentiable en x a I’aide des h, € E,n € N ol h;, = —2x,0,,.
+00 e—n(x2+y2)
Exercice 6. Soit 'application f de R? dans R défini par f(x,y) = Z —
n=1 n
1. Montrer que f est continue et différentiable

2. Lapplication f est-elle de classe €' ?
1t x" cos(ny)

3. Mémes questions avec I'application de ] — 1, 1[xR dans R définie par f(x, y) = Z n
n=1 n
Exercice 7. Soit E = ./, (R) 'espace vectoriel des matrices carrés a coefficients réels.

1. Soit H € E. Montrer que det(H 4+ A1) est un polynéme en A de degré n. Calculer les coefficients de A"
et A",

2. Soit H € E et A € GL(n,R) (espace des matrices inversibles). On pose ¢(t) = det(A+ t H). Montrer que
¢ est dérivable et que ¢’ (0) = detA trace(A™ H).

3. En déduire que la différentielle au point A € GL(n,R) de det: E — R vaut det(A) trace(A™' H).
Exercice 8. A\ Soitn =1 et

@Ry X xR—R
(P x) — P(x)

Calculer les dérivées partielles de ¢ par rapport aux coordonnées P et x.

Exercice 9. Soit Q2 I’ensemble des matrices inversibles sur R”.

1. Montrer que 2 est un ouvert.

2. Soit @(A) = A~! sur Q. En utilisant 'application v (A) = A, montrer que ¢ est différentiable et donner
sa différentielle.

Exercice 10. Soit E =R,[X] muni de la norme ||P] = sup xefo,1] [1P(X)1. Etudier la différentiabilité de
g E — R
1
— f sin(tP(1)dt.
0

12
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Exercice 11. Soit (E, || - [|) un espace vectoriel normé.

1. Montrer que l'application

N: RxE — R
(t,x) — VItP+lx)2 "
est une norme de I'espace produit R x E.

2. Soient f:R— Ret g: E — E deux applications différentiables sur E. Montrer que 'application définie
pour tout (£, x) de Rx E par h(t, x) = f(t)g(x) est différentiable et calculer sa différentielle en fonction
de cellesde fetg.

3. Calculer la différentielle de I'application
h: R*xE —
(t,x) —

~ | =t

Exercice 12. Soit E = R,[X] 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur a » muni de la base (X k)Z:O'
Soit f : R? — R une application de classe €. Calculer les différentielles partielles de 1’application

¢: E — R
P — fy f,P)dr.
¢ est-elle différentiable ?

Exercice 13 (Réciproque de la différentiabilité sur un espace produit). Soit E = E; x--- x E,, un produit d’evn,
Q; un ouvert de E; pour chaque 1 <i < n, Q =Qq x---xQ, un ouvert de E. On suppose que pour tout
1<i<n,pourx=(xp,...,X,) € Q, 'application

_f[i] Y= f(xl,---,xi—l,_)/vxi+1,---»xn)
est de classe €' : Q; — F en x;. On souhaite montrer que f est de classe €' sur Q, de différentielle
n
dfc(h)=20(h):=)_dfi;(hy)
i=1

pour x = (x;); €Q,h=(h;); €E.

1. Montrer que £ est bien linéaire continue (de quoi vers quoi?).

2. Onva montrer le résultat par récurrence sur 7.

(a) Le montrer pour n=1.

(b) On suppose la propriété vraie au rang n — 1. Soit y € Q,, x, h € E. On pose pour | k| suffisament
petit

g =fx1+hi,....xp-1+hn-1,y)
f(yly”wyn—l) zf(yly---ryn—lyxn);J/lyE;J/n—l €E.

Exprimez f(x+ h) — f(x) — ¢(h) en fonction de g,f eto(h).

(c) Montrez que g estde classe €' en x et que pour 1) > O il existe r > 0 tel que pour || || < 7,y € B(x, 1),
lldgylllg,,F<n.

(d) Conclusion.

13
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TD3 - Recherche d’extrema

Exercice 1. A Dans tous les cas suivants, donner d* fy(h¥) pour h € E, k = 1, et dire si 0 est un minimum ou
un maximum local.

1. f(x,y)=2x*>+y?>+xy? pourx,y €R.
2. f(x,y)=—-x*-3y*—4y*

3. f(x,y)=x*-3y>—x°.

4. f(x,y)=x*+6y> —4xy+y°

5. f(x, ) =x+y+x>+y*+ x5

6. flx,y)=—x*-2y*+x3y?

7. f(x,y)=x2+y3

8. flx,y)=x*>+y*

9. f(x,1,2)=x*>+y>-x3z

10. f(x,y,z):xz+y2—z15

11. f(x,5,2) = x>+ > + 22 +2xy + 2xz+2yz+ x* — /5.

Exercice 2. Soit a un réel positif. Discuter en fonction de a des points critiques de 'application f qui a (x, y)
de R? associe f,y= xzy2 +x%+ y2 +2axy. (0,0) est-il un extremum (local) (strict)?

Exercice 3. /\ Examiner |'existence d'un extremum local en (0,0) de la fonction f qui a (x, y) de R? associe
flx,y)=e%Y —xy—1.

Exercice 4. Etudier les extrema de la fonction f qui a (x, y) de R? associe

fly) = b
1+4x2+ y?
On discutera suivant les valeurs de b.
Exercice 5. /\ On considére les fonctions suivantes
@ f: ®  — R @ g B~ R
xy) — 2@-yP-xt-yh x,y) — %—y?+xy.

1. Etudiez l'existence d'un extremum en 0, et dites s'il est global ou local.

2. Montrez sans calcul que f admet au moins un maximum global. Montrez que g n’admet ni de mini-
mum global, ni de maximim global.

3. Trouvez les autres points critiques et calculez la hessienne. Déduisez-en leur nature.

Exercice 6. Soit E I'espace de Hilbert des suites (x;,),>1 de carré intégrable, muni de

Il = \/ﬁ

15
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1. A\Soit la fonction u(f) = t2(1 - %), t e R et
(e e}
flx)= Z n74u(nxn)
n=1

(a) Donner le graphe de u.
(b) Montrez que f est bien définie de E — R. f est-elle continue en 0?
(c) Montrez que 0 n’est pas un minimum local (avec x'”) = 2p~16 p)-

2. Onpose pour h,k€ E, q(h, k) =¥, n"?h,k, et pour KV, h® h® @)

dh“%heﬁhwﬁh“U::Silﬁfhf”ﬁ?h%ﬁ
n=1
Montrez que q € ffsz(E, R)etee Eﬁ(E, R).
3. Montrez que q = d? fy/2.
4. Fournissez un contre-exemple a la proposition “une fonction f de classe € telle que dfy = 0 et
d? fc(h) > 0 pour h € E\ {0} admet un minimul local en x”, qui est valable en dimension finie.

Exercice 7. Pour chacune des fonctions suivantes, calculer le gradient et la matrice hessienne aux points
zo = (X9, yo) et écrire la formule de Taylor a 'ordre 3 en zy. Dans chaque, dire si on peut conclure ou non que
zgp est un extrémum local.

flo,y)=x3+y?% 20 = (0,0).
g, =x3y2A-x-y), z9=(1/2,1/3).
h(x,y) = sin(x)sin(y), zo = (0,0).

Exercice 8. On munit R? de la norme 2, ||x|| = \/xf + x%. Soit f une fonction différentiable de R? dans lui-
méme telle que

(1) pourtoutxe R2, d f soit injective

(2) liIn||x\|—>oo Il f(x)]l = +oo.
Le but de I'exercice est de montrer que f est surjective. Soit @ € R? et g(x) = || f(x) — al/®.

1. Montrer que g est différentiable sur R? et calculer dg, pour x € R?.

2. *Montrer que g atteint sa borne inférieure en un point xp ott dgy, = 0.
3. *Conclure.
4

. Soit f(x) = (arctan(x;),arctan(xz)). Montrez que f vérifie (1) mais n’est pas surjective. Donnez un
autre exemple qui vérifie (1) et n’est pas surjective.

Exercice 9. Soit E, F des evn quelconques.

1. Montrez le résultat suivant : Soit ke N, £ € ES’C(E, Fyeto(x) = ¢(x%), x € E. Alors @ est de classe €
sur Eetpourms<k,x,heE,

R T

{(x,...,x,h,...,h)
—— ——

xk-m hm

et d™@ =0 pour m > k. On pourra commencer par le montrer pour m = 2.
2. Soit f: Q c E — F une fonction k fois différentiable en x € Q telle que

k
fx+m=f)+ Y €,(hP)+o(hb
p=1
avec £p € %P (E, F). Montrez que ly(hP) = ﬁd”f(h”) pour h € E. (question bonus : Est-ce que ¢a

implique ¢, = %)?

16
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3. Dansla question précédente, on ne suppose plus que f est k fois différentiable. La conclusion est-elle
toujours vraie?

Exercice 10. Soit E = .4, (R) I'espace des matrices carrées d’ordre n. On munit E du produit scalaire

(ABy= ) Aj jBij

1<i,jsn

pour A= (A; j)1<i,j<n €t B = (Bj j)1<i,j<n, €t de la norme associée

IMll2=+v(M,M),MeE.

On note aussie || X || la norme 2 de X pour X € R".
1. Montrez que pour A,B€ E,(A,B) = Tr(ABT) et déduisez-en que (A,BC) = (BTA,C) pour Ce E.

2. Montrez que les applications

E—-R et R" > R
X —1XI3 X — |[MX|l5

sont de classe €2 et donnez leur développement de Taylor-Young a 'ordre 2.
3. Soit M € E,K ={X e R" : | X[l = 1}. Montrez qu’il existe X); € K tel que |MX|| = |||M]||, ot1 la norme
triple d'une matrice est celle de I’application linéaire X — M X.

La suite de cette question consiste en trouver ce Xy, et la valeur de ||| M]]].
IMX |2
X112

Soit Q =R"\ {0} et 'application ¢(X) = pour X € Q.

(a) Que vaut ¢(X) si X est un vecteur propre de ML M

(b) Montrez que ¢ est différentiable sur Q. Que vaut ¢ (aX) pour X € Q, a > 0? Déduisez-en une rela-
tion entre do,x et dox.

(c) Calculez la différentielle de ¢.

(d) Montrez que ¢ est 2 fois différentiable en X € K et donnez son développement a I’ordre 2.
(e) Montrez que pour X € Q, dex = 0 dans £ (E,R) ssi MTMX = ﬁ

(f) En déduire que

[[IM]]| = max{A : A valeur propre de M}.

(g) Montrez que d?@y,, (H?) <0 pour H € E. A-t-on une inégalité stricte pour H # 0?
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TD4 - Inversion

Exercice 1. Soit

@(x,y) = (xe*Y, xe ™).
Donner une condition sur (x, y) pour que ¢ soit un ¢! -difféomorphisme sur un voisinage de (x, y).

Exercice 2. A\ On définit'application f: (x,y,2) — (x+ y, y/x, z/ x).
1. Etudier la différentiabilité de f.

2. Sur et vers quels ouverts 'application f définit-elle un €' -difféomorphisme?
Exercice 3. Soit g: r — v1+ 2. On définit 'application f: (x, y) — (i, v), out

u(x,y) =xg(y) +ygx) et v(x,y) = (x+g))y+gy).
1. Etudier la différentiabilité de f.
2. Lapplication f est-elle €' -difféomorphisme?
3. Déterminer f(R?).

Exercice 4. Montrer que I'application qui a (r,8, ¢) associe (rsinf cos¢, r sinfsin ¢, r cosd) définit un dif-
féomorphisme.

Exercice 5. Soient E et F deux Banach, U un ouvert de E contenant O et f une application de classe €' de
U dans Z(E, F). On consideére I'application g de U dans F définie par g(x) = f(x) - x. Montrer que si f(0g)
est un isomorphisme de E sur F alors g est un %" -difféormorphisme dans le voisinage de 0.

Exercice 6. A\ Soit F et G deux applications de R® dans R définies par

VY (x,3,2) €R3E(x, y,2) = (x° + y1)e* —2x° —1 et G(x,y,2) = x*> — 2% + y°.

1. Justifier I'existence et I'unicité d'une application ¢, de classe ¢! telle que F(x,y,¢(x,y)) =0dansle
voisinage du point (0, 1), sans expliciter ¢, et donner la différentielle de ¢ en fonction de F. Vérifier
par un calcul direct.

2. Montrer qu'il existe plusieurs applications vy, continues, telles que G(x, y,¥(x, ¥)) = 0 dans le voisi-
nage du point (0, 0). Quelle est'hypothese du théoreme des fonctions implicites qui n’est pas respec-
tée?

Exercice 7. Soit S la sphere unité de R” définie par
_ _ -1
Pour x = (x1,...,X,), onnote x; = (X1,..., Xj—1, Xi+1,..., Xp) ER" 7",

S:{(xl,...,xn):x%+...+xi:1}'

1. Fairela question2pourn=2etn=3.
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2. Soit (x1,...,Xx,) € S. Montrer qu'il existe 1 < i < n, un voisinage V' de x;, un voisinage W de x; et
@ :V — W de classe €1 tels que (x1,...,Xi-1,9(X;), Xi+1,...,Xn) € S.

Exercice 8. A\ Soit E I'espace des polyndmes rééls de degré inférieur ou égal a n = 1. Soit P € E, et x une
racine simple de P.

1. Montrer que I'on peut définir ¢ une application €' d’un voisinage V de P vers un voisinage W de x
telle que pour Q € V, ¢(Q) soit dans W la seule racine simple de Q.

2. Donner un exemple ol1 P a une racine non-simple et il existe une suite de polynomes Q,, qui convergent
vers P et qui n’ont pas de racine.

3. Peut-on effectuer le méme raisonnement dans R[X] munide || P|| = X ;|a;|? Munide || P| ;2 = y/ fol P(x)2dx?

Exercice 9. A\ Soient E I'espace des applications € ([0, 1];R) qui s’annulent en 0 muni de la norme | f]; =
SUPe0,1] |f' ()| et F I'espace des applications ¢9(]0,1]; R) muni de la norme [flo = supcp 171 f(2)]. On pose
¢:E—FEf—f+f2

1. Lapplication ¢ est-elle différentiable?

2. Soit g une application de E. Montrer que 1'équation f’ + f2 = g admet une solution dans F lorsque
|glo est assez petite.

Exercice 10. On considere f : R> — R? définie par

[y =0 -y, x*+y7).
Onposeg=fof.
1. Montrer que f et g sont de classe €.

2. Calculer J¢(x, y) la matrice Jacobienne de f, puis calculer J(0,0) la matrice Jacobienne de g au point
0.

3. Montrer qu'il existe r > 0 tel que, pour tout (x,y) € B(0, r), on ait || g’ (x, y) | ome) < 1/2.

Exercice 11. /A Montrer que 'équation matricielle M* = X admet une unique solution en M au voisinage
de X = M = I. Y’a-t-il unicité de la solution sil’on se restreint uniquement a un voisinage de X = I?

Exercice 12. Montrer que pour tout , || <1/ V2, I'équation sin(zx) +cos(tx) = x admet une solution unique
X = ¢(t) qui est €*°. Donner un développement limité a ’ordre de 3 de ¢ dans un voisinage de 0.

Exercice 13. Montrer que I'égalité x> + y° — 3xy = 1 définit au voisinage de 0 une fonction implicite ¢ : y —
x = ¢p(y) telle que ¢(0) = 1. Donner un DL de ¢ a I'ordre 2 au voisinage de 0.

Exercice 14. L'équation X+ yx3 +2z3—4z+1=0admetle point (1,1, 1) comme solution. Peut-on calculer im-
plicitement z en fonction de (x, y) au voisinage de ce point? Si oui, calculer les dérivées partielles premiéres
de z=¢(x,y) en (1,1) et donner un DL a l'ordre 1 de ¢ au voisinage de (1, 1).

20



TABLE DES MATIERES TABLE DES MATIERES

Exercice 15 (Preuve du Théoreme d’'Inversion Locale). Soit E, F deux evn, Q < E ouvert, f: Q — E. On sup-
pose que pour un certain xp € Q, f est €' en xq et d fy, € ZL(E, F)*. On pose yo = f(xo). Le but de I'exercice
est d’exhiber une boule U, := B(xy,r),r > 0, sur laquelle f est un €1 -difféomorphisme. On s’appuiera sur le
théoréme du point fixe de Picard, énoncé en cours. (Pour un corrigé, voir directement la preuve du TIL du

poly).
1. Montrer qu'il existe r' > 0 tel que d f € £ (E, F)* pour x € B(xgp, ).

2. Soit y € E. On pose
Py = x+dfg (y— (), x€ U,

(a) Montrer qu'il existe ry < r' tel que si r < rg, @y est contractante sur Uy, en utilisant I'TAE
(b) Montrer qu'il existe r1 > 0 tel que si y € B(yo, 1), 9y (Ury) < Uy,.

(c) Soit U = Uy,. En utilisant le théoréeme du point fixe, montrer que pour y € B(yo,71), ¢, admet un
unique point fixe x dans U qui vérifie f(x) = y. On peut alors définir f~1(y) = x.

3. Montrons désormais que f~! est de classe €' sur V := f(U). Pour y€ V,he Etel que y+he V, ou
souhaite étudier la perturbation f~!(y + h), on pose donc (I'unique) z = z;, € E tel que £~ (y + h) =
X+ z.

(a) Montrer que
I+ = o) —df < llldf i F e+ 2) - e —d fe()ll.

(b) Montrer que M := superllldfx_llll <00

(c) Montrer que
I fx+2) - f(x)=dfx(2)]| = o(h)

(d) Conclure.
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TD5 - Equations différentielles

Exercice 1. On considere des équations de la forme )’ = f(¢, y) avec pour condition initiale y(0) = yp. Dans
les cas suivants, justifiez I'existence et 'unicité de la solution dans le voisinage de ¢ = 0.

(a) f(t,y)=exp(ty)cos(y) (b) f(t,y)=1yl (c) f(t,y)=a()t+b(y),

ol1 a et b sont des fonctions de classe C1.

Exercice 2. A\ On considere I'équation différentielle

_ 04y

By Y 0=

1. Indiquez pour quelles conditions initiales (xp, yp) on peut appliquer le théoreme de Cauchy-Lipschitz

al’équation précédente, et énoncez-la conclusion.

3y2

1+y3°

1
1+x2

3. Donnez la forme générale des solutions de I'équation différentielle.

2. Donnez des primitives des fonctions x — ety—

4. Donnez la solution qui vérifie y(0) = yy pour yp € R donné qui satisfait aux conditions du théoréme
de Cauchy-Lipschitz.

Exercice 3. On considére I’équation différentielle.
Y (d+y) =x.
1. Donner tous les couples (xo, o) € R?> ol1 I'on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz, et
énoncez le théoréme.

2. Donnezla forme générale des solutions (on pourra calculer la dérivée de (1 + )?).

3. Donnez un couple solution (I, y) tel que y(2) = 0, ou1 [ est un intervalle ouvert contenant 2. Y’a-t-il
unicité locale de la solution?

4. La solution précédente est-elle maximale? (On pourra calculer la limite de y’ aux bornes de l'inter-
valle)

Exercice 4. Soitl’équation

1-x3)y +x*y+y*-2x=0.
1. ADe quel type d’équation s’agit-il?
2. ATrouver une solution particuliere de la forme y(x) = x.
3. A\Seramener a une équation de Bernoulli.
4

. ADonner la forme générale des solutions. Sur quel intervalle sont-elles définies.
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5. Appliquer le Théoréeme de Cauchy-Lipschitz quand c’est possible, et donner la solution pour des
conditions initiales données.

6. Etant donné une solution, calculer sa dérivée en 1. Y’a-t-il unicité de la solution maximale pour des
conditions initiales données?

12/3 sur R.

Exercice 5. But : Trouver toutes les solutions maximales de 'ED y' = |y
Montrer que toute solution est croissante.

Donner les intervalles ol1 f(t, ) = f(y) = |y/*2 est localement lipschitzienne.
Donner une solution a un probléme de Cauchy y(#) = yo dans les cas yy >0 et yy < 0.

Donner trois solutions au probléme y’ = |y|?/3, y(0) = 0. Montrer qu'il y en a une infinité.

A S

Montrer que pour chaque solution y, 'ensemble de zéros y‘l ({0}) est un intervalle, et montrez que
réciproquement étant donné un intervalle quelconque I il existe une solution maximale y telle que
1=y 'op.

6. Donnez toutes les solutions maximales de tous les problémes de Cauchy possibles.
Exercice 6. On considére I'équation différentielle

1 "
0

y —yy =0.
1. Mettre cette équation sous la forme canonique Y'= f(z,Y).
2. Soient &y, a, b, c € R. Montrer qu’il existe une unique solution maximale telle que ¢(ty) = a, ¢'(fp) = b
et¢’ (1) =c.

13
3. Soit ¢ une solution maximale. Calculer la dérivée de ¢ — ¢" () e~ 0% En déduire que ¢ est soit

convexe, soit concave sur son domaine de définition. Déterminer ¢ dans le cas ot ¢” (£p) = 0

Exercice 7. On considére 'équation xx” = (/)% + 1.
1. Montrer que xp # 0 et x;, étant donnés dans R, il existe une unique solution ¢ définie au voisinage de
0, telle que ¢(0) = xo et ¢’ (0) = x;.

2. Side plus x; # 0, on peut supposer que ¢ est un € ! _difféomorphisme sur un voisinage de 0 (pour-
quoi?); on note 1 I'application réciproque et on pose z(x) = ¢’ (w(x)). Calculer z’(x), trouver I'équa-
tion satisfaite par z et expliciter z.

3. Que vaut (¢~ 1) si@(0) = x9#0 et ¢'(0) =0?
Exercice 8. Soit f:R? — R donnée par

4t3x
[ =
si (¢, x) # (0,0) et £(0,0) = 0. On s’interesse a I'équation différentielle x'(r) = f(z, x(1)).

1. Lapplication f est-elle continue? Est-elle localement lipschitzienne par rapport a sa seconde va-
riable? Que peut-on en déduire pour I'équation?

2. Soit ¢ une solution qui est définie sur un intervalle I ne contenant pas 0. On définit une application
w par (1) = t21//(t), t € I. Déterminer une équation différentielle (E) telle que v soit solution de cette
équation, puis résoudre cette équation (E).

3. Que peut-on en déduire pour I'existence et I'unicité de 1’équation différentielle originale avec donnée
initiale (£0, x0) = (0,0)?
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TDG6 - Equations différentielles linéaires

Exercice 1. Montrer que toutes les solutions maximales de I’équation différentielle y’ =sin(¢y) sont paires
et globales.
Exercice 2. A\ On considére I'équation différentielle y' = |y| + |z].

1. Montrer que, pour tout y; € R, il existe une solution maximale (7, ¢) telle que ¢(0) = yp.

2. Déterminer la solution maximale correspondant a yy = 0.

Exercice 3. Soit f € €' (R x R”,R") une fonction bornée. Montrer que les solutions maximales de 1'équation
¥y =y, f(t,y)) sont globales.

Exercice 4. A\ Résoudre I'équation

PA-0y"+2x2-x)y +20+x)y=0.
1. Sachant que a(x) = x~2 est une solution particuliére, trouver une solution f(x) qui n’est pas propor-
tionelle a a(x) (i.e. tel qu'il n’existe pas A € R tel que f(x) = La(x), x € R).

2. Donner I'ED d’ordre 1 en dimension 2 correspondante et les couples (xp, ¥p) € R x R2 ot1 'on peut
appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

3. Donnez la (les) solution(s) maximale(s) pour un tel couple.

4. Donnez les solutions pour (xp, Yy) quelconque.

Exercice 5. Soient y; et y» deux solutions de I'équation différentielle y' = ¢ + sin y, avec les conditions ini-
tiales y; (0) = 0 et y»(0) = 0,01 respectivement. Montrer que, pour tout ¢ € [-2,2], |y2(#) — y1(8)| <0, 1.

. (01 [ 0 1
Exercice 6. OnposeA—(1 0),3_(_1 0)

1. Calculerexp(tA),exp(tB),teR.
2. Montrer que si deux matrices X, Y commutent, exp(X + Y) = exp(X) exp(Y)

ol 1)

Exercice 7. Donnez les solutions de y”’ + y = cos.

3. Calculer

Exercice 8. Soit.# 'espace des matrices carrées d’ordre n muni d'une norme matricielle | - ||, et G le groupe
des matrices inversibles.

1. Soit X € # telleque || X|| <1, etpour N=1

N
X =Y xk
k=0
Calculer la limite quand N — oo de (I — X) fn(X).
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2. En déduire un développement en série entiére de I'application f : X — (I — X)~!. Quelle analogie
pouvez-faire avec les fonctions réelles? L'égalité est-elle toujours vraie pour || X| = 1? Montrer que
pour <1, | X| <1, I+ tX estinversible et det(] + tX) > 0.

3. Montrez que 'on peut définir 'application

(e} k
exp(X) = —
P k=0 k!
pour n'importe quelle matrice X.
4. On suppose qu’on utilise la norme || - | = n|| - . Vérifier que c’est une norme matricielle. Montrer
que pour |H||<1,0<t=<1,
| H|

T tH)H)| < ————.
ITr(f D < T

5. On pose ¢(f) = det(I + tH) — 1. En appliquant le lemme de Gronwall, donner une approximation de
det(I + H) en fonction de || H| . (On pourra utiliser I’expression de la différentielle du déterminant vue

alafiche 2)
Le lemme de Gronwall stipule que pour ¢, ¥ continues et positives sur [0, 1], si il existe K, L = 0 tels
que
t
@) < K+Lf ey (s)ds,
0
alors

t
Q1) < Kexp(Lf w(s)ds).
0

26



Premiere partie

Sujets d’évaluation

27






Université de Paris

UFR de Mathématiques et Informatique
45, rue des Saints-Peres 75270 Paris cedex 06

. (0 1 [ 0 1
Exercice 9. OnposeA—( 1 0 ),B—( 1 0 )

1. Calculer exp(tA),exp(tB),t€R.

2. Montrer que si deux matrices X, Y commutent, exp(X + Y) = exp(X) exp(Y)

ol 1)

Exercice 10. Donnez les solutions de y” + y = cos.

3. Calculer

Exercice 11. On s’intéresse a I’équation différentielle

y'=f), avec f(y) :3|y|%'

1. Expliciter au moins deux solutions maximales sur R pour la condition initiale y(0) = 0. Déduisez-en
des parametres (%, yo) pour lesquels il n'y a pas unicité de la solution du probleme de Cauchy.

2. Montrer que f est localement lipschitzienne sur tout intervalle de R* mais ne I'est pas dans le voisi-
nage de 0.

3. Donnez une solution locale au probleme de Cauchy, lorsque le théoreme de CL s’applique.

4. Soit y une solution, et Z son ensemble de zéros. Montrez que Z est un intervalle. Supposons que
ty :=sup Z < oco. Donnez la forme de y(t) pour ¢ > t,. Faites pareil si inf Z > —oco.

5. En déduire la forme générale des solutions.

6. On prend la condition initiale y(#) = yo. Expliciter ’ensemble des solutions maximales sur R ayant
cette condition initiale.

Exercice 12. Résoudre le probleme de Cauchy, et donner toutes les solution globales de I'équation
+1Dy =p><1.
Exercice 13. On considere le systéme différentiel suivant :

ol les parametres a, b, ¢ et d sont des scalaires strictement positifs. On pose la condition initiale x(#) =
Xo >0et y(t) = yp >0.

/!

y' = —by-dxy

Justifier 'existence et 'unicité de la solution. On note (X(t), (¢)) la solution.

)

{x’ = —ax-—cxy

Montrer que, Vi, X(1)> 0 et y(£) > 0.
En déduire que X() et j(#) sont strictement décroissantes et tendent vers 0 lorsque ¢ tend vers +oo.

Montrer qu'il existe deux fonctions v et w telles que v(7) §' = w(X)x'.

G Lo

En déduire que 'ensemble {(%(1), 7(#); t € R)} est incluse dans la ligne de niveau d'une fonction F a
préciser.

Exercice 14. Soit E I'espace des fonctions de classe €' sur [0, 1] qui vérifient £(0) = 0, f(1) = 1, muni de la

norme
1 1

N(f)= ff’(x)zdx+ ff(x)zdx.
0 0

Soit s une fonction intégrable bornée, et soit la fonctionelle définie sur E
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1 1
(p(f):fo f’(x)zdx+f0 (f(x) — s(x))?d x.

Le but de I'exercice est de trouver un minimum de la fonction ¢.
commentaire Ce type de calcul s’appelle “calcul variationnel”. f fournit une approximation de s qui
varie de maniére plus réguliére.

1. Montrer que N est bien une norme sur E.
2. Etudier la différentiabilité de ¢.

3. Montrer que si f est un point critique deux fois dérivable, alors pour tout h € E,

1
f (—f"(x) + f(x) = s(x)) h(x)dx = 0.
0

4. Désuisez-en que si s est continue, ¢ admet au plus un minimum.

5. Montrez que d’¢(h) > 0 pour h € E \ {0}. Peut-on en conclure que le point critique de la question
précédente est un minimum?

6. On suppose que

0six<1/2,

s(x) = .
1six>1/2.
Donnez 'unique point critique f de ¢ et montrez que f n’est pas deux fois dérivable.
Exercice 15. Soit (i, v) une base de 'équation différentielle
oup,ge€ (I,R).
Y'+py+qy=0

1. Montrer que les zéros de u sont isolés.

2. Montrer que le Wronskien ne s’annule pas.

3. Montrer qu’entre deux zéros consécutifs de u, il y a un unique zéro de v.

Exercice 16. Soit [ unintervalle et A€ 6 (I, #,(R)) définie par
ou f, g sont des fonctions de € (I,R) et les matrices U et V commutent.

A =fOU+g)V,tel,

1. Donner la résolvante du systeme Y’ = A(r)Y.

2. Donner la résolvante lorsque

a -b
wo-(5 )
pour a,b € €' (I,R).
3. Donner la résolvante lorsque
1 0 cos?
A=| 0 1 cos®
0 0 sin?



Exercice 17. On considere le systeme
ou pour £ €]0, +o0,

Y'= AY +B

0 1 0
Am:( 2/t 2/t ) Bm:( 1/t )

1. Montrer que Y; : t — (¢,1) est solution du systeme homogeéne associé.

2. Soit X = (0,1). Déterminer des fonctions réelles 1, et A, telles que Y, = 11 Y} + A, X soit solution du
systeme homogene. En déduire I’ensemble des solutions du systéme homogene.

3. Trouver une solution particuliere de I'équation avec second membre, et en déduire I'ensemble des
solutions.

4. Résoudre I'équation différentielle
2y +2ty +2y=t,

pour ¢ > 0.

Calcul différentiel et équations différentielles
Devoir maison, premiere partie
A rendre pourle ler avril 2020

Une fois votre travail terminé, merci d’envoyer un scan ou une photographie
de bonne qualité de votre copie a 'adresse raphael.lachieze-rey@parisdescartes.fr avec comme objet [DM
Calcul diff].

Soit E I'espace des fonctions de classe ¢! sur [0,1] qui vérifient f(0) =0, f(1) = 0, muni de la norme

1 1
N(f)=\/f f/(x)zdx+\/f f(x)2dx.
0 0

Soit s: [0,1] — R une fonction intégrable bornée, et soit la fonctionelle définie sur E

1 1
<p(f)=f0 f’(X)2dx+f0 (f(x) — s(x)*dx.

Le but de I'exercice est de trouver un minimum de la fonction ¢.
Commentaire Ce type de calcul s’appelle “calcul variationnel”. f fournit une approximation de s qui
varie de maniere plus réguliére.

1. Montrer que N est bien une norme sur E.
2. Etudier la différentiabilité de ¢.

3. Montrer quesi f est un point critique de ¢ deux fois dérivable, alors pour tout 4 € E telle que k(1) =0,

1
/ (—f"(x) + f(x) = s(x) h(x)dx =0.
0

4. Désuisez-en que si s est continue, ¢ admet au plus un minimum.
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5. Montrez que ¢ est deux fois différentiable et d>¢(h?) > 0 pour & € E\ {0}. Peut-on en conclure que le
point critique de la question précédente est un minimum?
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2éme partie
6. On se place désormais sur ’espace E’ des fonctions f de classe €2 sur [0, 1] telles que f(0)=0, f'(0) =
0.
(a) Vérifiez que N est aussi une norme sur E’ et que ¢y est différentiable.
(b) Montrez que ¢ admet un unique point critique si s est continue.
(c) Soit

S -
SN—

Montrer que pour ¢ € R,

t t

1 et+e? ef—e’t
Xp(tA) = =
exp(rA) 2( et elie!
Y@
y(0)
point critique de la question précédente en fonction d'une intégrale qui dépend de la fonction s.
Donnez I'expression si s = 1 est constante.

(d) Mettre 'ED sous la forme canonique Y' = F(t,Y) avec Y (¢) = ( ), et donner I'expression du

7. Onrevient sur 'espace E. On suppose que

0six<1/2,
s(x) = .
1six>1/2.

Soit f un point critique de ¢.
(a) Montrez que f est de classe €2 sur [0,1] \ {1/2} mais f n’est pas de classe %2%en1/2.0n pourra
raisonner sur les espaces L2([0,1/2), et L?(11/2,1]).

(b) Donnez I'unique fonction f dérivable qui peut étre un minimum local de ¢ (on ne demande pas
de prouver que c’est effectivement un minimum). On pourra résoudre séparément f — f” = s sur
[0,1/2[etsur]1/2,1].
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Exercice 1 On considere la fonction
fxy) = x(nx)? + y%)

définie sur le domaine

D={(x,y) eR?: x>0} =R} xR

1. Donnez le(s) point(s) critique(s) de f.

2. Donnez la hessienne de f et son déterminant en chaque point critique.

3. Pour chaque point critique, donnez sa nature (point selle, minimum local, maximum local).
4. f admet-elle un minimum/maximum global?

Exercice 2
Soit n € N*, E =R,,[X] muni de la norme || P| = SUpe(1,2 1P(X)| . On consideére I'application

g: E — R
2
P — fsin(P(t)/t)dt.
1

1. Montrez que pour tout x, h € R,

2
|sin(x + h)—sin(x) — hcos(x)| < >

2. Montrez que g est différentiable en tout P € E et donner sa différentielle.

3. Trouvez P € E tels que g(P) = 1.

4. Déduisez-en une infinité de maxima globaux de g. Sont-ils stricts? Donnez également une infinité
de minima globaux.

5. Soit P € E. On pose i (P) = flz t*=1 cos(P(r)/t)dt. Donnez une condition nécessaire et suffisante sur
les py (P) pour que P soit un point critique de g.

6. Montrez que g est deux fois différentiable et donnez sa différentielle seconde.

Exercice 3
On considére 'équation xx” = (x') + 1.
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. Montrer que xy # 0 et x;, étant donnés dans R, il existe une unique solution ¢ définie au voisinage de
0, telle que ¢(0) = xo et ¢'(0) = x;,.

. Montrer que si de plus x;, # 0, on peut supposer que ¢ est un ¢ ! _difféomorphisme sur un voisinage
de xg.

. On note y 'application réciproque et on pose z(x) = ¢’ (y(x)). Calculer z'(x), trouver I'équation sa-
tisfaite par z et expliciter z

. En déduire une expression de ¢.
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Exercice d’oral
25 juin 2020

Préparation : 20 minutes (sur papier)

Exercice On considere I'équation x> + 3 —3xy=1,en x,y e R.
1. Trouvez une solution “simple” (xo, o) de cette équation.

2. Montrez qu’il existe un voisinage V de y et une fonction ¢ : V — R tels que (¢(3), y) soit solution
pour y € V. Que peut-on dire de plus sur les solutions?

3. Donnez un DL de ¢ a'ordre 2 en 0.
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Exercice d’oral
25 juin 2020

Préparation : 20 minutes (sur papier)

Exercice On considere I'ED
f"(x) = f(x) = exp(x) + exp(—x), X € R. (E)

1. Soit xo, yo, ¥, € R. Montrez que le probleme

f(x0) = yo, f'(x0) =
f estsolution de (E)

admet une unique solution sur R. (On pourra mettre I'équation sous la forme d'une équation d’ordre
1 dans un espace approprié).

2. Donnez les solutions homogenes de I'équation (E).
3. Donnez une solution particuliere de (E).

4. Donnez toutes les solutions de (E).
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Durée: 1h30

Exercice 18. Soit E = .4, (R) 'espace des matrices carrées d’ordre n. On munit E du produit scalaire

(A,By= Y AjBi;

1<i,j<n

pour A= (A; j)1<i,j<n €t B = (B j)1<i,j<n, €t de la norme associée

Mll2=v(M,M),MeE.

On note aussie || X||2 la norme 2 de X pour X € R".
1. Montrez que pour A,B€ E,(A,B) = Tr(ABT) et déduisez-en que (A,BC) = (BT A,C) pour Ce E.

2. Montrez que les applications

E—-R et R"” - R
M — M]3 X —[IXII5

sont différentiables et donnez leurs différentielles.

3. Soit M € E,K ={X e R": | X|l2 = 1}. Montrez qu'il existe Xj; € K tel que |MX]| = |||M]|], ol1 la norme
triple d'une matrice est celle de I'application linéaire X — M X.

La suite de I'exercice consiste en trouver ce X, et la valeur de ||| M]]||.
IMX|13
IX12

Soit Q = R™\ {0} et 'application ¢(X) = pour X € Q.

(@) Que vaut ¢(X) si X est un vecteur propre de M’ M?

(b) Montrez que ¢ est différentiable sur Q. Que vaut ¢ (aX) pour X € Q, a > 0? Déduisez-en une rela-
tion entre do,x et dox.

(c) Calculez la différentielle de .
(d) Montrez que pour X € K, dgy =0 dans £ (E,R) ssi X est vecteur propre de M T M.
(e) Onadmet que Xy, vérifie dgx,, = 0. En déduire que

[[|M]]| = max{A : A valeur propre de MT M.

Exercice 19. Soit p = 0. Soit f, 'application de R? dans R définie par

(“y)”sm(\/%yz)' si (x,) #(0,0)

ﬁmw={a si (x,) =1(0,0)
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S 1 1
1. Calculer f,(hy) ot hy, = (ﬁ(nn+n/2)’ \/E(Jm+n/2))'

2. Montrer que f est continue sur R? si et seulement si p > 0.

3. Montrer que f est différentiable si et seulement si p > 1.

4. Montrer que f est de classe €' si et seulement si p > 2.
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Exercice 1 On consideére 'équation différentielle.
ya+y=x.
1. Donner tous les couples (xo, o) € R? ol 'on peut appliquer le théoreme de Cauchy-Lipschitz, et
énoncez le théoréme.

2. Donnez la forme générale des solutions (on pourra calculer la dérivée de (1 + y)z).

3. Donnez un couple solution (I, y) tel que y(2) = 0, ou I est un intervalle ouvert contenant 2. Y’a-t-il
unicité locale de la solution?

4. La solution précédente est-elle maximale? (On pourra calculer la limite de y’ aux bornes de l'inter-
valle)

Exercice 2 On munit R? de la norme 2, {|x[| = \/x? + x2. Soit f une fonction différentiable de R* dans
lui-méme telle que

(1) pour tout x € R?, d f soit injective

2) limyy)—oo | f(X)]I = +o0.
Le but de 'exercice est de montrer que f est surjective. Soit a € R? et gx)=1f(x)— all?.

1. Montrer que g est différentiable sur R? et calculer dg, pour x € R,

2. Montrer que g atteint sa borne inférieure en un point xo ot dgy, = 0.
3. Conclure.
4

. Soit f(x) = (arctan(x,),arctan(xz)). Montrez que f vérifie (1) mais n’est pas surjective. Donnez un
autre exemple qui vérifie (1) et n’est pas surjective.
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Exercice 1
On considere I’équation différentielle
(1+y)*)
3y(0)%y (x) = ————.
Y7y (x) T2

1. Indiquez pour quelles conditions initiales (xg, yo) on peut appliquer le théoreme de Cauchy-Lipschitz

al’équation précédente, et énoncez la conclusion.
2

o al. . 1 3y
2. Donnez des primitives des fonctions t — 1 et y T8

3. Donnez la forme générale des solutions de I'équation différentielle.
4. Donnez la solution qui vérifie y(0) = yp pour yp € R donné qui satisfait aux conditions du théoréme
de Cauchy-Lipschitz.

Exercice 2 On considere la fonction sur Q =Rx]0,00(
[, =y + An())?).

1. Trouver les points critiques de f.
2. Montrer que 'un de ces points critiques est un minimum global.

3. Que peut-on dire de 'autre point critique?

Exercice 3 Pour x = (x1) xen Une suite de rééls, on note

(e8]
— 2
lxll2 = xg.
k=0

On note E = {x: || x|l2 < oo} I'espace des suites de carré sommable, muni de la norme || - ||».

1. Soit

o0
0, y) =) Xy
k=0

(il s'agit bien d’y;2 et non pas y;) Montrez que ¢ est bilinéaire continue de E? dans R. Est-ce un
produit scalaire sur E?
2. Soit

fx,y= Z (Xg +ykz)2.
k=0

Montrez que f(x,y) <ocopour x,y € E.
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3. Montrez qu’a x fixé, f est différentiable selon y et donnez sa différentielle 9, f (x, y) € Z(E,R).
4. * Montrez que I'application (x, y) — 02 f (x, y) est continue.

5. Montrez que f est de classe €' sur E x E.
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Exercice 1
On se place dans I'espace vectoriel E des fonctions continues de [0, 1] dans R, muni de la norme

lgll= sup |g(x)I.
x€[0,1]

1. Montrez que | gll < oo pour g € E et | - | définit bien une norme sur E.

2. Soit u une fonction mesurable définie sur [0, 1] et bornée. Montrer que

1
(p:geE—>f u(x)gx)dxeR
0

est différentiable et calculer sa différentielle.
3. Soit u une fonction deux fois dérivable sur R et a dérivée seconde bornée. Montrer que

1
w:geE»—»[ u(gx)dxeR
0

est différentiable et calculer sa différentielle. Lapplication v est-elle de classe C'?

Exercice 2 On considére la fonction
f(x,)= x(n(x)* + y*)
définie sur le domaine
D={(x,y) eR?: x>0} =R* xR.
1. On définit sur R?

flxl,y)six#0
0 sinon.

glx,y)= {

(a) Montrez que g est continue sur R?
(b) Montrez que g n’est pas différentiable en (0, y), y € R.
(c) Quels sont les extrema de g sur R x {0} et leur nature?
(d) Montrez que h(x,y) = |x|g(x, y) est différentiable sur R2.
2. (a) Donnez le(s) point(s) critique(s) de f.
(b) Donnezla hessienne de f et son déterminant en chaque point critique.
(c) Donnez les extrema locaux de f.

(d) Donnez les extrema globaux de f, et leur nature (stricte ou pas).
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Exercice 1. Soient E l'espace des applications €1(0,11;R) quis’annulent en 0 munide |f]; = SUP e (0,1] If' ()]
et F I'espace des applications %9([0,1];R) muni de la norme [flo = SUpPe(o,1) |f(©)].Onposep: E—F f—
f+r2

1. Montrez quesi|f|; =0 pour f € E, f =0, puis que |- |; est une norme:

2. Montrez que ¢ est différentiable sur E et donner sa différentielle.

3. Soit g une application de E. On considere I'équation

fl4fi=g
Montrez qu'’il existe € > 0 tel que si |gly < €, 'équation admet une unique solution fdans F.

Exercice 2. Soit ¢ une solution maximale de I'équation

o 1
x(t)—cos(x2+1) 1

qui satisfait ¢(0) = 0.
1. Montrer que ¢ est défini sur R.
2. Montrer que ¢ est impair.
3. Soit yp = ¢p(1), et ¥ une solution maximale du probléme de Cauchy

1
el ) z
Y(0)=~cos| 55— )
¥(0) = yo. 3)
Montrer que (1) =0.
4. Montrer que
Yo
1 )L
fcos(x2+1) dx=1. 4
0
Exercice 3. On consideére le probleme de Cauchy
1
y'(1) = —Etan(t)y+sin(t)y3, (5)
y(0) =2. (6)

1. Montrer que le probléme admet une unique solution maximale.
2. Effectuer le changement de variable adéquat pour ramener I'équation (5) A I’équation linéaire

Z' (1) =tan(t)z —2sin(?). )

3. Trouver la solution générale d’équation (7).

4. Trouver la solution maximale du probléme de Cauchy formé par I'équation (5) avec la condition ini-
tiale (6). Est-elle globale?
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