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1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4-LMNC 6. Relax. 7. Persp 1. R.E.P. 1.2. Régime 3. Asymptotique 4. Modele

Faible nombre de Mach :
quel modéle pour ce régime ?

Régime nominal

> Vitesse d'entrée : |u| ~5m-s!

> Vitesse du son 3 pg = 155bar et T =300°C: ¢ ~ 1.0 x 103m -s™*

» nombre de Mach (mesure la compressibilité de I'écoulement) :

Ma:l—lil:5x10_3<<1

)

Choix du modeéle :
» Navier-Stokes/Euler compressible ?
» Incompressible ?
» Modéle adapté au régime bas Mach 7

Phénomenes acoustiques négligeables (pas d’ondes de choc)
MAIS grands transferts de chaleur : divu # 0
= Modeéle asymptotique a bas nombre de Mach
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1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4LMNC 6. Relax. 7. Persp. 1. R.E.P. 2. Régime 1.3. Asymptotique 4. Modele

De Navier-Stokes compressible au modele LMNC

Systeme de Navier-Stokes compressible sans diffusion thermique

Orp + div(pu) =0
Ot(pu) + div(pu ® u) — divo(u) + Vp = pg
Ot(ph) + div(phu) = +0p+u-Vp+o(u) : Vu

» Inconnues

» (t,x)+— u: vitesse

» (t,x)+> p : pression

» (t,x) > h: enthalpie

» p: densité liée a h et p par la loi d'état
» Données

> (t,x)+— ® >0 : densité de puissance

> g gravité

» o(u) : tenseur de contraintes (viscosité)
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De Navier-Stokes compressible au modéle LMNC

Systeme de Navier-Stokes compressible sans diffusion thermique

Orp + div(pu) =0
O¢(pu) + div(pu ® u) — divo(u) + Vp = pg
O¢(ph) + div(phu) = ® +p+u-Vp+o(u): Vu

» Conditions limites

|

p = pe(t,x),

{P" = (07 De(t,X))

o(u)n-t=0
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De Navier-Stokes compressible au modele LMNC

Systeme de Navier-Stokes compressible sans diffusion thermique
Orp + div(pu) =0

1
Oc(pu) + div(pu ® u) — divo(u) + 6—2Vp = pg
O¢(ph) + div(phu) = & + 9:p + u- Vp + O(£?)

» Adimensionnement Ma = ¢ et développement asymptotique
p=p® +ep® +2p?@ 1+ O(e?)
» Vp® = Vpl) =0 & condition limite de sortie indépendante de t
= p(t,x) = p. +£°p(t, x).

La pression est décomposée entre une partie thermodynamique constante p.
et une partie dynamique d’ordre €2 p.
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Modeéle a faible nombre de Mach

Modele 3-LMNC
®
¢(h, p:)
Oru+ (u-NVu+7(h,p.)Vp=7(h,p.) divo(u) + g
8:h+u-Vh=r(h p)od

divu =

» Equation d'état sur 7 = 1/p (volume spécifique)

(h; ps)

- L or
» Coefficient de compressibilité 1/{(h, p.) = h
> Tenseur de contraintes o(u) = u(h, p.) (Vu+ (Vu)") + n(h, p.)(div u) Id
Nombreux travaux théoriques et numériques sur les modeéles a bas nombre de Mach : Klainerman
& Majda (81, '82), Schochet ('94), Desjardins, Grenier, Lions & Masmoudi ('99), Danchin ('01,

'05), Alazard ('05), Klein ('95), Guillard et al. ('99, '04, '08), Dellacherie et al. ('10, '13)...
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Modeéle a faible nombre de Mach

Modele 3-LMNC
()
C(h, ps)
oru+ (u-NV)u+7(h,p.)Vp=7(h,p) divo(u) + g
Oth+u-Vh=r7(h p.)®

divu =

Conditions limites

|

T = Te(t’x)7

{U/T = (0, De(t, x))

o(u)n-t=0
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© Loi d'état et prise en compte du changement de phase




1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4-LMNC 6. Relax. 7. Persp. 2.1. Mélange 2. Phases pures

Loi d'état diphasique

» Le liquide k = { et la vapeur kK = g sont caractérisés par leurs propriétés
thermodynamiques : (h, pi) — T,

» Pression thermodynamique p, constante ~» dépendance non précisée

» Dans le mélange, équilibre entre les phases liquides et vapeur : T = T°.
On définit les valeurs a saturation

(T, 751

K

, si h< hg,
7(h) = Tm(h) si hj < h < hZ,
7g(h), sih>he.
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Loi d’état dans le mélange

Soit ¢ la fraction de masse de la phase vapeur. Pour h € [hj; hz]

Mélange isobare et isotherme

T:QDT;—F(].—QO)TZS,
h=phs + (1 — )k

Volume spécifique

1
h — dm |
Tm(h) = £ 1 |
G L
1 1
by kS
Ol\J S S S LS S LS
¢ def hz — h; et Tghy — o hg
m™— _s__ s b = s _ S
Tg = T¢ Tg = T¢
Fraction de masse
h—h;
_ L
SOm(h) - hs _ hs
g 14
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Loi d'état pour les phases pures

Loi des gaz raidis (SG)
Ve — 1 h— dx

Tw(h) =
() Yk Px + T

P v, > 1 coefficient adiabatique . .
» 7, pression de référence

» g, énergie de liaison

On obtient

or

1 "
Ve =3z I =2 P« indépendant de h

Ve o Px + T

P

Nouvelle expression de 7

h_qm
Cr

To(h) =
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© Propriétés du modele 3-LMNC




1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4LMNC 6. Relax. 7. Persp. 3.1. Modéle en 1D 2. Modeéle en 2D

Modele en 1D

dyh

— (MO, h = Y

dyv = C(h) Byr =r'(h)oy ¢(h)
Oev + vOyv + 7(h)dyp = T(h)d, (udxv) — g _ 11, _Th,
dth+ v h = 7(h)® v v

Solution stationnaire pour une loi d'état quelconque

@ v/7(h) est constant (égal a D,), donne la vitesse : ‘ v(y) = Der(h(y))‘

1 [
@ Enthalpie : | h(y) = he + —/ d(z) dz
De 0

© Pression dynamique p : intégration de la deuxiéme équation

> Existence de solutions exactes avec changement de phase en 1D (méthode
des caractéristiques)
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1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4LMNC 6. Relax. 7. Persp. 1. Modéle en 1D 3.2. Modeéle en 2D

Modele en 2D

Existence (en temps court) pour le modele LMNC

divu = d/¢(h)
O+ (u-V)u) + 7(h)VB = 7(h) div(o(w)) + &
dch+u-Vh) =7(h)o

En systéme fermé (glissement sur tous les bords)
» Linéarisation (itérées de Picard)

» Estimations d'énergie : itérées bornées dans des espaces fonctionnels réguliers
» Equation de transport
> Equation type Navier-Stokes (décomposition de Hodge)

» Contraction dans des espaces fonctionnels moins réguliers
» Gronwall ~ convergence, existence en temps court
» Unicité
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1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4-LMNC 6. Relax. 7. Persp. 1. Modéle en 1D 3.2. Modeéle en 2D

Modele en 2D

Existence (en temps court) pour le modéle LMNC
divu = d/¢(h)
Beu + (u- V)u) +7(h)Vp = 7(h) div(c(u)) + g
Oeh+ u - Vh) = 7(h)o

Avec les conditions limites physiques

» Equation type Navier-Stokes :
~ adaptation de la condition limite en sortie (sortie libre)
u-n)”
(wom)
2T
~~ adaptation de la décomposition de Hodge aux conditions limites

o(u)n — pn —

» Equation de transport :
~~ on ne controle pas le signe du terme en sortie...
~ utilisation de la formule explicite pour les caractéristiques :
» compatibilité entre les domaines utilisant condition initiale/limite...
> régularité aux interfaces entre ces domaines...
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1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4LMNC 6. Relax. 7. Persp. 4.1. Modéle 2. Loi d'état 3. Terme de relaxation

Modele 4-LMNC

Hiérarchie de modeles diphasiques

> Prise en compte de possibles déséquilibres entre les phases (pressions,
températures, potentiels chimiques, vitesses)

> Ici, modéle homogéne (une vitesse) avec égalité de pressions et températures

P> Terme source de relaxation (sur la fraction de masse) vers une fraction
d’'équilibre (saturation)

Forme conservative, écriture en p
Oro+0y(ov) =0
9¢(oh) + 9y (ohv) =
Or(op) + 0y (0pv) = :(@ ©)
de(ov) + 9y (ov® + 13) =0

» ¢ : fraction de masse
> R. : terme source (interactions entre les phases)
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1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4LMNC 6. Relax. 7. Persp. 4.1. Modéle 2. Loi d'état 3. Terme de relaxation

Modele 4-LMNC

Hiérarchie de modeles diphasiques

> Prise en compte de possibles déséquilibres entre les phases (pressions,
températures, potentiels chimiques, vitesses)

> Ici, modéle homogéne (une vitesse) avec égalité de pressions et températures

P> Terme source de relaxation (sur la fraction de masse) vers une fraction
d’'équilibre (saturation)

o’

Forme conservative, écriture en p Forme non conservative, écriture en 7
0ro+ 90y (0ov) =0 dyv — b or Re(h ) o1
9¢(oh) + 0y (ohv) = o=1 oh|, T(hp) 9p|,

) —_—
de(0p) + 0y (0pv) = :(@ ¢)  Rapy | |9ch+vih= CI>T(h, ¢)
de(ov) + Oy(ov 2+p) =0 Oep + vy = Re(h, ¢)

» ¢ : fraction de masse
> R. : terme source (interactions entre les phases)
» 7(h, ) donné par la loi d'état
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Loi d'état

» Comme précédemment :

» Phases pures

» Définition des valeurs a saturation
» Définition du mélange

Mélange isobare et isotherme

{T“éfwgm + (1 - p)me(T),

def

P ohg(T) + (1 — )he(T).

v h(T) et 7,(T) donnés par la loi des SG
v’ éliminer T

h— q(p)

=)

avec

o) = o) + 1= Dale). o) = T




1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4-LMNC 6. Relax. 7. Persp. 1. Modéle 2. Loi d'état 4.3. Terme de relaxation

Terme de relaxation

» Terme source de relaxation R. : échanges de masse entre les phases en un
temps caractéristique &

Rs(h’ (P) = ((ps(h) - (P)

> ©°(h) : fraction de masse a saturation du mélange (égalités des potentiels de
Gibbs entre les phases)

0, if h < hS,
h— h;
hs — b

1

)

if h> hs.

> Régime de relaxation instantanée si € — 0.
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1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4-LMNC 6. Relax. 7. Persp.  5.1. Propriétés théoriques 2. Schéma numérique

Propriétés du modele en 1D

Proposition (Principe du maximum)

Si e, po € [0,1], alors o(t, x) € [0,1] pour tout (t, x).

Proposition (Positivité)

Si p°(he) > e et p3(h%) > O, alors *(h(t,x)) > ¢(t,x) pour tout (t,x).

~~> positivité du terme source R.
~ “décalage de ¢ par rapport a h" : p.ex. h peut dépasser h; tandis que ¢ = 0.

» Preuve via expression “explicite” avec la méthode des caractéristiques

» Distinction des domaines (condition initiale, condition limite, changement de
phase)
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1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4-LMNC 6. Relax. 7. Persp.  5.1. Propriétés théoriques 2. Schéma numérique

Solution stationnaire
> Enthalpie (identique a celle du 3-LMNC) h(y) = he + 5- [ ®(x) dx
> Vitesse v(y) = De7(h(y), ¢(y))

1 R:(h(y),
» Fraction de masse ¢ solution de 'EDO % = —M
dy  De 7(h(y), )

4

Propriétés de la solution stationnaire

> “Pente” de I'enthalpie (®/D, si ® constant)
> Conservation de la masse (débit v/7 = D.) ~> 70,v = vO, T

® R or
> Eq. suravarayv:Ter = 3o

1 or
> 7(h,p)~ Oy = C((p)ayh + B

h

Oy
h

» Eq. (statio.) sur het ¢: vOyh =1®, vOyp = Re.
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1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4LMNC 6. Relax. 7. Persp.

1. Propriétés théoriques 5.2. Schéma numérique

Schéma équilibre

Préservation au niveau discret de la propriété‘ Ti(vi — vie1) = vi(7i — Ti—1) ‘

1
e L/ R
At I Ay o
n+1 n n__ ..n
i  — Pi Lyn Pi — Pi—1 — RMLintl
At ! Ay !
1 1
vt oyt 1 g+l
Ay oot J
I
where
R_l7+1,n+1 — 1 (¢5(hn+1) _ §0{7+1) Cn _ SD:,CngS + (1 - QOF)CKT;
i e ’ P : prrs+ (1 =P
Sn — ¢ R,_"v" Tfrll(gg - CK)T‘;TZS
i o ,,[Qg—qe— n-s 1— oM7) (" s 1— n s
if (pfre+ (1 =N Npi 178 + (L= 9! 1))
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1. Intro

2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4-LMNC 6. Relax. 7. Persp.

1. Propriétés théoriques 5.2. Schéma numérique

Résultats numériques

e=10"1

vvyyvyy

» “Pente” de I'enthalpie
» Conservation du débit v/7 = D.

» On vérifie aussi les propriétés théoriques (principe du max., positivité de R.)
» Décalage de ¢ par rapport a h

hattime t=7.50379

Situation initiale : liquide pur
100 points de discrétisation, CFL=0.99

gattime t=7.50379

Comportement “équilibre” vérifié 3 10715 pres

vattime t=7.50379

— nir=0)

— ut=0)
— hit=Trin) 10— vit="Thn)
e
08 v (=T
8
05 . — olt=0)
! — olt=Tfin) 6
' =0
04 - e
' 4
02 '
- 2
'
0o - -
¥, ¥ o
] 1 2 93 4 ] 1 2 3 4
¥ ¥ ¥
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© Régime de relaxation instantanée et couplage




1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4-LMNC 6. Relax. 7. Persp. 6.1. Convergence formelle 2. Schéma AP

Convergence formelle

or Re(ha, pq) OT
Ova=0b —| =24 2T
yra 8h » T(h4,§04) 830 h
ath4 + V48 h4 = ¢T(h4, (p4)

O:pa + vadypa = 2(9°(ha) — a)

e—0 ayV3 = ¢’7’I(h3)
——
8th3 + v8yh3 = ¢T(h3)

Proposition (Convergence formelle)

(Va, hay 02) — (w3, h3, ©°(h3))
e—0

» Développement asymptotique de chaque variable en ¢
» Terme source raide, ordre e =1 : ~ 9 = »°(h?)

» Ordre €% : 0,3 + v20,43 = ' (h3)(8:h3 + vady, h3)
> Lois d'état | 7(h,¢°(h)) = 7(h)| ~ hS — hy

o+
oh|,

or

s/ i 77d S _ 0
¢ (h) o g7 (e (h) = T'(h) | ~~ vi = vs

h
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1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4LMNC 6. Relax. 7. Persp. 1. Convergence formelle 6.2. Schéma AP

Préservation de I'asymptotique (¢ — 0)

Proposition (Schéma AP)

Le schéma ci-dessous est faiblement AP

h* = h" + At O r(h", ")
At .
pr ="+ —(*(h7) = ¢7)
® 1 pi(h*)—p*
D Vn+1 — + A hn7(pn7(p*
V= ey e A )
A+l = p* — At vmtID(h*)

L‘;njtl — 79)( — At Vn+1D(\p*)

ol O,T est approché par

1 n n n C((P*) — C(wn)
CRRCD) (gg — qe)¢(#") + (h" — q(p ))W

et D(-) est un opérateur de discrétisation de O, -.

A(hn7 Spn7 50*) ==

v
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1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4LMNC 6. Relax. 7. Persp. 1. Convergence formelle 6.2. Schéma AP

Résultats numériques

200 points de discrétisation, pas de temps fixé indépendant de ¢
Variations de € de 1072 4 10~
Conditions de bord identiques pour les deux modéles : h. = 1.01h;
Conditions initiales différentes entre les deux modeéles et mal préparées
> hy # h3 = he
> 03 # ¢°(h})

vvyyy

» Comportement préservant |'asymptotique “relaxé”
L% norm of% L7 orm of 2422 7 orm of Ve s
wl | —\
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1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4LMNC 6. Relax. 7. Persp. 1. Convergence formelle 6.2. Schéma AP

Couplage spatial

» 200 points de discrétisation, pas de temps fixé indépendant de ¢
» Chauffage (®) localisé dans une partie du circuit primaire

» ¢, = 0.025, temps final 3s

» Interface (fictive) au milieu du domaine

1 if y < 40m,
e(y) =
1070 if y > 40m.
1— g attime t=3.00534 1- g attime t=3.01637 1— @ at time t=3.00891
0ss : 05 : 0ss :
! ! !
097 + 097 + 097 t
! ! !
098 i 096 i 098 i
| | |
0ss i 0ss i 0ss i
| | |
™ i 05 i ™ i
! ! !
093 T 093 093 !
i i
092 | 092 092 !
R T R T A L T R
() l—pfore=1 (b) 1 — ¢ for e(y) (c) 1 — ¢ fore=10"1°

cf. [Ambroso, Hérard & Hurisse, '09]
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@ Conclusion et perspectives
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1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4-LMNC 6. Relax. 7. Persp.

Conclusion et perspectives

Conclusion

» Modeles a faible nombre de Mach prenant en compte les transferts de
chaleur, avec ou sans retard sur les échanges de masse

» Solutions stationnaires, schéma équilibre

» Convergence formelle entre les modeles, schéma AP

Travaux en cours et perspectives

» Analyse des modeles : régularité de I'équation de transport, puis existence en
temps long

» Développement d'une hiérarchie de modeles (relaxation des différents
équilibres), convergences des modéles

» Couplage avec des équations simplifiées de neutronique pour déterminer ¢

» Enrichissement de la modélisation thermodynamique
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1. Intro 2. Diph. 3. 3-LMNC 4. Enrich. 5. 4-LMNC 6. Relax. 7. Persp.

Merci de votre attention!
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