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Résumé

Les jeux booléens permettent de représenter les jeuxgittaés d’une maniére succincte en tirant
profit du pouvoir d’expression et de la concision de la logiguopositionnelle. Informellement, un
jeu booléen est un jeu a deux joueurs, chacun d’entre eurdtamt un ensemble de variables propo-
sitionnelles, et a somme nulle. La fonction d'utilité dugom 1 (et donc celle du joueur 2 qui est son
opposé) est représentée par une formule de la logique ptioposlle, appelééorme booléenn€du
jeu. Ainsi, un joueur dans un jeu booléen a des préférenchstdimiques : son but est satisfait ou ne
I'est pas.

Ces trois restrictions (deux joueurs, somme nulle, préfée binaires) limitent fortement I'expres-
sivité de ce cadre. Les deux premiéres restrictions peldteatfacilement résolues en définissant
les préférences des agents comme étami-uplet de formules propositionnelles (une pour chaque
agent). Des outils simples issus de la logique proposiéi@mous permettent ainsi de caractériser
certaines propriétés du jeu. Deux autres notions ont atérstédiées : la dépendance entre joueurs
(si le but, et donc la satisfaction, d’'un jougutépend de variables controlées par le jougw@lorsi
aura besoin d¢ pour satisfaire son but) et les coalitions de joueurs (uaétmm dans un jeu booléen
est efficace si elle peut garantir a tous ses membres quebetsrsont satisfaits). Dans les deux cas,
I'objectif est de faciliter le calcul des concepts de santiels que les équilibres de Nash en stratégies
pures.

Lever la troisiéme restriction consiste a exprimer desguegfces (non binaires) dans un cadre propo-
sitionnel. Cela est possible en utilisant un langage deésgmtation compacte de préférences. Nous
avons integré donc deux de ces langages aux jeux booléamsd’dabord, lesbuts a prioritépuis les
CP-nets
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Abstract

Boolean games are a logical setting for representing gjatites in a succinct way, taking advantage

of the expressive power and conciseness of propositiogal.|[Boolean games allow to express com-

pactly two-players zero-sum static games with binary pegfees : an agent’s strategy consists of a
truth assignment of the propositional variables she ctgtemd a player’s preferences are expressed
by a plain propositional formula.

These three restrictions (two-players, zero-sum, binaejepences) strongly limit the expressivity
of the framework. The first two can be easily encompassed figing the agents’ preferences as
an arbitraryn-uple of propositional formulas. Two others notions haverbstudied : dependencies
between players (if the goal, and hence the satisfactiom, piayeri depends on some variables
controlled by a playelj, theni may need some action gfto see her goal satisfied) and efficient
coalitions (a coalition in a Boolean game is efficient if isltae power to guarantee that all goals of
the members of the coalition are satisfied). We give simpégatdierizations of Nash equilibria and
dominated strategies, and investigate the computati@maptexity of the related problems.

Then, we relax the last restriction by coupling Boolean gami¢h propositional languages for com-
pact preference representation ; we consider generalipete&1 games where players’ preferences

are expressed within the two following languages : propmsized CP-nets, and then prioritized
goals.
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Introduction

Contexte

Lintelligence artificielle permet a des machines d'eftent des taches réputées intelligentes, en
concevant et en réalisant des fonctions cognitives adiligd, et en utilisant la puissance calcula-
toire des ordinateurs. Parmi ces taches se trouvent, arnttesal’acquisition et la représentation des
connaissances, la formalisation et la mécanisation dérdiifs types de raisonnement, 'aide a la
décision collective, la planification, les systémes madfents, etc.

Objet de nombreuses recherches en intelligence artiiciel systemes multi-agents s’inspirent des
sciences humaines pour modéliser des groupes d’agentsydthne multi-agent est un ensemble
d’agents situés dans un certain environnement et intei@giselon une certaine organisation. Un
agent rationnel est une entité caractérisée par le faitlgst, au moins partiellement, autonome. Ce
peut étre un processus, un robot, un étre humain, etc. Laaréke systémes multi-agents conduit a
cing problématiques principales :

x Problématique de I'action : comment plusieurs agents pdtileeagir de maniére simultanée
dans un environnement commun, et comment cet environneiminagit en retour avec les
agents ? Les questions sous-jacentes a celle-ci sont erttes @elles de la représentation de
I'environnement par les agents, de la collaboration engents et de la planification multi-
agents.

x Problématique de I'agent et de sa relation au monde : de qoééla cognitif dispose 'agent
pour représenter le monde ? Comment un agent peut-il matoeuere les actions qui répondent
au mieux a ses objectifs ? Cette capacité a la décision esk liBétat mental” de I'agent, qui
refléte ses perceptions, ses représentations, ses creyaasalésirs, ses préférences, etc.

* Problématique de l'interaction : quelles formes d’intéi@t existent entre les agents ? Com-
ment est-elle représentée ? Quels moyens de communicatgiare entre les agents ?

x Problématique de I'adaptation : quelles sont les postbiket les moyens d’adaptation indivi-
duelle et d’apprentissage pour chaque agent ? Existert'ihadele d’adaptation collective ou
d’évolution ?

x Problématique de l'implémentation : comment implémengsr siystémes multi-agents ? Et no-
tamment comment choisir le langage de communication egests, le langage de description
des lois de I'environnement, celui de représentation desaesances des agents et de leurs
préférences ?

En reprenant ces cing problématiques, il est possible dérelé@pielques éléments de I'architecture
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d’'un systéme multi-agent :

x Les agents doivent étre dotés de systémes de décision. éamsethde la décision sont un do-
maine a part entiére d'étude a ce sujet (voir par exempledstgm 1991] pour un apercu du
domaine).

x Les agents doivent étre dotés d’'un modéle cognitif. Laiaphssieurs modéles existent, I'un
des plus classiques étant le modele BBel{efs-Desires-IntentiopngRao et Georgeff, 1991].
Ce modeéle considére d’'une part 'ensemble de croyari®elgef9 de I'agent sur son environne-
ment, qui sont le résultat de ses connaissances et de sepfars ; I'ensemble de ses objectifs
(Desireg, qui sont les états possibles envers lesquels I'agentymedoir sS’engager ; et enfin
'ensemble des intentiongnentiong qui regroupe I'ensemble des projets qu'il a I'intention de
mener & bien.

x Les agents doivent étre dotés d’'un systéme de communicdiosieurs langages spéciali-
sés ont vu le jour a cette fin : lKnowledge Query and Manipulation Languaj€QML,
[Einin_et all, {1994 Labrou et Finir, 1997]), et plus réecemment, le stechB#PA-ACL créé par
la Foundation for Intelligent Physical Agents FIPEe dernier standard repose en particulier
sur la théorie des actes de langege [Searle| 1969].

x La problématique de I'adaptation est un sujet épineuxtalg@mombreuses recherches al'’heure
actuelle. On pourrait toutefois citer I'exemple de cemraiirus, aussi bien biologiques qu’infor-
matiques, capables de s’adapter a leur environnement emtnut

x Enfin, I'implémentation effective du systeme multi-agesiglle ne fait pas a proprement parler
partie de I'architecture du systéme, mérite d’étre évoguigavers I'exemple des nombreux lan-
gages de programmation qui ont été développé a des fins dereheten intelligence artificielle
(en particulier le langage LISP). Les langages de repréSentutiles a ces sytémes, que ce soit
pour représenter les connaissances des agents, leureepo&® ou encore la fagon dont ils
communigquent, ont également fait I'objet de nombreusdsareties en intelligence artificielle.

Bien que toutes ces problématiques soient liées, nous ahans de nous intéresser plus spécifique-
ment dans ce manuscrit ddeoblématique de l'interactioret a lafagon de représenter les préférences
de chacun des agents. Comme nous l'avons évoqué plus hmagdats d’'un systeme peuvent avoir
besoin de communiquer afin de résoudre des différencesnibogi et des conflits d’intéréts, de tra-
vailler ensemble afin de résoudre des dilemmes, de trougguréeves, ou tout simplement d’échan-
ger des informations. De plus, chaque agent a des préférancgein d’'un systéme multi-agent, des
désirs sur les états du monde qu'il souhaite atteindre ust@e'il souhaite éviter. Le “sort” de chacun
des agents, c’est-a-dire la satisfaction de ses préfé&edépend alors non seulement de ses propres
décisions, mais aussi des décisions prises par les autrabne du sytéme. La décision “optimale”
pour un individu dépend donc généralement de ses propiieasanais également de ce que font les
autres agents. Comme chacun n’est pas totalement maitend®i, on dit que les agents sont en
interaction stratégiquePlusieurs cadres de travail existent pour traiter cetiblpmatique.

Cadre de travail choisi

Lathéorie des jeux est probablement le modéle formel legdositi pour I'étude des interactions stra-
tégiques entre agents. Plusieurs raisons nous ont amewési ck cadre de travail. Tout d’abord les
jeux permettent de décrire des situations sociales tré&yeiittes : les marchés en économie peuvent
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étre vus comme des jeux dans lesquels les participants esmirdducteurs ou des consommateurs ;
et, plus généralement, une partie d’échecs, la formationedtoalition gouvernementale ou encore
une négociation sont autant de jeux différents obéissaes addjles spécifiques. Ensuite, ce cadre de
travail est, et a été, I'objet de nombreuses recherchest ¢tes riche en résultats. C’est également
un cadre de travail tres intuitif & manipuler : il est en eftatile de visualiser les interactions entre
agents.

Informellement, un jeu consiste en un ensemble d’agenf®(murs), et pour chaque agent, la donnée
d'un ensemble de stratégies possibles et une fonctionlitBudissociant une valeur réelle & chaque
combinaison possible de stratégies, représentant sergméés. Des hypothéses sur les croyances
de I'agent au cours du jeu doivent étre en outre spécifiéeslpsyeux dynamiques a information
incompléte.

Nous étudierons ici les interactions entre joueurs et Ieéggmtation de leurs préférences en nous pla-
¢ant dans un cadre simple : les jeux statiques a informatiorptete. Un jeu est statique si les agents

choisissent leur stratégie en paralléle et en une seule,&aps observer les choix des autres joueurs.
Il est a information compléte si chaque joueur connait exment I'état du monde, les préférences et

les actions disponibles pour chacun des joueurs.

Plusieurs modes de représentation sont utilisés en théesigux, notamment les formes extensives
et les formes normales qui coincident dans le cas des jetipsa. Les fonctions d'utilité sont géné-
ralement décrites explicitement dans ces représentagorénumérant toutes les valeurs pour chaque
combinaison de stratégies. Le nombre de valeurs numéraspgcifier, c'est-a-dire le nombre de
combinaisons de stratégies possibles, est alors expehentfonction du nombre de joueurs, ce qui
rend cette représentation explicite des préférences deslij déraisonnable lorsque le nhombre de
joueurs est grand. Ceci devient encore plus problématiopsgde I'ensemble des stratégies dispo-
nibles pour un agent consiste a assigner une valeur a chdeuses variables a partir d'un domaine
fini donné (ce qui est le cas dans beaucoup de domaines egaliBtans ce cas, la représentation
explicite des fonctions d'utilité est de taille exponeliéieen fonction du nombre d’agenta x 2"
valeurs poun agents ayant chacun deux stratégies disponibles) et etidiomiti nombre de variables
controlées par les agents X2P x 2P valeurs pour deux agents contrélant chaguvariables boo-
Iéennes). Ainsi, spécifier les préférences des joueurszda fxplicite est clairement peu raisonnable,
tout d’abord car cela nécessiterait une quantité d'espguenentielle, puis parce qu'étudier ces jeux
(en calculant par exemple des concepts de solution comnéglgihres de Nash en stratégies pures)
exigerait d’accéder a toutes ces valeurs d'utilité au moiresfois, et serait donc exponentiel en temps
en fonction du nombre d’agents et du nombre de variables.

Une solution pour répondre a ces besoins consiste a utiliskmgage permettant une représentation
concise des relations de préférences, ou des fonction$itd;.gur un ensemble de conséquences qui
possede une structure combinatoire (c’est-a-dire un ffreduésien de domaines de valeurs finis

pour un ensemble fini de variables). Ces langages ont étéement étudiés ces derniéres années,
spécialement dans la communauté d’intelligence artifecidls exploitent dans une large mesure

des propriétés structurelles des relations de préférgaoasme I'indépendance préférentielle entre

variables). Partant de 1a, puisque la spécification d'urstatique nécessite la description des préfé-
rences des agents, il apparait naturel de représentersdeuglen utilisant des langages de repré-
sentation compacte de préférences. |l existe déja plss@uires répondant aux problémes que nous
avons posés plus haut, notamment les langages graphigee®ugs présenterons dans le chagitre 4
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(pagd121).

Proposition et méthodologie

Comme nous l'avons vu, notre objectif ici est de spécifieralmm concise et efficace les interac-
tions entre agents rationnels au sein d’'un systeme mudtitagPour cela, nous avons choisi de nous
appuyer sur la théorie des jeux, qui est un modéle formeltapour I'étude de ces interactions. Pour-
tant, une des principales lacunes de cette théorie estda fde représenter les utilités des joueurs,
colteuse en place mémoire et en temps d’exécution. Nous avogu’une solution pour pallier ces
problemes est d'utiliser un langage de représentation aotepde préférences. La premiére étape
consiste donc a choisir un tel langage, puis d’étudier les pouvant étre formalisés dans ce cadre :
étude des différents concepts de solution de ces jeux, driiecomplexité des problemes associés.
L'étape suivante consiste a essayer de généraliser cesrjentroduisant de nouvelles représentations
compactes de préférences.

Choix d’'un langage de représentation compacte de préféremes

Afin de trouver un langage de représentation compacte dérpréfe répondant a nos besoins, nous
devons commencer par répondre a une question préliminée® buts des agents doivent-ils étre
exprimés avec des préférences numériques ou ordinalesshigange de représentation de préférences
doit étre aussi proche que possible de la facon dont lesichdiv'connaissent” leurs préférences et
les expriment en langage naturel. Dans ce cadre, le proldéneeptuel de I'utilité cardinale est qu'il
n'existe pas d'échelle objective de la mesure de l'utigeéqu’il est donc difficile pour un individu
d’évaluer numériquement I'utilité apportée par la satisém de chacun de ses désirs. Dans le cadre
de l'utilité ordinale, il est demandé au consommateur de/pioiclasser raisonnablement les mondes
disponibles en fonction de I'utilité apportée, ce qui sesmdlpriori plus aisé a effectuer pour de
nombreux individus.

Les notions que nous voulons étudier dans un jeu représameautre critére de choix entre préfé-
rences numériques ou ordinales. En effet, quelques ndtielfess que équilibres de Nash en stratégies
pures et stratégies dominées) peuvent étre définies avpcélésences ordinales, tandis que d’autres
(telles que équilibres de Nash en stratégies mixtes) omtito@e préférences cardinales. Ici, nous
avons choisi de nous restreindre aux calculs de stratégres,petnous avons donc choisi de repré-
senter les préférences des joueurs de facon ordinale

Le langage de représentation compacte de préférencesbol@iplus simple et le plus intuitif pa-
rait étre lalogique propositionnelleEn effet, utiliser la logique propositionnelle pour regadter les
préférences des joueurs permet non seulement de simpéifigedix, mais aussi d'utiliser les pro-
priétés et les outils bien connus de cette logique pour étues caractéristiques de tels jeux. Nous
avons donc choisi ici d’étudier le cas ou chaque agent dentirdensemble fini de variablefmaires
Ces jeux, appelégux booléensont été introduits pat [Harrensted all, 2001 ;l Harrenstelin, 2004a;
Dunne et van der Hoek, 2004]. Un jeu booléen est un jeu a dewwujs, chacun d’entre eux contro-
lant un ensemble de variables propositionnelles, et a sonuite La fonction d'utilité du joueur 1
(et donc celle du joueur 2 qui est son opposé) est représpatame formule de la logique proposi-
tionnelle, appelééorme booléennéu jeu, qui doit étre satisfaite pour que le joueur soit égalet
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satisfait. Chaque joueur a donc des préféremlieisotomiquegsoit il est satisfait, soit il ne I'est pas,
sans niveau intermédiaire).

Ces trois restrictions (deux joueurs, somme nulle, praté&e binaires) limitent fortement I'expressi-
vité des jeux booléens. Nous avons donc commencé par géréis jeux en étudiant des jeur a
joueurs et a somme non nulle, puis nous avons introduit dgénences non binaires.

Etude des jeux booléens

Les jeux booléens peuvent étre facilement transformés efed& an joueurs a somme non nulle
en définissant les préférences des agents comme étartiplet de formules propositionnelles. Des
outils simples issus de la logique propositionnelle nousnp#tent alors de caractériser certaines
propriétés du jeu, comme les équilibres de Nash en strat@gies et les stratégies dominées, et de
calculer la complexité des problémes associés.

Deux autres notions ont alors été étudiées : les dépendantesjoueurs (si le but, et donc la sa-
tisfaction, d'un joueui dépend de variables contrélées par le jougwalorsi aura besoin d¢ pour
satisfaire son but), et les coalitions de joueurs (une tioaldans un jeu booléen est efficace si elle
peut garantir a tous ses membres que leurs buts sont gajistaés deux nouvelles notions nous
ont permis de faciliter encore le calcul des concepts detisaltels que les équilibres de Nash en
stratégies pures.

Introduction de nouvelles préférences

Tandis qu'une simple formule propositionneffene peut pas exprimer plus qu’une relation de pré-
férence binaire sur les interprétations (les modéle¢ dent strictement meilleurs que les modéles
de—d), exprimer des préférences (non binaires) dans un cadpegitmnnel est possible en utilisant
un autre langage de représentation compacte de préférémes avons choisi de nous restreindre
encore aux préférences ordinales, et nous avons integréddates langages aux jeux booléens : tout
d'abord, leshuts a prioritépuis lesCP-nets

Plan du manuscrit

Apres avoir donné dans le chapiffle 1 quelques éléments thédae des jeux, nous donnerons dans
le chapitrd 2 une description (simplifiée) des jeux boolémns nous montrerons qu'’ils peuvent fa-
cilement étre généralisés de maniere a représenter deajjeaun nombre arbitraire de joueurs et a
somme non nulle, mais en gardant I'hypothese que les préfésede chaque joueur sont représen-
tées par une formule propositionnelle unique, ce qui ne pedareprésenter que des utilités binaires.
Nous verrons comment introduire la notion de dépendance &g joueurs, et comment des outils
simples issus de la logique propositionnelle permettentatactériser certaines propriétés du jeu,
puis nous donnerons quelques résultats de complexitétalgigue. Nous introduirons ensuite dans
le chapitrd’B deux langages de représentation de préfé&rafioed’enrichir encore les jeux booléens
avec des préférences non dichotomiques : les buts a ppoiigdes CP-nets. Dans le chaplite 4, nous
exposerons quelques-uns des travaux utilisant des langageprésentation compacte de préférences
dans des jeux, en montrant le lien avec nos solutions. Naasegbns ensuite dans le chaplfie 5 les
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coalitions efficaces dans les jeux booléens. Nous étudidout d’abord les propriétés des fonctions
d’effectivité associées aux jeux booléens, puis la notodahlition efficace : nous donnerons une ca-
ractérisation exacte des ensembles de coalitions corrdapba des ensembles de coalitions efficaces
associées a un jeu booléen, et nous ferons le lien entréicoaificace et noyau avant de conclure.

La figure[l donne un guide de lecture des chapitres : une fléahecHapitre vers un autre indique
gue la lecture du premier est nécessaire a la compréhensisecdnd.

Chapitre 1

|

Chapitre 2

N

Chapitre 3 Chapitre 5

|

Chapitre 4

Figure 1 — Guide de lecture
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Notations

SoitV = {a,b,...} un ensemble fini de variables propositionnelles\ete langage propositionnel
construit & partir d&/, des connecteurs habituels et des constantes booléenfweai) et L (faux.

Les formules dé.y seront notéeg, Y etc. On notd/ar(¢) I'ensemble des variables présentes dans la
formule ¢.

Un littéral est, soit une variable d& soit sa négation. Une conjonction finie de littéraux estesim
termeou cube et une disjonction finie de littéraux est appelée cla@se On noteLit (¢) 'ensemble
des littéraux formant la formulg. Une formuled est en DNF si c’est une disjonction de termes.

2V est 'ensemble des interprétations pduavec la convention suivante : sdit une interprétation
pourV et pour toutx € V, M donne la valeuvrai ax six € M etfauxsinon. SoitM une interprétation
pourV ety € Ly, la conséquence logiqié = W est définie de la maniére usuelle.

Soit X C V. 2% est 'ensemble deX-interprétations Uneinterprétation partiellede Ly est uneX-
interprétation pouX C V. Les interprétations partielles sont représentées patisteede variables
de X, le symbole- représentant la négation d'une variable. Par exempl¥, si {a,b,d}, la X-
interprétationM = {a,d} sera notéebd. SiVar(¢) C X, alorsMody (¢) représente 'ensemble des
X-interpretations satisfaisait

Si{Vi,...,Vp} estune partition d¥ et si{My,...,My} sont des interprétations partielles, akce
2, (My,...,M;) représente alors linterprétatioviy U ...UMy,

Rappellons que, quelle que soit la formgleune interprétation qui renpl vrai est unmodéleded.

Linterprétation partielle d’'une formulep par une X-interprétation My sera noté :(¢)m, =
¢veMx<—T,veX\Mx<—L-

Nous aurons également besoin dans ce document de plus@iossnd’impliquants premiers. Les
définitions suivantes sont reprises du rapport de syntiiaslis, 2000].

Intuitivement, un impliquant premier d’une formule projimnnelle Y est un des plus petits termes
dont tous les modéles sont des modelegide
Définition 1. Soity une formule propositionnelle.

x Un termea est unimpliqguantde Y ssia = .
x Un termea est unimpliquant premiede  ssi

x O est un impliquant de, et
« pour chaque impliquant’ dey, sia =a’, alorsa’ = a.

On notera P(y) 'ensemble des impliquants premiers e



Notations

Un L-impliquant (respL-impliquant premier) est un impliquant (resp. impliquargmier) dont tous
les littéraux appartiennent a 'ensemhle
Définition 2. Soit LCV et soity une formule propositionnelle de,/L

* Un termea est unL-impliquantdey ssia = y et Lit(a) C L.
x Un termea est unL-impliquant premierde  ssi

x o est un L-impliquant dey, et
* pour chaque L-impliquant’ dey, sia = a’, alorsa’ = a.

On notera Pl (y) 'ensemble des L-impliquants premiersle

La notion de projection d'une formule sur un ensemble deatdes correspond a l'utilisation de
I'opérateurforget qui a été étudié par [Langt all, 20024} 2003].

On dit que I'on “oublie complétement” la variabkedans une formulé si et seulement si on s'inté-
resse a la formule (noté&<: ¢) : oy T A by .

On peut aussi “oublier partiellement’dans¢ en s’intéressant a la formule (notée: ¢) : ¢y 1V
¢X<—L-

Onnote quelona:
Vx: ¢ =-3Ix: -

Par exemple, soit la formulig suivante :
¢ = (an—-bAac)v(bAa-c)V(anbAad)
La projection dep sur la variablec sera calculée comme suit :

dc:¢ = [(aAn-bAT)Vv(bAL)V(arbad)]V[(@aAr—=bAaL)V(bAT)V(arbAad)]
= (an—-b)vbv(anbAad)

ve:d = [(aA-bAT)v(bAaL)v(anbad)|Al(aA—-bA L)V (DAT)V(anbAd)]
= ((an-b)v(anbad))A(bVv(anbad))
= aAnbad
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Eléments de théorie des jeux

La théorie des jeux est un outil mathématique permettatudi€r les comportements - prévus, réels,
ou justifiés a posteriori - d’'individus face a des situatidietagonisme.

Si ses précurseurs furent Courriot [Courhot, 1838] et Edgbvifadgeworth| 1897], c’est la parution
en 1944 de I'ouvrage de John Von Neumann et Oskar MorgendteenTheory of Games and Econo-
mic Behaviourfvon Newmann et Morgenstern, 1944], qui instaura véritalglet la théorie des jeux
comme étant une nouvelle discipline. Dans cet ouvrage, \d@miann et Morgenstern proposent une
solution dans le cas particulier d'ygu a somme nulléce qui est gagné par I'un est perdu par l'autre,
et réciproquement). En 1950, John Nash [[Nash,|1950] a moaiménent les idées développées par
Cournot dés 1838 pouvaient servir de base pour construadhdorie de I'équilibre pour des jeux a
somme non nulle, qui généralise la solution proposée paféarmann et Morgenstern. Les écono-
mistes, premiers a s'approprier cet outil, ont été depy@nts par, entre autres, les sociologues, les
chercheurs en sciences politiques, les philosophes, aseetes informaticiens.

La théorie des jeux étudie des situations dans lesquellssrtede chaque participant dépend non
seulement des décisions gu'il prend, mais également desiatés prises par d'autres participants.
Le choix optimal pour un agent (appgl@ueur) dépend donc généralement des choix des autres
agents. Comme chaque joueur n’est pas totalement maitendsosg, on dit que les agents sont en
situation dinteraction stratégiqueOn suppose dans un jeu en interaction stratégique quelesr®

se connaissent : ils savent combien il y a de joueurs, et gsioiht. Du fait que le gain de chacun
dépend en partie des actions des autres, un joueur ne pese gastenter de choisir ses propres
plans d'actions, en négligeant ce que font les autres. fladbcontraire se faire une idée aussi précise
gue possible des stratégies choisies, ou susceptibles di@isies, par les autres joueurs. Pour cela,
on admet qudes agents sont rationnelsc’est-a-dire que chaque joueur s'efforce de prendre les
meilleures décisions pour lui-méme, et sait que les aubieeslirs font de méme.

Notre objectif ici n'est pas de donner un état de I'art exkibsar la théorie des jeux, nous voulons
juste introduire quelques concepts qui nous seront utées ¢th suite de ce manuscrit. Nous allons
donc tout d’abord présenter une taxonomie partielle des ¢guSectio_I]1, puis les types de re-
présentation des jeux en Sectlon] 1.2, et enfin nous présanten Sectiof1l.3 quelques concepts de
solution.



Eléments de théorie des jeux

1.1 Taxonomie partielle des jeux

Nous allons présenter ici quatre types de jeux, les jeuxgatd, dynamiques, coopératifs et non
coopératifs. Un jeu peut réunir plusieurs de ces caratitgres : il peut étre statique et coopératif,
statique et non coopératif, dynamique et coopératif ou rendgnamique et non coopératif.

1.1.1 Jeux statiques et dynamiques

La premiére distinction que nous allons faire est celleesgjgu statique et dynamique. Un jeu est
statique lorsque tous les joueurs jouent simultanémenterseule étape, alors qu'il est dynamique
lorsque le jeu se déroule en plusieurs étapes (un ou plagmugurs peuvent jouer a chaque étape).

1.1.1.1 Jeux statiques

Un jeu est ditstatique lorsque les joueurs choisissesimultanément leurs actions, et regoivent
ensuite leurs gains respectifs.

Définition 1.1. Unjeu statique est un ensemble de regles qui encadre le comportement desgoet
qui détermine les gains des joueurs selon les actions erge=p Formellement, un jeu G est constitué
de:

* unensemble de joueurdN = {1,...,n},

x I'ensemble des profils de stratégies ou issues du jebi= S x ... X §,, oU S. représente
I'ensemble des choix possibles (stratégies) du joueur is@ppose dans la suite que lgsBnt
finis.

x Vi € N, unefonction d'utilité qui représente les gains du joueur en fonction de I'issuesdu j
Ui : S— R. Le joueur i préfere strictement I'issue s a l'issusisi (s) > ui(s). Siu(s) = ui(s),

i est indifférent entre ces deux issues.
Vi € N, S représente toutes lestratégiess disponibles pour le joueur i. Uprofil de stratégies
appelé aussissuedu jeu, est une combinaison de stratégies individuellegs,,...,sy) € S x ... X

S

Soit G un jeu statique, avedN ={1,...,n}, s= (s,...,%) et s = (s,,...,s,) deux profils
de stratégies. On note ; le profil de stratégies s privé de la stratégie du joueur & ; =
(s1,%,---,5-1,S+1---,Sn). On note(s_j, §) le profil de stratégies s dans lequel on a remplacé la stra-
tégie du joueur i par celle du profil s(s_i,5) = (s1,%,.--,5-1,5,S+1,---,Sn)- On note§ = x| §
I'ensemble des stratégies pdut N.

Le dilemme du prisonnier, que nous allons présenter maintenant, est un exempleredebla
théorie des jeux.

Exemple 1.1. Deux suspects sont retenus dans des cellules séparéespetivent donc pas com-
muniquer. La police ne dispose pas d’éléments de preuveasuipour obtenir leur condamnation,
'aveu d’au moins un des deux est donc indispensable. Laggliopose a chacun d’entre eux le
marché suivant :

% Sl VOUS avouez et que votre complice n'avoue pas, vous aneremise de peine, tandis que
votre complice aura la peine maximale (10 ans);

10 Elise Bonzon



1.1. Taxonomie partielle des jeux

x Si vous avouez tous les deux, vous serez condamnés a un@lpeitégere (5 ans) ;
x Si aucun de vous n'avoue, la peine sera minimale (6 mois)e fdiéléments au dossier.
On peut formaliser cette situation par un jeu a 2 joueurs,qtiegjoueur ayant 2 stratégies possibles :
avouer (dénotee par A) ou se taire (dénotée par T).
N ={1,2},
le prisonnier 1 a deux stratégies possibles,:s Aetg, = T. Il en est de méme pour le joueur
2:5 =Aetg,=T.
Ce jeu a donc 4 profils de strategies possibles : AA, AT, TAetTT
On peut donc calculer les utilités de chacun des joueurs pbacune des issues possibles du

*

*

*

*

jeu:
x U (AA) = up(AA) = -5,
« U (TT)=ux(TT) =-0.5
* U (AT) = ua(TA) =0,
* Uz(AT) = Ul(TA) = -10

La bataille des sexegst également un jeu célebre en théorie des jeux :

Exemple 1.2. Lucas et Elsa veulent aller au cinéma. lls ont le choix entrdin d’horreur et une
comédie romantique. Pour les deux, ce qui compte avantd@st,d’étre ensemble. Néanmoins, Elsa
a une préférence pour le film d’horreur et Lucas pour la coragdmantique.

On peut formaliser cette situation par un jeu a 2 joueurs,qti@joueur ayant 2 stratégies possibles :
aller voir un film d’horreur (dénotée par H) ou une comédie mntique (dénotée par R).
x« N=1{1,2},
x Elsa (1) a 2 stratégies possibles 3,5= H et 5, = R. Lucas(2) a les méme possibilités :
S, =Hetg, =R.
x On peut donc calculer les utilités de chacun des joueurs phacune des issues possibles du
jeu:

—~

2
x U(RR)=ux(H,H)=1,
* U(H,R)=ui(RH)=u(H,R) =w(RH)=0.

1.1.1.2 Jeux dynamiques

Un jeu dynamique est un jeu qui se déroulgtrsieurs étapesOn se place ici dans le cadre gesx
dynamiques en information compléte c’est-a-dire que I'on admet que toutes les actions passées
sontobservablegtconnuesie tous les joueurs. Dans ce cadre, en intervenant a des ampeeures

du jeu, certains joueurs ont le pouvoir d’affecter direaetrles gains d’autres joueurs de maniere
irréversible.

Un jeu esten information parfaite si chaque joueur connait 'ensemble des actions choisigeps

les joueurs qui sont intervenus avant qu'il ne sélectiormetmtégﬂ, et qu’il connait toutes leurs
stratégies possibles. Il est le seul joueur a prendre urisioié@ cette étaﬂe Si plusieurs joueurs

1Dans le cadre des jeux statiques, la notion d’informatiafiajta n’a aucun sens : les joueurs jouent simultanément et
en une seule étape, et n'ont donc pas a connaitre les acégneedlisées.
2par exemple, le jeu d’échecs est un jeu & information parfait
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Eléments de théorie des jeux

choisissent leurs actions simultanément a une étape doonés les joueurs ne connaissent pas
toutes les stratégies des autres jo&desjeu est dien information imparfaite . Ces actions ne sont
pas connues et chacun des joueurs intervenant a cette étapmporte un peu comme dans un jeu
statique, a la différence que dans ce cas, I'histoire durjudnce le choix de chacun.

Définissons le cadre conceptuel général des jeux dynami§oéss un jeu dynamique. On désigne
para' le vecteur des actions choisies a I'étagedu jeu par les participants qui interviennent a cette
étape (un seul joueur dans le cas d’'un jeu en informatiorajpe)f Soitt une étape quelconque du
jeu. On définit Ihistoire ht = (a%at,...,a~1) du jeu & I'étape par la séquence de toutes les déci-
sions prises par les joueurs intervenant lors des étapéseames. On suppose que tous les joueurs
connaissent I'histoire du jeu a chaque étape, c'est-aglietoutes les actions passées sont obser-
vables et connues par tous les participants. Le reste dudate$ les étapestelles quer > t) est
appelésous-jeude G, et est notéG(ht). Puisque I'histoirent du jeu a chaque étageest connue,

le sous-jeu se déroulant a partir dpeut étre vu comme un jeu a part entiére induit par I'histoire
h'. L'histoire h impose des restrictions sur les choix offerts au joue@oit A (h') I'ensemble des
actionsauxquelles le joueura accés a I'étapedu jeu lorsque I'histoire est donnée ér Si A (h')

est vide, le joueur n’'intervient pas a I'étape considéﬁé&oith I'ensemble de toutes les histoires
possiblesjusqu’a I'étapet. Aj(H') = Unent Ai(hY) désigne alors I'ensemble de toutes les actions
possibles pour le joueuira I'étapet selon les histoires possibles.

Nous pouvons a présent définir une stratégie pure d’'un jeardigiue admettark étapes. Unstra-
tégie pure pour le joueuri est définie par une suite de applicationsS de H! vers Aj(H!). En
d’autres termes, une stratégie pure est une suite de regydeattion d’'une action particuliére par le
joueuri a chaque étape du jeu compte tenu de I'histoire qui s’esutigqusqu’alors. Par exemple,
les actions du jouedra I'étape 0 sont? = (h°), celles de I'étape 1 somf = st(ht), de I'étape 2
a2 = §2(h?), et ainsi de suite.

Nous donnerons un exemple de jeu dynamique en Sdcfion b4 2r).

1.1.2 Jeux coopératifs et non coopératifs

Comme nous l'avons vu, une caractéristique fondamentagedsx est que le gain obtenu par un
joueur dépend de ses choix, mais aussi des choix effectudésspautres joueurs. Il convient alors de
distinguer deux grandes familles de jeux : les jeux cooffgreait les jeux non coopératifs.

Un jeu esttoopératif lorsque les joueurs peuvent passer entre eux des accoids tjght de maniere
contraignante. On dit alors qu’ils forment ucealition dont les membres agissent de concert. Dans
le cas contraire, c'est-a-dire lorsque les joueurs n'oati@@ossibilité de former des coalitions, le jeu
estnon coopératif.

1.1.2.1 Jeux coopératifs

Un jeu coopératif (appelé aussi jeu coalitionnel) est urdgs lequel les joueurs peuvent former des
coalitions et agir de concert.

3Les jeux de cartes sont généralement des jeux a informatiparfaite : & la belote par exemple, un joueur ne connait
pas toutes les stratégies possibles de ses adversairagpsune connaissance parfaite du jeu.
4La description des ensemblag h') & chaque étapepour tout joueui fait partie de la spécification des régles du jeu.
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1.1. Taxonomie partielle des jeux

Définition 1.2. Une coalition est un sous-ensemble de joueurs CN = {1,...,N}. Si C est une
coalition d'un seul joueur (C= {i}), C est appel&ingleton Si C est la coalition formée de tous les
joueurs (C= N), C est appel@rande coalition.

On dit qu'un jeu coopératif est atilité non transférable s'il n'est pas possible d’additionner les
utilités des joueurs et de les redistribuer aux membresedioalition. Chaque membre d’une coalition
essaie d'optimiser le montant obtenu par chacun individmaint.

Définition 1.3. Un jeu coopératif & utilité non transférable est une pairgN,v) ou

x N est un ensemble de joueurs

* v est unefonction caractéristique qui associe un vecteuf(@) € R® a chaque coalition C de
N, chaque élément du vecteur {C) correspondant a I'utilité obtenue par le joueur i dans la
coalition C.

La bataille des sexespeut étre transformée en un jeu coopératif a utilitt non sten
rable [Luce et Raiffa, 1957] :

Exemple[I.2 (pagélll) — suite : La bataille des sexes peut étre formalisée par le jeu codipéra
utilité non transférable a 2 joueurs suivant :

« N=1{1,2},
V(12) = {(v1,v2);1<v1 <2,1< v <2}
* Vv définie par : (1) {(v1);0<vy <2}
{(v2);0< v <2}

En effet, si Lucas et Elsa se coordonnent, ils sont sdrset’all méme endroit, et donc auront chacun
au moins une utilité dd. Par contre, s'ils ne se coordonnent pas, ils ont toutes kemces de ne
pas étre au méme endroit, et donc de n’en retirer aucunefaatisn (méme s'’ils peuvent avoir de la
chance et que I'un des deux se dévoue, en espérant que lidair@as eu la méme idée).

On dit qu'un jeu coopératif est @tilité transférable s’il est possible d’additionner les utilités des
joueurs et de les redistribuer aux membres d’'une coalitl@xiste une “monnaie” commune a tous
avec laquelle on peut effectuer des transferts).

Définition 1.4. Un jeu coopératif & utilité transférable est une pairgN,v) ou

x N est un ensemble de joueurs
* v est undonction caractéristique qui associe une valeu(€) € R a chaque coalition C de N.

Pour chaque coalitio®, v(C) est le paiement total que peuvent se partager les joueuastapant a
C, indépendamment du comportement des joueurs n’appattpaarC.

Un jeu coopératif a utilité transférable est :
x symétrique si la valeur d’une coalition ne dépend que de sa taille : Btexiine fonctiorf telle
quevC C N, v(C) = f(|C]);
* monotonesiB C C = v(B) <v(C);
* superadditif siBNC =@ = v(BUC) > v(B) +Vv(C) ;
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* simple si pour toute coalitiort, soitv(C) = ]ﬁ (coalition gagnante, soitv(C) = O (coalition
perdante), etv(N) = 1.

Un joueuri dans un jeu coopératif a utilité transférable :

* aun droit de veto s'il appartient a toutes les coalitions gagnanté€{ =1=i €C);
+ est undictateur si une coalition est gagnante si et seulement si il en faitgp@(C) = 1< i €
C).

Exemple 1.3. Présentons ici plusieurs jeux coopératifs a utilité tramable a3 joueurs satisfaisant
différences propriét
x Majorité simple Une coalition est gagnante si et seulement si elle compeaenchoins deux
membres
v(1) =v(2) =v(3) =0
v(1,2) =v(2,3) =v(1,3) =v(1,2,3 =1
* Unanimité Une coalition est gagnante si et seulement si elle compi@unsiles membres
v(1,2,3 =1
VCCN,v(C)=0
x Le joueur 2 a un droit de vetdJne coalition est gagnante si et seulement si elle compaend
moins deux membres, dont le jou&ur2 peut empécher une coalition de gagner, mais ne peut
pas pour autant gagner seul
v(1) =v(2) =v(3) =v(1,3) =0
v(1,2) =v(2,3)=v(1,2,3 =1
x Le joueur 2 est dictateulJne coalition est gagnante si et seulement si elle complejalieur

1.1.2.2 Jeux non coopératifs

Les jeux non coopératifs se divisent en deux grandes familles jeux a somme nulle, et ceux a
somme non nulle. En économie, cette notion simplificatrieged & somme nulle est importante : ces
jeux correspondent a I'absence de production, ou de déstmude produits.

Les jeux a somme nullesont tous les jeux ou la somme “algébrique” des gains desujeuest
constante : ce que gagne l'un est nécessairement perdu artnen Stricto sensu, il est possible
gue les jeux ne soient pas a somme nulle, mais a somme canstagela n'a aucune importance
en pratique : I'enjeu est de répartir entre tous les jouenrtotal de gains préalablement fixé. Les
échecs, le poker ou encore le jmatching pennies présenté ci-dessous, sont des jeux a somme
nulle, les gains d’un joueur étant trés exactement les pditen autre joueur, tandis que le dilemme
du prisonnier est un jeu non coopératif a somme nonﬁjulle

Exemple 1.4.Deux joueurs, Robin et Annelise, annoncent simultanémienbyp face.
x Si les annonces sont identiques, Robin donne 15 euros aiganel

5La valeur 1 est choisie arbitrairement, il faut juste queaiela méme pour toutes les coalitions gagnantes.

6pPar souci de simplifier les notations, on écrifa j) au lieu dev({i, j}).

"Les deux prisonniers sont enfermés dans des cellules s&parépeuvent pas communiquer, et donc ne peuvent pas
passer un accord et former une coalition, mais ce que gagm@®st pas forcément perdu par 'autre.
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x Si les annonces ne concordent pas, c'est Annelise qui doitefdl5 euros a Robin.

On peut formaliser cette situation par un jeu a 2 joueurs,qti@joueur ayant 2 stratégies possibles :
annoncer pile (dénotée par P) ou face (dénotée par F).
x* N=1{1,2},
x Annelise(1) a 2 stratégies possibles j,;s= P et 5, = F. Robin(2) a les méme possibilités :
S, =Pets,=F.
x On peut donc calculer les utilités de chacun des joueurs phacune des issues possibles du
jeu:
x U (P,P) =u(F,F) =uw(P,F) =u(F,P) =15 et
« U (P,F) =u(F,P)=ux(P,P) =u(F,F)=-15.
Ce jeu est bien un jeu a somme nulle : tout ce qui est gagné paelide est perdu par Robin, et
vice-versa.

En 1944, John von Neumann et Oskar Morgenstern [von Newmntaviorgenstetin, 1944] ont dé-
montré que tout jeu a somme nullegoueurs est une forme généralisée des jeux a somme nulle a
2 joueurs, et gu'il est possible de ramener tout jeu @ sommenate an joueurs a un jeu a somme
nulle an—+ 1 joueurs, len+ 1°M€joueur représentant le gain ou la perte globale.

Les jeux a somme nulle a 2 joueurs constituent donc une ersientielle de la théorie mathématique
des jeux.

On peut noter ici que si les jeux a somme nulle et a deux jouansdes jeux non coopératifs, les
jeux a somme nulle et ajoueurs peuvent étre coopératifs, si par exenmplel joueurs se liguent
contre len®™€joueur pour le faire perdre, et se partager les gains.

Exemple 1.5. Tristan, Aguirre et Matisse jouent a Pile ou Face. Si deuxitte eux annoncent la
méme chose, ils gagnent et le troisieme perd. Si les troifaanéme annonce, aucun d’entre eux ne
gagne.

On peut formaliser cette situation par le jeu a somme nule @ilités non transférables a 3 joueurs
suivant :
x* N={1,2,3},
« Tristan (1) a 2 stratégies possibles 3,5= P et g, = F. Aguirre (2) et Matisse(3) ont les
mémes possibilités »s=s3 =Pets, =53, =F.
x On peut donc calculer les utilités de chacun des joueurs phacune des issues possibles du
jeu:
+ u(P,P,P) = ui(F,F,F) = uy(P,P,P) = up(F,F,F) = u3(P,P,P) = u3(F,F,F) =0,
x u(P,P,F) = up(P,P,F) = uy(P,F,P) = uz(P,F,P) = uy(F,P,P) = uz(F,P,P) =
ui(F,F,P) =uw(F,F,P)=u(F,P,F) =us(F,P,F) =u(P,F,F) =us(P,F,F) =1
+ U3(P,P,F) = w(P,F,P) = ui(F,P,P) = u3(F,F,P) = p(F,P,F) = iy (P,F,F) = -2
Ce jeu peut étre vu comme un jeu coopératif, 2 joueurs onteinéése mettre d'accord pour avoir
une chance de battre ™€ Il est a utilités non transférables car si un joueur gagnee peut pas
donner une partie de sa victoire, ou de ce qu'il a gagné, a uregoueur.

Ce jeu peut aussi étre vu comme un jeu a somme nulle et asutilgasférables si on suppose par
exemple que Tristan, Aguirre et Matisse misent a I'origi®eeiros chacun ; que s'’ils ont tous les
trois la méme annonce ils récupérent leur mise, mais si banoe d'un joueur est différente de celle
des deux autres, il perd sa mise tandis que les deux autresega@7.5 euros chacun.
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1.1.3 Récapitulatif

Nous avons donc vu dans cette section une taxonomie de gsgleux, que nous récapitulons dans
le tableau représenté Figlirell.1, dans lequel nous avorss [pquelques exemples déja étudiés.

Somme nulle Somme non nulle
—Coop. Coop. —Coop. Coop.
Util. transf. | Util. —transf. Util. transf. | Util. —transf.
Statique | Ex.[L3 Ex.L3 Ex.[L3 Ex.I3 Ex.[T3 Ex.[12
Dynamique Ex.[L12

Figure 1.1 —Taxonomie des jeux

Comme c'est visible sur ce tableau, certains cas ne sontlpstsés par des exemples. Ces derniers
concernent les jeux dynamiques, que nous n’'étudierons gasld suite de ce rapport. Nous avons
donc omis de présenter exhaustivement cette catégorieixe je

Nous allons a présent voir comment I'on peut représentejeces

1.2 Représentation des jeux

Un jeu stratégique peut étre représenté de deux fagonsedités mais équivalentes : sous forme
normale (dite aussi stratégique) et sous forme extensiteegdssi développée).

1.2.1 Forme extensive

Un jeu soudorme extensiveest défini par urarbre de décision décrivant les actions possibles des
joueurs a chaque étape du jeu, la séquence de tours de jeaudassjainsi que 'information dont ils
disposent a chaque étape pour prendre leur décision. Cimagud de 'arbre spécifie le joueur qui
doit choisir une action (ou stratégie) a ce moment du jewi gine I'information dont il dispose. Les
gains que chaque joueur peut réaliser aprés avoir suivi sitlilemins possibles au sein de I'arbre,
correspondant a chaque profil de stratégies, sont associes)ae feuille de I'arbre. Par exemple, la
forme extensive du dilemme du prisonnier est représentpedfl. P (page suivante).

Exemple[I.1 (pagé&ll0) — suite : Une forme extensive du dilemme du prisonnier est la suivante

Chaque nceud de cet arbre correspond a un joueur, et chaqueliggartant de ce noeud correspond
a une stratégie possible de ce joueur.

Dans les feuilles, le premier élément de chaque couple septté I'utilité du prisonnier 1, tandis que
le second élément représente celle du prisonnier 2.

Le cercle en pointillé entourant les deux occurrences deyo2 signifie que ce dernier ne sait pas
dans quelle situation il se trouve, il ne sait pas si son care choisi d’avouer ou de se taire.
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(-5,-5)  (0,-10)  (-10,0) (-0.5,-0.5)

Figure 1.2 —Forme extensive du dilemme du prisonnier

Ce jeu a une seconde forme extensive, plagcant le second jenéwaut de I'arbre. Ces deux repré-
sentations sont équivalentes car les deux joueurs jousntlginément.

La forme extensive permet une description “dynamique” duypgrce qu’elle spécifie les séquences de
décisions prises par les joueurs. Pourtant, lorsqu’unngliue de multiples joueurs et de multiples
choix, I'arbre peut devenir complexe a représenter. Osgjoe les stratégies des agents sont choisies
en parallele, c'est-a-dire sans que I'un des joueurs obdess décisions des autres, comme c’est
le cas dans le dilemme du prisonnier, cette constructiogebagr un modele dynamique n’est pas
nécessaire. Dans ce cas, on simplifiera la présentationudanjeutilisant une représentation sous
forme normale, absolument équivalente a la forme exterasigeciée.

1.2.2 Forme normale

Un jeu sousforme normale est la donnée de I'ensemble des joueurs, de I'ensemble desgits
pour chague joueur et des paiements associés a toute casobirpossible de stratégies. On peut
alors représenter ces jesrus forme matricielle en associant a chaque profil de stratégies n-
uplet donnant I'utilité obtenue par chaque joueur dansifer (ui (s),ux(s), ..., un(s)). Par exemple,

la forme normale du dilemme du prisonnier est représentar ¢l B.

Exemple[I] (pagé-ll0) — suite : La forme normale du dilemme du prisonnier est représentée Fi
gure[13.

A T

A (-5,-5) | (0, -10)

(-10, 0) | (-0.5, -0.5)

Figure 1.3 —Forme normale du dilemme du prisonnier

Comme précédemment, le premier élément de chaque coupéseape I'utilité du prisonnier 1,
tandis que le second élément représente celle du priso@nier

Cette représentation sous forme matricielle permet désepter des jeux ayant un nombre de joueurs
et un nombre de stratégies pour chaque joueur raisonnablillé de la matrice est exponentielle
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en fonction du nombre d’agents, et du nombre de choix p@spitlir chaque agent. Par exemple si
agents ont chacun le choix entre deux actions possiblesjdré spécifien x 2" valeurs numeériques.
Ces descriptions, sous forme extensive ou hormale, suppgse les ensembles d’actions sont finis.

A chaque jeu sous forme extensive correspond un jeu sousfoormale dans lequel les joueurs
choisissent simultanément les stratégies qu’ils metteonteuvre. En revanche, un jeu sous forme
normale peut correspondre a plusieurs jeux sous forme sixéedifférente, comme nous l'avons vu
pour le dilemme du prisonnier.

1.3 Concepts de solution

Etudions un autre exemple classique de jeu statique, qulasméme logique que le dilemme du
prisonnier, Igeu de la tirelire :

Exemple 1.6.On propose a Jérémie et Léonore le jeu suivant : ils ont chdapossibilité de mettre
0 ou 100 euros dans une tirelire. Une fois qu'ils ont tous dprig une décision, sans connaitre la
décision de l'autre, le contenu de la tirelire est multiptiér 1.5 et est réparti en part égale entre les
deux joueurs.

Une fois ce jeu formalisé, si on choisit Jérémie comme émjadeur 1, Léonore le joueur 2, on
obtient la forme normale représentée Figlrel 1.4.

2 0 100

0 (0,0) | (75, -25)

100 | (-25, 75)| (50, 50)

Figure 1.4 —Forme normale du jeu de la tirelire

Dans ce cas de figure, que vont faire Jérémie et Léonore ? Matious a la place de Jérémie, qui
tient le raisonnement suivant : “ Si Léonore ne met rien dangelire, il est optimal pour moi que
je ne mette rien, sinon je perdrai 25 euros. Si elle déposeelififls, je gagne 75 euros si je ne mets
rien, et 50 si je mets 100 euros. Donc, dans les deux cas de fjtaiintérét a ne rien mettre dans la
tirelire.” Si Léonore tient le méme raisonnement, le régidera un gain nul pour chacun d’entre eux.
Méme s'ils se mettent d’accord au début du jeu pour mettre lemideux 100 euros, il reste “optimal”
de ne rien mettre dans la tirelire s’ils sont motivés par theeche de leur seul intérét personnel.

La logique qui se trouve derriére ce jeu, et qui est la mémecgllie se trouvant derriére le dilemme
du prisonnier, montre qu’un groupe d’individus ne va passsairement se comporter dans l'intérét
du groupe si chacun peut obtenir pour lui-méme un résultdtemeen choisissant pour son propre
compte. Sachant cela, nous allons a présent présenteugaalgncepts permettant de prédire I'issue
d’'un jeu (ce que I'on appelle des “concepts de solution”).

L'analyse d'un jeu permet de prédirédjuilibre qui émergera si les joueurs sont rationnels. Par équi-
libre, nous entendons un état ou une situation dans lequeinaoueur ne souhaite modifier son
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comportement compte tenu du comportement des autres gouearfacon plus précise, un équi-

libre est une combinaison de stratégies telle gu'aucunalesijs n'a d’'intérét a changer sa stratégie
compte tenu des stratégies des autres joueurs. Une foig&qudibre a été atteint dans un jeu (et peu
importe la maniere dont il a été obtenu), il 'y a aucune rage le quitter.

Nous allons présenter ici plusieurs concepts de solutie@s deux premiers, équilibres de Nash et
stratégies dominées, s’appliquent a des jeux statiquesompératifs ; le concept de noyau (core)
s'applique a des jeux statiques coopératifs, et enfin legildrgs parfaits de Selten pour les jeux
dynamiques.

1.3.1 Equilibres de Nash

L’ équilibre de Nash introduit par John Nash en 1950 [Nash, 1950], est un corfoepiamental en
théorie des jeux. Il décrit une issue du jeu dans laquellarajmieur ne souhaite modifier sa stratégie
étant donnée la stratégie de chacun de ses rivaux.

Les jeux pour lesquels il est possible de calculer les dnasi de Nash sont représentés Figure 1.5.

Somme nulle Somme non nulle
-Coop. Coop. -Coop. Coop.
Util. transf. | Util. —transf. util. transf. | Util. —transf.
Statique Nash Nash
Dynamique

Figure 1.5 —Taxonomie des jeux : Domaine d’application des équilibeedldsh

1.3.1.1 Equilibre de Nash en stratégies pures

Définition 1.5. Soit G un jeu non coopératif & n joueurs, aveeN1,...,n} 'ensemble de joueurs.
Un profil de stratégie s= (s1,%,...,S) est unéquilibre de Nash en stratégies pures (PNE3i et
seulement si

VieN,vs € S, ui(s) > ui(s,s.i)

En d'autres termes, un équilibre de Nash est un profil deégfimtdont aucun joueur n'a intérét a
dévier s'il suppose que les autres joueurs ne dévierontgaglns.

Exemple[I1 (pagé10) — suite : Le profil de stratégies AA est un équilibre de Nash en straggi
pures du dilemme du prisonnier. En effet, on peut vérifiesdamnmatrice des paiements représentée
Figure[L3 (pag€7) que I'on a :1UAA) > ui(TA) et b(AA) > up(AT).

AA est le seul équilibre de Nash de ce jeu. En effet, AT ne geuéfpe un PNE car AA est une
meilleure stratégie pour le jouel : uz(AA) > ux(AT); TA non plus car AA est une meilleure
stratégie pour le joueut : u; (AA) > ui(TA) ; et de méme pour TT car AT est une meilleure stratégie
pour le joueurl: ui(TT) < ug(AT).
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Ce jeu n'a gu’un équilibre de Nash en stratégies pures. &ayrtette unicité n'est pas toujours
garantie :

Exemple[1.2 (pagd1l1l) — suite : Le jeu de la bataille des sexes a deux équilibres de Nash en
stratégies pures : HH et RR. En effet, on peut vérifier dansd&ioe des paiements représentée
Figure[L® que 'ona:y(H,H) > u;(RH),wp(H,H) >u(H,R); u1(RR) > u;(H,R) et w(RR) >
Uz(R,H).

2
1 H R
H (2,1)| (0,0)
R 0,0)| (1,2

Figure 1.6 —Forme normale de la bataille des sexes

De la méme fagon, I'existence d'un équilibre de Nash en&jias pures n’est pas garantie non plus,
comme on peut le constater facilement dans le jeu matchingiee de I'exemplEZIl4 (pagell4).

1.3.1.2 Equilibres de Nash en stratégies mixtes

Dans ce genre de situation, il existe une autre méthode gmanio un équilibre de Nash, et donc
un équilibre : il est possible d'élargir la définition d'unadégie, et d'y inclure non seulement les
actions pures (telles qu’annoncer pile ou face), mais desgrobabilités de choisir I'une ou l'autre
de ces actions. Chaque joueur associe une probapiliggositive ou nulle) a la stratégig, et vise

a maximiser ses gains espérés en choisissant la meillegrielpossible, c’est-a-dire la meilleure
stratégie mixte Une stratégie mixte est donc une stratégie définissantdéspilités avec lesquelles
les joueurs choisissent chacune de leurs stratégies pures.

Définition 1.6. Unestratégie mixte pour le joueur i est une distribution de probabilité syr5; =
A(S) représente I'ensemble des stratégies mixtes du joueur fohaiono; : § — R associe a la
stratégie pureissa probabilité d’'étre jouée.

On peut noter ici qu’une stratégie pugecorrespond a la stratégie mix¢eassociée a une probabilité
de 1.

Définition 1.7. Un équilibre de Nash en stratégies mixtegst un profil de stratégies mixtesc ©
tel que

Vi € N,voi € %, ui(0) > ui(of,0_)

Un équilibre en stratégies mixtes est donc une situatios aquelle tous les joueurs choisissent leur
stratégies mixtes de facon a rendre leurs adversairesératifs entre les gains espérés de chacune
de leurs stratégies pures.
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Exemple[1:2 (pagé4) — suite : Le jeu matching pennies n'a aucun équilibre de Nash en gjiesé
pures.

Supposons que la distribution de probabilités pour Aneetist la suivante 01(P) = x etoy(F) =
1—x; et que celle de Robin esh(P) =y etoy(F) =1-y.

Dans ce cas, si on suppose que Robin chaigiP) = 1 (il choisit toujours P), d'apres la Figure1l.7
son gain espéré est dd5(1—x) — 15x = 15(1— 2x). De méme, si Robin choigit(F ) = 1, son gain
espéré est de15(2x—1). On constate alors que si Annelise choisit une probabditéP) = x =1
(elle jouera toujours P), alors Robin a tout intérét de climisujours o,(F) = 1 (y = 0). Par contre,
si Robin choisitoz(F) = 1, Annelise choisirasi(F) = 1 (x = 0). Cette situation n’est donc pas un
équilibre.

En raisonnant de cette facon, on constate que pour ne pagnddy le choix de Robin, Annelise a
donc tout intérét a choisir x 1/2. Le gain espéré de Robin sera alors toujoQret de méme, Robin
a intérét a choisir y=1/2.

On vérifie que ce jeu est un équilibre de Nash en stratégieesixsi Annelise choisio(P) =

x = 1/2, I'utilité espérée de Robin est dequ'il choisisseoz(P) = 1 (15(1—2x)) ou 02(F) =1
(15(2x—1)). Annelise n’a donc pas intérét a dévier. En effectuant Imméisonnement pour Robin,
on constate que s'il choisity 1/2, l'utilité espérée d’Annelise est deégalement, et Robin n'a pas
non plus intérét a dévier.

Vérifions a présent que cet équilibre de Nash en stratégirtesmest le seul : supposons que /2

et Xz 1/2. Dans ce cas, si ¥ 1/2, Robin a intérét a choisir y= 0, et si x< 1/2, Robin choisira
y = 1. Donc Annelise est sire que Robin déviera. De mémes=six2 et y=# 1/2, Annelise aura
tout intérét a dévier.

Ce jeu a donc un équilibre de Nash mixte;(F) = 01(P) = 1/2, 02(F) = 02(P) = 1/2.

2l p F

= (15, -15) | (-15, 15)

F (-15, 15)| (15, -15)

Figure 1.7 —Forme normale du jeu matching pennies

Quelques propriétés, classiques en théorie des jeux, lkéétode ces définitions (voir par
exemplel|[Osborne et Rubinsiein, 1994; Hillas et Kohlbeff?2) :

x Tout équilibre de Nash en stratégies pures est un équildidagh en stratégies mixtes.
x Tout jeu fini a au moins un équilibre de Nash en stratégiesamixt

1.3.2 Stratégies dominées

Les jeux pour lesquels il est possible de calculer les gfieéédominées sont représentés Figurk 1.8
(page suivante).

Comme le montre I'exemple suivant, qui présentgiede la soirée les conditions d’existence d’'un
equilibre de Nash en stratégies pures sont parfois trofefaib
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Somme nulle Somme non nulle
-Coop. Coop. -Coop. Coop.
Util. transf. | Util. —transf. Util. transf. | Util. —transf.
Statique | Strat. Dom Strat. Dom
Dynamique

Figure 1.8 —Taxonomie des jeux : Domaine d'application des stratégiesinées

Exemple 1.7. Agathe et lwan sont invités a une soirée. La raison prin@pgli les motive a y aller
est de pouvoir se voir la-bas : si l'autre n’y va pas, il leut @gifférent d'y aller (dénoté par A) ou
pas (dénoté par P).

Une fois ce jeu formalisé, si on choisit Agathe comme étgouleur 1 et lwan le joueur 2, on obtient
la forme normale représentée Figurell.9.

A P

A (1,1)| (0,0)

(0,0)| (0,0)

Figure 1.9 —Forme normale du jeu de la soirée

Ce jeu a2 équilibres de Nash en stratégies pures : AA et PP. Pourtanseaul de ces équilibres est
intéressant : si Agathe et lwan veulent se voir, et qu'ils lmdcasion de le faire a cette soirée, ils
iront tous les deux.

On voit sur cet exemple que I'un des équilibres de Nash etégies puresPP, n'est pas une stratégie
optimale. En effet, pour chacun des deux joueurs, la siefegermet toujours d’obtenir une utilité
au moins aussi bonne que la stratéigidl semble alors assez naturel qu’Agathe et lwan choistssen
cette stratégie. On dit qui est une stratégie (faiblement) dominante pour chacun desjdaeurs

de ce jeu.

Définissons les notions de stratégies strictement et fadai dominées :
Définition 1.8. La stratégie sdu joueur i est ditestrictement dominées’il existe une autre stratégie

g telle que, quelles que soient les stratégies des autresujsug assure au joueur i une utilité
strictement plus grande que ®onc :

S € § eststrictement dominéesi
3 € S telle quevs_; € S.j,ui(s,S.i) < Ui(§,Si)

Définition 1.9. La stratégie sdu joueur i est ditdaiblement dominées'il existe une autre stratégie
5 telle que, quelles que soient les stratégies des autresijpug assure au joueur i une utilité au
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moins aussi grande que, &t qu'’il existe au moins une combinaison des stratégiesudess joueurs
telle que I'utilité du joueur i avec|{ssoit strictement plus grande que celle aved®nc : § € S est
faiblement dominéesi 35 € § telle que

Vs € S,ui(s,s.) < ui(s,s.i)

et que
35’ ; € S telle que w(s,s ;) < ui(§,9;)

Dans I'exempl€I]7 (page ci-contre), chaque joueur a uagégie faiblement dominé®) et, Agathe

et lwan étant deux joueurs rationnels, il est facile de vaiilgjjoueront leur stratégie dominante, a
savoirA. Pourtant, I'existence d’'une solution aussi simple es.rliiest souvent nécessaire de faire
appel a d'autres maniéres de raisonner dans I'espoir deerawn équilibre au jeu. Par exemple,
si le joueur 1 posséde une stratégie strictement ou failslesh@minante, on peut s’attendre a ce
gu'il choisisse cette stratégie. Comme le joueur 2 est dagdihnticiper ce choix, il choisit alors sa

meilleure stratégie contre la stratégie dominante du memi

Exemple 1.8. Soit un jeu G a deux joueurs, chacun des joueurs agasttatégies possibles, repré-
senté par la forme normale donnée Figlre1.10.

) l'c | M | D
4,3)| 5,1) | 6,2
M 2,1)] 8, 4)| (3, 6)
B (3,0)| (9,6) | (2 8)

Figure 1.10 —Forme normale du jeu présentant I'élimination des stragédominées

Il est tout d’abord possible de remarquer que M est une sfiatétrictement dominée par D pour le
joueur2. Dans ce cas, il est possible de penser que le jo@aw retiendra jamais cette stratégie. On
peut donc éliminer la stratégie M de la matrice.

Ceci étant fait, on remarque alors que, dans la matrice asué, H est “devenue” une stratégie
strictement dominante pour le jouelirDes lors, celui-ci devrait jouer H. Le joue@rétant rationnel,
il est capable d’anticiper ce raisonnement, il sait donciest optimal pour lui de choisir G.

En conséquence, une fois que I'on a éliminé toute les siegépminées, on obtient un profil de
stratégies résultat : HG.

Le processus d’élimination qui vient d’étre appliqué dasisexemple est appefirocessus d’'élimi-
nation des stratégies dominéesl demande un comportement assez sophistiqué, dans laenmsu
chaque joueur doit étre capable de reconstituer les opasagiuxquelles les autres joueurs procédent
et d’en déduire de nouvelles implications pour lui-méme.

Toutefois, le processus de dominance successive admetrégal des limites :

Exemple 1.9.Soit le jeu G a deux joueurs représenté par la forme normatmée Figuréd 111 (page
suivante).
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G D

(3,6)| (7, 1)

M 5,1) | (8,0)

(6,0)| (6,2)

Figure 1.11 —Forme normale du jeu présentant les limites de I'élimimates stratégies domi-
nées

Dans ce jeu, il est clair que H est strictement dominé par Mrpgegoueur 1. On élimine donc la
stratégie H. On ne peut pas aller plus loin car il n’y a plus deagegie strictement ou faiblement
dominée dans la matrice résultante. Cela revient a dire gaes ce cas, le processus d’élimination
des stratégies dominées ne conduit pas a un résultat unique.

Nous pouvons énoncer ici quelgues propriétés, classiquesthéorie des jeux (voir par
exemplel[Oshorne et Rubinstein, 1994; Hillas et Kohlbe@®22) :

x Comme nous I'avons vu dans I'exemplel1.9 (page précéddatpjpcessus d’élimination des
stratégies dominées ne conduit pas nécessairement a utiersohique ;

L'ordre d’élimination des stratégies strictement domséffecte pas le résultat final ;

L'ordre d’élimination des stratégies faiblement domingest affecter le résultat final ;

Une stratégie strictement dominée ne peut jamais étrergeésans un équilibre de Nash en
stratégies pures;

Une stratégie faiblement dominée peut apparaitre dansuilibég de Nash en stratégies pures.

*

*

*

*

On a pu constater que le concept de stratégies dominéesifpoorduire a des résultats alors que
celui d’équilibre de Nash en stratégies pures aboutisaaiiedmpasse. Mais I'inverse peut étre vrai
aussi : le processus d’élimination des stratégies domim&eenduit pas forcément a un résultat, alors
gue I'on peut obtenir un équilibre de Nash, comme le monéesinple suivant :

Exemple 1.10.Soit le jeu G a deux joueurs représenté par la forme normateéde Figurd_L 2.

1 2 A B C
D (2,3)1(1,2)] (0,2
E 1,2)1 (2,3)]| (1,2
F (1,1)| (3,0)] (0,2

Figure 1.12 —Forme normale du jeu de I'exem(ile_1.10
Dans ce jeu, aucun joueur n'a de stratégie strictement obldaient dominée. Pourtant, il y a un
équilibre de Nash : le profil de stratégies DA.

Etudions a présent des concepts de solution pour des jegéiaids (notion de coeur, appelé aussi
noyau ou core).
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1.3.3 Coeur

Les jeux pour lesquels il est possible de calculer le cceurrsprésentés FigufeT113.

Somme nulle Somme non nulle
—Coop. Coop. —Coop. Coop.
Util. transf. | Util. —transf. Util. transf. | Util. —transf.
Statique ceeur ceeur caeur caeur
Dynamique

Figure 1.13 —Taxonomie des jeux : Domaine d'application du cceur

Le coeur, ou noyau, d'un jeu est un concept de solution poyelescoopératifs. Informellement, une
issue d'un jeu appartient au cceur de ce jeu si aucune coaliéigpeut améliorer le paiement (utilité)
de tousses membres, et donc aucune coalition n'a intérét a dévest{@-dire changer sa stratégie
commune).

On peut introduire ici deux définitions du cceur d’'un jeu daalnel, une pour les jeux a utilités
transférables, et une pour les jeux dont les utilités ne pastransférables :

1.3.3.1 Utilités transférables

On note(x;)ien le profil de paiement (ou répartition) d’'un jeu coopératifx; représentant le paie-
ment obtenu par le jouelr On notex(C) = Yi-cX la somme des paiements des membres de la
coalitionC (voir par exemplel[Osborne et Rubinstein, 1994]).

On dit qu’un profil de paiemen(;)icn estC-réalisable si x(C) = v(C) (rappelons que la fonction
v représente la fonction caractéristique du jeu, voir dédimz2 (pag€_T3)). Il esialisable s'il est
N-réalisable.

Définition 1.10. Le coeur (ou noyau) d’un jeu coalitionnel a utilités transférable@N,v) est I'en-
semble des répartition§s; )icn réalisables telles queC C N, x(C) > v(C), ou, de maniere équiva-
lente, telles qu'il n’existe pas de coalition C et de répaoti C-réalisable(y; )icy OU Y > X; pour tout
ieC.

Exemple[I3 (pagél4) — suite :
x Majorité simple Le profil de paiement doit respecter les équations suigante
Vi,x >0
X1+ X2+ X3 > 1car on aainsi XC) = x3 + X2 + x3 > v(C)
X1+X%X>1 = Coeur=g
X1 +X3>1

Xo+X3>1
+ Unanimité Le coeur réunit les profils de paiements tels que :

Coeur= {(x1,X2,X3) : X1 + X2 + X3 = 1,Vi,x > O}
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x Le joueur 2 a un droit de vetde profil de paiement doit respecter les équations suigante
Vi, x >0
X1+X+Xx3>1
X1+X%X >1
Xo+X3>1

x Le joueur 2 est dictateute profil de paiement doit respecter les équations suigante
Vi,x; >0

Xp+X+x3>1

X1+Xx >1 = Cceur={(0,1,0}

Xo+X3>1

Xo>1

= Cceur={(0,1,0}

1.3.3.2 Utilités non transférables

Il existe plusieurs facons de définir le noyau d’'un jeu coafia utilités non transférables : la pre-
miere définition est semblable a celle du ccaeur pour les jeex atilités transférables. La seconde est
la suivante :

Un profil de stratégies est dans le noyau d’'un jeu coalitionnel si et seulement sieikiste pas
de coalitionC telle que tous les membres de cette coalition ont une steat&@gmmune qui leur
permet atous d’obtenir une meilleure utilité qu'aves (voir par exemple [Aumanrn, 1967; Owen,
1982; Myersan, 1991]).

Définition 1.11. Lecceur(ounoyau) d'un jeu coalitionnel a utilités non transférables esns&emble
des profils de stratégies=s (sy,...,S) tels gu'il n’existe pas de coalition € N et de § € & tels
quevi € C,Vs_c € S ¢, Ui(s,S¢c) > Ui(S).

Exemple 1.11.Soit le jeu G a trois joueurs représenté par la forme normalerde Figuré_1.14.

3:E 3:F
2 2
1 C D 1 C D
A (3,3,3)| (4,1,0 A (3,2,1)|(1,3,2)
(5,0,0)| (2,5,2) B (1,0,1)| 4,2,1)

Figure 1.14 —Forme normale d’un jeu coopératif a utilités non transflasb

On aici : Ceeur ={(ACE)}. En effet, il n’existe pas de coalition qui permette a tossjteieurs de
cette coalition d’obtenir une meilleure utilité :

x C = {1}. Sildévie et joue B, il existe ung = DE tel que u(ACE) > u;(BDE).
x C = {2}. Si2 dévie et joue D, il existe ung = AE tel que w(ACE) > u;(ADE).
x C={3}. Si3dévie et joue F, il existe un.g = AC tel que y(ACE) > u; (ACF).
* On raisonne de méme pour<€{1,2},C={1,3},C={2,3} etC={1,2,3.
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1.3.4 Equilibres parfaits de Selten

Les jeux pour lesquels il est possible de calculer I'éqrélibarfait de Selten sont représentés Fi-
gureT.Th.

Somme nulle Somme non nulle
-Coop. Coop. -Coop. Coop.
Util. transf. | Util. —transf. Util. transf. | Util. —transf.
Statique
Dynamique| Selten Selten Selten Selten Selten Selten

Figure 1.15 —Taxonomie des jeux : Domaine d’application de I'équilibesfpit de Selten

Exemple 1.12. Soit le jeu dynamique en information parfaite représentésgorme extensive par la

VANV

(3,0) (1,1) (2,1) (2,0)

Figure 1.16 —Forme extensive d’un jeu dynamique en information parfaite

Le joueur2 a deux stratégies possibles : H et B. Le jou2uqui joue apréd, a 2 stratégies possibles
selon le choix dd.: s, = [s2(H),s2(B)].

Comment doit-on jouer ce jeu? Le principe consiste a raisoen remontant panduction vers
I'amont (backward induction) : on raisonne en sens contraire de faéredont le jeu va effective-
ment se dérouler.

Dans I'exempl&L12, le joueur 1 se dit “si je jodealors 2 va joueB de sorte que mon gain sera égal
a2;sijejoueB, 2 joueraH et mon gain sera de 1”. Dés lors, si 1 suppose que 2 choisirailaume
réponse a la seconde étape, il choisira la premiére. On admet que lorsque c’est au tour du joueur
2 de jouer, il choisit la meilleure réponse pour lui-mémeaeos s,(H) = B et 5,(B) = H. En
conséquence, sachant que le joueur 2 se comporte de mapiiénale a la seconde étape, le joueur 1
intégre cette information, et choisit une action optimaleditionnellement au comportement optimal
de 2.

A chaque étapg, les stratégies du sous-jeu sont définies comme celles duif@ll. La seule dif-
férence est que I'histoire a considérer pour les étapeggedtes est donnée patr: s|h' est la
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restriction des, imposée par I'histoirért. On dit alors ques = (s1,%,...,5) est unéquilibre par-
fait de Selten (ou subgame perfect Nash equilibriurn, [Selten, 1965]) siyrgoute histoirent, la
restrictions|ht est un équilibre de Nash du sous-iB(h').

Exemple 1.13.Soit le jeu dynamique représenté sous forme extensive [Faguae[1.1T.
1
R
2 2

(3,0) (3,1) 4,1) (3,2

Figure 1.17 —Forme extensive d’un jeu dynamique

Ce jeu sous forme extensive a trois sous-jeux : le premide gsti lui-méme, puisque tout jeu est un
sous-jeu, le second commence aprés A, et le dernier aprés B.

La forme extensive du sous-jeu commencant aprés A, et sa fanmmale associée sont les suivantes :

2
c | D

C D

/ \ 3.0 @31

(3,0) 3,1)

Ce sous-jeu a un équilibre de Nash : D, que I'on notei@R car 2 jouera D sil joue A auparavant.

La forme extensive du sous-jeu commencant apres B, et sa fammmale associée sont les suivantes :

2
E F
E F
4,1 32

4,1) (3,2

Ce sous-jeu a un équilibre de Nash (B).

Dans le jeu complet, le jouelr a 2 stratégies possibles : A et B. Par contre, le jou@uen a4 :
C(A)E(B) qui signifie que2 joue C sil joue A, et E sil joue B, JA)F(B), D(A)E(B) et D(A)F (B).
La forme normale de ce jeu est :

2

Ce jeu a3 équilibres de Nash :
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x (A,D(A)F(B)) est un équilibre parfait de Selten :(B) et F(B) sont des équilibres de Nash

des sous-jeux associés.
x (B,C(A)F(B)) n'est pas un équilibre parfait de Selten (&) ne sera pas joué dans le sous jeu

commengant aprés A, ce n'est donc pas un équilibre de Nash sleus-jeu.
x (B,D(A)F(B)) est un équilibre parfait de Selten :(B) et F(B) sont des équilibres de Nash

des sous-jeux associés.
Ce jeu a don équilibres parfaits de Selten(A,D(A)F (B)) et (B,D(A)F(B)).

1.3.5 Récapitulatif

Nous pouvons a présent récapituler les concepts de jeu giseavons vu en fonction des types de
jeux auxquels ils peuvent étre appliqués dans le tableagsepté Figure_1.18.

Somme nulle Somme non nulle
-Coop. Coop. -Coop. Coop.
Util. transf. | Util. —transf. Util. transf. | Util. —transf.
Statiqgue | Nash/Dom coeur coeur Nash / Dom coeur coeur
Dynamique Selten Selten Selten Selten Selten Selten

Figure 1.18 —Taxonomie des jeux : Domaine d’application des concept®hgien
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Comme nous I'avons vu dans la sectionl 1.2 (dagde 16), les dedesnde représentation usuels des
jeux (forme extensive et forme normale) coincident poujdes statiques. Cette représentation ne fait
pas I'économie de la description explicite de la fonctioutitité de chaque agent. Or, cette descrip-
tion est de taille exponentielle en fonction du nombre dage par exemple, $i agents ont chacun
un choix entre deux actions possibles, il faudra spéaifie2” valeurs numériques ; si deux agents
contrélent chacun un ensemble devariables booléennes (il suffit de penser a de telles vasabl
comme a des boutons que I'agent peut choisir d’enfoncer o)y shaque agent &&tratégies pos-
sibles et il faudra donc expliciters2 (2P)? = 22P+1 valeurs numériques.

Cette explosion combinatoire est encore plus flagrantguéaida fois I'ensemble des agents et I'en-
semble des stratégies pour chacun des agents sont dengutbet@ante. Il devient alors déraisonnable
de spécifier les fonctions d'utilité de maniére expliciteistant les valeurs pour chague combinaison
de stratégies. Il est tout aussi déraisonnable de penseoipcalculer des propriétés du jeu en appli-
guant un algorithme nécessitant une énumération exptieisecombinaisons de stratégies. Pensons
par exemple au calcul des équilibres de Nash en stratégies pce calcul nécessite, dans le cas des
jeux précédents, et dans le pire des cas, un temps de caltuidie den x 2" (pour le jeu an joueurs
avec 2 actions chacun) et dex2P x 22P = 23P*1 (pour le jeu a deux joueurs contrdlant chaqun
variables booléennes).

D’un autre c6té, une sous-branche de I'intelligence aidifie s’'intéresse aux langages de représenta-
tion compacte de préférences (ordinales ou numériques)laBigages permettent une représentation
concise de relations de préférences, ou de fonctions itButdur un ensemble de conséquences qui
posséde une structure combinatoire (c’est-a-dire un reduésien de domaines de valeurs finis
pour un ensemble fini de variables), en exploitant dans uge laesure des propriétés structurelles
des relations de préférences (comme l'indépendance entiigite entre variables). En particulier,
lorsque les variables en jeu sont binaires, ces langagedauiés sur la logique propositionnelle,
dont ils héritent I'expressivité et les méthodes algoritiues (pour la déduction et la recherche de
modeles, notamment). L'expressivité et le pouvoir de coni des langages de représentation lo-
gique de préférences sont étudiés dans [Coste-Maetails 2004] et leur complexité algorithmique
dans|[Lang, 2004].

Partant de 1a, puisque la spécification d’'un jeu statiquessite la description des préférences des
agents, il apparait naturel de représenter de tels jeuxleyant des langages de représentation com-
pacte de préférences. Il existe déja plusieurs cadres dépbaux problemes que nous avons posés
plus haut, notamment les langages graphiques que nousitenéses dans le chapitié 4 (pdgeli21).
Nous avons choisi ici d’étudier le cas ou chaque agent dentrdoensemble fini de variablesaires:

31



Jeux booléens

lesjeux booléengHarrensteiret all, 2001; Harrenstein, 2004a]. Cela permet non seulemente si
plifier les jeux, mais aussi d'utiliser un langage logigueelgrésentation compacte des préférences.

Un jeu booléen est un jeu a deux joueurs et a somme nulle, ¢didond’utilité du joueur 1 (et donc
celle du joueur 2 qui est son oppose€) est représentée paoumalé de la logique propositionnelle,
appelégorme booléenneéu jeu. Aprés avoir donné une description (simplifiée) deg jgooléens,
nous montrerons que ces jeux booléens peuvent facilenrerg@&téralisés de maniere a représenter
des jeux avec un nombre arbitraire de joueurs et & somme rilen mais en gardant I'hypothese
gue les préférences de chaque joueur sont représentéesepfarmule propositionnelle unique, ce
qui ne permet de représenter que des utilités binaires. Wausns alors comment des outils simples
issus de la logique propositionnelle permettent de caiaetécertaines propriétés du jeu, et nous
donnerons quelques résultats de complexité algorithvﬂique

2.1 Introduction aux jeux booléens

Dans cette section, nous allons faire un rapide état ded&steux booléens tels qu'ils ont été intro-
duits par Harrenstein, van der Hoek, Meyer et Witteveen {ldagensteiret all, |2001; Harrenstein,
20044].

Un jeu booléen sur un ensemble de variables propositi@s¥élest un jeu a deux joueurs, 1 et 2, a
somme nulle, ayant les spécificités suivantes :

x |les actions que peuvent entreprendre les deux joueursstamisa donner une valeur de vérité a
des variables d¥ ;

x les fonctions d'utilité des deux joueurs sont représendéasioyen d’'une formule proposition-
nelle ¢ formée sur les variableg, appelédorme booléennedu jeu.

¢ représente le but du joueur 1 : I'utilité de celui-ci QSIE lorsqued est satisfaiﬂ(et alors le joueur
1 gagne), et-1 sinon (et c’est alors le joueur 2 qui gagne). udtités sont dondinaires: il n'y en
a que 2 possibles, 1 etl.

Le jeu étant a somme nulle, nous aveps= —u; et le but du joueur 2 n’est autre qu@. Le jeu n'a
donc que deux issues possibles : la victoire de 1 ou celle de 2.

Pour construire ces jeux booléens, [Harrensstiall, [2001; Harrensteirl, 2004a] commencent par
définir deux jeux booléens atomiques, dénotéslpat 0. Le premier est gagné par 1, tandis que
le second est gagné par 2, sans qu'aucun des joueurs n'ahdrprla moindre décision. Des jeux
booléens plus complexes sont ensuite construits récamsivea partir de ces jeux atomiques et d’'un
ensemble de variables propositionnelles, que I'on apeltlariables de décision binaires. Chaque
variable de décision est contr6lée de maniere exclusivéd'ypaides deux joueurs. Pour tous jeux
booléengyy et g, et pour toute variable de décisianil existe un autre jeu booléen dénetéyp, g;).
Dans le jela(g,01), c’est au joueur qui contréle la varialdede décider de la valeur a laquelle il veut
I'assigner. S'il choisit d'assignea a vrai (resp. faux), alors le jeu continue aggdresp.gp). Un jeu
booléen est alors défini formellement comme suit :

ILes résultats donnés dans ce chapitre ont fait I'objet deigalis publications | [Bonzoet all, [2005) 2006k, 2007a].
20n notera alorsiy = 1.
3Une formule booléenne est satisfaite si et seulement sifaufie est vraie.
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Définition 2.1. Soit A un ensemble fini de variables propositionnlles{&tl} les deux joueurs.
L'ensemble deformes booléennes suA est le plus petit ensemblé A) tel que :

x {0,1} C B(A)
x siae Aetghe B(A), alors &g,h) € B(A).
Un jeu booléen surA est un coupl€g, ), ou g est une forme booléenne, Teest unefonction

d’affectation de contréle (i: A — {0,1}), qui associe a chaque variable le joueur qui la controle
(chaque variable étant contrdlée par un et un seul joueur).

Exemple 2.1. Soit V= {a,b,c} un ensemble de variables propositionnelles. $@it2 deux joueurs
ayant pour buts §; = (a< b) vV (-aAbA —cC), o2 = =1 = (maAbAcC) vV (aA—b).

Le joueurl contrble les variables a et c, tandis g@eontrole la variable b.

La représentation proposée par Harrenstein dens [Harremgti2004a] de ce jeu booléen est donnée
en figure[Z1L. Sur cette figure, la fleche gauche partant du nogadrésente la mise a faux de x,
tandis que la fleche droite représente la mise a vrai de x.

/N

b b
1/ \C 0/ \1

1/ \0

Figure 2.1 —Jeu booléerta, (b(1,¢c(1,0)),b(0,1)))

Comme l'ont constaté Dunne et Van der Hoek [Dunne et van dekH®004], cette construction
basée sur un modele dynamigue n’est pas nécessaire. Er’bffipdthese disant que les stratégies
des agents sont choisies en parallele (c’est-a-dire san$iquobserve la décision de I'autre) est
implicite. Cette forme extensive, sous forme d’'arbre, estcdinutile. La représentation sous forme
normale, qui correspond a celle d’'un jeu statique, est ig$ gimple, et a 'avantage de montrer
clairement quel joueur gagnera a chaque issue du jeu .

Exemple[Z1 — suite La forme normale du jeu boolédi, (b(1,c(1,0)),b(0,1))) est représentée
Figure[Z2 (page suivante).

[Harrenstein|, 2004a, Section 8.4 (page 191)] introduile¥gant des “jeux d'évaluation distribués”
qui généralisent les jeux booléens en introduisant un nergbelconque de joueurs et des préfé-
rences non binaires représentées par des ensembles déeforidaus ne considérerons pas cette
généralisation dans ce chapitre, mais elle sera étudiéesplavant dans le chapifte 3 (page 69).

2.2 Jeux booléens a joueurs : définitions et exemples

Avant de revenir plus en détail aux jeux booléens tels qolilsété définis dans [Harrenstashall,
2001;Harrensteir, 2004a], nous allons d'abord les géséraén nous intéressant a des jeur a
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b b

ac 1,01 (,1)

ac (1,0)| (0, 1)

ac 0,1)| (1,0)

ac (1,0)| (1,0)

Figure 2.2 —Forme normale du jeu boolé€n, (b(1,c(1,0)),b(0,1)))

joueurs et a somme non nulle. Nous verrons ensuite que le éadlié par [Harrenstegt all, |2001;
Harrenstein, 2004a] est un cas particulier de ce cadre glérgl.

Commencons par formaliser la notion de jeu booléenj@ueurs. Etant donné un ensemble de va-
riables propositionnelle¥, un jeu booléen suy est un jeu an joueurs pour lequel les actions

disponibles de chaque joueur consistent a assigner uner\@gevérité a toutes les variables d'un
sous-ensemble donné ¥e Les préférences de chaque jouéwont représentées par une formule
propositionnellep; formée sur les variables dé

Définition 2.2. Un jeu booléen an joueurs est un 5-upletN,V,m,T',®), avec

N = {1,2,...,n} I'ensemble des joueurs (appelés aussi agents) ;

V un ensemble de variables propositionnelles ;

1: N — V une fonction d’affectation de contréle ;

I' ={v1,...,¥n} 'ensemble des contraintes, chaqyeétant une formule propositionnelle de
L) satisfiable ;

x ®=1{b1,...,0n} 'ensemble des buts, chaqeétant une formule de\Lsatisfiable.

EEE I S S

Un 4-uplet(N,V,m,T), avec NV, T definis comme ci-dessus est appelétérjeu booléen

La fonction d’'affectation de contréla associe a chaque joueur les variables qu’il contréle. Oa not
15 I'ensemble des variables contrélges le joueuti. Chaque variable est contrdlée par un et un seul
joueur. Ainsi,{1y,...,T,} forme une partition d¥ .

Chaquey; représente ici les contraintes d’'un agent sur I'ensembdevedables qu'il contrble. Ce
choix de représentation est assez intuitif : en regle géndes contraintes d’'une personne reposent
sur les actions qu'il lui est possible d’effectuer. Si unentles contraintes pése sur une action d’'un
autre joueur, je ne peux pas étre assurée de la respecteestgpas de mon ressort. Ainsi, cette
représentation des contraintes permet de respecterpémitance des agents : chaque agent gére ses
variables, et les contraintes qui y pésent, sans étreditbud’'un autre agent pour cela.

L'utilisation des jeux booléens permet d’avoir une repnéston compacte du probléme. Pour illus-
trer ce propos, nous allons utiliser une variante de I'exefd (pag€70) du dilemne des prisonniers :
nous considérons igi prisonniers qui ne peuvent bénéficier que d'un seul type chéseede peine
afin de simplifier le probléme.

Exemple 2.2.Dans le jeu simplifié du prisonnier a n joueurs, n détenusgebt. ..,n) sont empri-
sonnés dans des cellules séparées. La police fait a chaeux ¢¢ méme marché :
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"Tu as le choix entre couvrir tes complices en te taisant§igti = 1,...,n) ou les trahir

en les dénoncant (notéT;, i = 1,...,n). Si tu les dénonces, tu auras une remise de peine
et tes partenaires purgeront le maximum (sauf si I'un d’éaxdénonceé aussi, auquel cas

il bénéficiera comme toi d’'une remise de peine). Mais si vows couvrez mutuellement,
VOUS aurez tous une remise de pEihe

La représentation de ce jeu en forme normale pouf B est la suivante :

2 2
T _‘T -
1 2 2 1 T2 T2
T 1,1,1)| (0, 1,0) T 0,0,1)| (0,1, 1)
_‘Tl (11 01 0) (11 1! O) _‘Tl (11 O! 1) (11 1! 1)

Dans cette forme normale, les n-uplets (ici des triplets)ramt le résultat obtenu par les n joueurs
dans 'ordre : (résultat joueud, résultat joueur2, ...). LeO (resp.1) signifie que le joueur concerné
perd (resp. gagne).

On constate ici que pour n prisonniers, on aura une matricedinmensions, chaque dimension étant
égale a 2, don@" n-uplets a spécifilr

Or, ce jeu peut étre traduit trés simplement par le jeu baole= (N,V, T, ®) suivant :
N={1,2,...,n},

V={T,....,Ta},

Vie{1,...,n}, 5 = {Ti},

Vie{l,...,n},yy =T, et

Vie{l,...,n} i = (MLATA...ATy) V—T,.

E S R S S

L'utilisation des jeux booléens permet donc de réduire daiéra trés significative la taille de la
représentation du probleme.

Définition 2.3. Soit G= (N,V,,I',®) un jeu booléen. Unstratégie s pour un joueur i de G est
uneTg-interprétation satisfaisany;. L’ensemble des stratégies du jouedrest représenté par; S
{s €2T[s Evi}.

Un profil de stratégiess pour G est un n-uplets (s;,...,S,), avec pour tout i, s€ §. S= § x
... X § estI'ensemble de tous les profils de stratégies.

En d’'autres mots, une stratégie pour le jouieest une affectation a vrai ou faux des variables qu'il
contréle. Pour chaque joueury; est 'ensemble des contraintes restreignant I'ensemldepdils
de stratégies possibles pour ce joueur.

Pour tout ensemble non vide de joueurs (appekdition) | C N, la projection des surl est définie
pars = (s)icl. Sil = {i}, la projection dessur{i} est dénotée pay au lieu desy;; .

4L’emploi de préférences binaires ne nous permet pas icipdieer le fait qu'un prisonnier préfére la situation dans
laquelle il dénonce ses complices tandis que les autresulreat & la situation dans laquelle tout le monde couvre tout
le monde, elle-méme préférée a la situation dans laqueltdeéanonde dénonce. Pour faire cela, nous aurons besoin d’'un
langage plus sophistiqué, cf. Chaplite 3 (pade 69).

50u un arbre binaire &%euilles si on utilise une représentation sous forme ektens
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Comme décrit en sectidn T.T1.1 (péagé 10), les notationarsigis sont usuelles en théorie des jeux.
Soits= (sy,...,%) ets = (s,...,s,) deux profils de stratégies.

On notes_; le profil de stratégies s privé de la stratégie du joueusi; = (51, ..., S-1,S+1,--- S)-
On note(s_,s) le profil de stratégies s dans lequel on a remplacé la stratéigi joueur i par celle
du profil S : (s.i,5) = (s1,%,---,5-1,5,S+1,---,S). Similairement, sl C N, on notes_; = SN\I -

Ty représente I'ensemble des variables controlées, g | = . Sil = {i}, on notert; I'en-
semble des variables contr6lées par tous les joueurs sajafukur i: T ; =V \ 15. {1T4,...,Th}
formant une partition d¥, un profil de stratégies est une interpretation poi, i.e. s 2¥. !
représente la fonction inverse te

L'ensemble des stratégies d& N est dénoté pa§ = xi¢ S, et 'ensemble des buts deC N par

D1 = Aier i
Etudions I'exemple suivant pour illustrer ces notions.

Exemple 2.3. Soit G= (N,V,,T,®) un jeu booléen, avec

V ={ab,c}, N={1,2},
™ = {a,b} et = {c}.
vi=-av-b,y=T
1= (a<b)V(-arbA-c),
x ¢ = (—-anbAc)V(an-b),
Le joueurl a trois stratégies possibles j,s= ab, 5, = ab, 5, = ab. La stratégie ab ne satisfait pas
les contraintes du jouelt, et donc n’est pas une stratégie acceptable.

* X K X

Le joueur2 a deux stratégies possiblesy; s=cou $, =T.
G posséde donc 6 profils de stratégies== $abc, abc, abg alc, abe, abc} .

Les profils de stratégieabc, alc etabc donnent la victoire &, tandis que hc, &t etabc permettent
a 2 de gagner.

Le butd; du joueuri est une relation de préférence dichotomique et compaatesspmndant donc a
une fonction d'utilité binairﬁ: un joueur est satisfait, et a une utilité de 1, si et seulement si son but
¢; est satisfait. Il a une utilité de 0 sinon. Les b{{¢s,i = 1,...,n} jouent donc le role des fonctions
d’utilité.

Définition 2.4. Pour chaque joueur i, ldonction d'utilité induite par le but de ce joueur est la
fonction 4 : S— {0, 1} telle que :

) OsisE o
u,(s)—{ 1sisk= o

Nous avons :

* sestau moins aussi bon ggleouri, dénoté pas’-; s, siu;(s) > ui(s'), ou de fagon équivalente
sisE —¢; impliqgues' = = ;
* sest strictement meilleur quepouri, dénoté pas -; S, siu;(s) > ui(s), ou, de fagon équiva-

lente,s = ¢; ets' = —d;.

6Nous verrons comment lever cette contrainte dans le cefpiinag€do).
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* i est indifferent entres et s, dénoté pas~; S, sis>; s ets >; s, ou de fagcon équivalente si
sE ¢; si et seulement & = ¢;.

Définissons a présent la notion de stratégie gagnante pgauear.

Définition 2.5. Soit G= (N,V,m,T,®) un jeu booléen, ave® = {¢1,...,¢n}, et N={1,...,n}. La
stratégie sest unestratégie gagnantepour le joueur i si, quels que soient les choix effectués par s
adversaires, i est sir de gagner en choisissant cette gimté

Vs.i€S.,(si,8) = ¢i

2.3 Graphe de dépendance entre les joueurs

De nombreuses structures graphiques sont cachées dans boojéen : la satisfaction de chaque
joueuri dépend des joueurs qui contrélent des variablegidd est donc possible de représenter
graphiquement les dépendances entre joueurs en utilgsaature syntactique des buts. Intuitivement,
si le but d'un joueuii ne dépend d’aucune variable contrdlée par le joyeafors la satisfaction de

i ne dépendra pas directement deToutefois, ce n'est qu'une condition suffisante : il se pgug
I'expression syntactique dg contienne une variable contrblée garmais que cette variable ne joue
aucun réle dans la satisfaction ¢ig comme c’est le cas pour la variabfelansd; = xA (yV —y).
Nous utiliserons donc une notion plus forte d’'indépendartee une formule et une variable que la
simple notion d’indépendance syntactique [Lang et Mar@i898a| Langet all, [2003].

Définition 2.6. Une formule propositionnellé estindépendanted’une variable propositionnelle x
s'il existe une fornulep logiguement équivalentedaet dans laquelle x n'apparait dis

Définition 2.7. Soit G= (N,V,T,,®) un jeu booléen. L’ensemble deariables utiles pour un
joueur i, dénoté par RM(i), est 'ensemble de toutes les variables V telles que; n’est pas
indépendante de v.

Pour faciliter les notations, 'ensemble des variableesitpour un joueur dans un jeu boolée®
sera notéRV au lieu deRV;(i). On peut a présent facilement définir I'ensemble jdegurs utiles
pour un joueui comme étant I'ensemble des joueurs contrélant au moins anieble deR\,.

Définition 2.8. Soit G= (N,V,I',1,®) un jeu booléen. L'ensemble deseurs utiles pour un joueur
i, dénoté pﬂ RR, est 'ensemble des joueursEjN tels que j contréle au moins une variable utile
dei:RR=Uycry T (V).

Exemple 2.4. Axel, Kevin et Virginie sont invités a une féte. Axel veutar.aKevin aussi, mais si et
seulement si Axel y va. Quant a Virginie, elle voudrait yratiee Kevin y aille mais pas Axel. Cette
situation peut étre modélisée par le jeu booléer-GN,V,T', 1, ®), défini par

x N={1,2,3, Axel étant le joueul, Kevin le2 et Virginie 3;

7|l existe une caractérisation sémantique équivalenteidedpendance entre une formule et une variable [letrai,
2003] :¢ estindépendante des'il existe une interprétatiostelle ques = ¢ et switch(s,x) = ¢, ou switch(s, x) est obtenue
en changeant la valeur dedanss, et en laissant les valeurs des autres variables inchangées

8Comme précédemment, I'ensemble des joueurs utiles powuewii dans un jeu booléed devrait étre not&Rs (i).
Pour faciliter les notations nous écrirons simplenfRit
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V = {a,b,c}, ou a signifie 1 va a la féte”, et de méme pour b 2tet pour c e;
pour chaque iy, = T ;

m = {a}, e = {b}, 3 = {c};

b1=a,

x bp=a—bet

x b3 =-aAbAc.

* Xk K

*

On peut voir que la satisfaction d’Axel ne dépend que de Brney celle de Kevin depend de la
décision d’Axel et de la sienne, tandis que celle de Virgiigipend des décisions de tous les joueurs.

Ona:R\ = {a}, R = {a,b}, R = {a,b,c}, RR = {1}, RR = {1,2}, RR = {1,2,3.

Cette relation entre les joueurs peut étre vue comme un g@jdnté contenant un nceud pour chaque
joueur, etun arc dea j si j € RR, c’est-a-dire sij est un joueur utile polir

Définition 2.9. Le graphe de dépendance d'un jeu boolée® = (N,V,T, 1, ®) est un graphe
orienté’? = (N,R), avecvi,j € N, (i,j) € R (dénoté par R, j)) si j € RR.

R(i) est donc I'ensemble des joueurs nécessaiigsoar satisfaire son butj:€ R(i) si et seulement
si j € RR. Il faut pourtant remarquer que<c R(i) nimplique pas que a besoin de pour que son
but soit satisfait. Par exemple,1si = {a}, T, = {b} et$; = aVv b, alors 2¢ R(1). Pourtant, 1 a une
stratégie lui permettant de satisfaire son but (en me#tantrai) et n’a donc pas besoin de 2.

La fermeture transitive d@ est notédR*. R (i, j) représente le chemin da j dansR. R*(i) représente
donc tous les joueurs qui ont une influence directe ou indireari. R*~1(i) représente tous les
joueurs sur lesquelsa une influence directe ou indirecte.

Exemple[Z.2 (page précédente), suite :Le graphe de dépendandinduit par G est représenté

figure[2Z.3. E

Figure 2.3 —Graphe de dépendance du jeu de la féte

* RY(1)={1,2,3,R2)={2,3}, R1(3) = {3}.
* R'(1) ={1},R(2) = {1,2} et R(3) = {1,2,3.
« RY1) ={1,2,3, R1(2) = {2,3} et R"1(3) = {3}.

Propriété 2.1. Tout graphe de dépendan# = (N,R) représente au moins un jeu booléen=G
(N,V,T, 1, ®).

Preuve :

Soit? = (N,R) un graphe de dépendance. SBit= (N,V,T,,®) un jeu booléen,
avecV = {vi,...,Wn}, Vi € N, 15 = {vi }, et pour tout, y; = T.

Les buts deG sont construits comme suit/i € N, Vj tel quej € R(i), alorsd; =
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AjVj- Si Aj tel quej € R(i), alors; = T.
Le jeu construit de cette facon est un jeu booléen.

Onintroduit a présent la notion d’ensemble stable afin d@tgr au mieux ce graphe de dépendance.
Un ensemble de noeulsest stable pour une relatiddisi tous les arcs dR partant d’'un nceud dB
atteignent un autre noeud BeL'ensemble des joueurs utiles d'un ensemble stBtdent les joueurs
dansB.

Définition 2.10. Soit G= (N,V, 1. I',®) un jeu booléen. B N eststablé] pour R si et seulement si
R(B) C B, c’est-a-dire Vj € B, Vi tels que i€ R(j), alors i € B.

On remarque facilement que et N sont des ensembles stables, et que I'ensemble des ensembles
stables pour un jeu booléen est fermé pour I'union et I'sgetion. Ces quatre propriétés caractérisent
complétement I'ensemble des coalitions stables pour ubgeiéen.

Propriété 2.2. SoitC c 2N. Il existe un jeu booléen G tel queest 'ensemble des ensembles stables
de G si et seulement gl satisfait les quatre propriétés suivantes :

1. g€,
2. NeC;
3. SiB,Be CalorsBUB € C;
4. SiB,Be CcalorsBNB € C.

Preuve : Grace a la propriéted.1 (page ci-contre), il suffit de margreil existe
une relationR sur N telle que( est 'ensemble des ensembles stables [posiret
seulement s{ satisfait (1)—(4).

= @ etN sont évidemment stables pdrr

Si B et B’ sont stables, aloR(B) C B etR(B’) C B'. Donc,R(B) UR(B') C
BUB'. Par définition,R(B) = {j|3i€ B: j € RR} etR(B') = {j|3i € B':
j € RR}. Donc,R(B)UR(B') = {j|3i € BUB' : j ¢ RR} = R(BUB'). Alors,
R(BUB') CBUB', etBUB' est un ensemble stable.

Si B et B’ sont stables, aloR(B) C B etR(B’) C B'. Donc,R(B) NR(B') C
BN B'. Par définition,R(B) = {j|3i€ B: j € RR} etR(B) = {j|3i € B':
j € RR}. Donc,R(B)NR(B') = {j|di € BNB': j € RR} = R(BNB'). Alors,
R(BNB') C BNB', etBNB' est un ensemble stable.

< Soit C un ensemble de coalitions satisfaisant (1)—(4). PouritaUtl, soit X; le
plus petit ensemble dé contenant : X; = N{B € C|i € B} (puisque(C est
fermé poum, nous avonsg € C). Construisons a préseRttel que pour tout
i,j €N, (i,j) € Rsietseulement si € X.

On veut & présent vérifier que pour t&i€ C, B est stable pouR. Supposons
queB € C et queB ne soit pas stable (il existe ure B tel qu'il existe un

9La notion d’ensemble stable que nous définissons ici n'estapméme que celle utilisée en théorie de graphe : nous
ne parlons pas ici des ensembles de sommets deux-a-deuxijacaras.
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j €R(i) etj ¢B). Commej € R(i), on sait par construction deque j € X;,
etdoncj € N{B € C|i € B}, doncj € B, et doncB est stable pouRr, ce qui est
en contradiction avec I'hypothese effectuée.

On montre ensuite que Bi¢ C, alorsB n’est pas stable polR. PuisqueC est
fermé poury, Uicg Xi # B. Donc il existe un € B tel qu'il existek € X; et que
k & B. Par construction dB, R(B) £ B, etB n’est pas stable powR.

On définit a présent la projection d’'un jeu booldarsur un ensemble stable de joueBrs N, afin
de pouvoir décomposer un jeu booléen en plusieurs jeux :

Définition 2.11. Soit G= (N,V,m,T,®) un jeu booléen, et B N un ensemble stable pour R. La
projection de G sur B est définie pargs= (B,Vs, T, I's, Pg), 0U s = UicpTs, Tl : B — Vp telle que
(i) = {vlve 1}, T'g = {vi|i € B}, et®g = {¢i]i € B}.

Propriété 2.3. Si B est un ensemble stablez & (B,Vg, T, I's, Pg) est un jeu booléen.

Preuve : SoitGg = (B, Vs, T, 5, PB).

x B C N estl'ensemble des joueurs,

x Vg = UjepTh. Nous avons évidemmeNg C V, et doncVg est I'ensemble des
variables.

« Nous devons vérifier que chaque ljutpouri € B est une formule déy;, ou
est logiquement équivalente a une formuld_ge
Supposons quéi € B, 3v e Var(¢;) tel quev ¢ Vg. Donc,Vj € B, v ¢ T1;. Soit
k € N\ B tel quev € Ti. Nous savons quee Var(¢;), donc soitp; est indé-
pendant de, et est donc logiquement équivalente a une formule dangliaqu
vV n'apparait pas, soii; n’est pas indépendante deet dans ce casc RV, et
par définitionk € RR. Donc,k € R(i), maisk ¢ B : c’est en contradiction avec
le fait queB est stable.

x T : B— Vp tel quetig(i) = {v|v € i} est 'ensemble des fonctions d’affecta-
tion de contréle des joueurs &

«x I's = {yi|i € B} est 'ensemble des contraintes des joueursBd€omme
chaquey; est une formule propositionnelle dg;, I's est bien défini pour le
jeuGg.

Exemple 2.5.Soit G= (N,V, 1, T, ®) le jeu booléen défini par = {a,b,c}, N={1,2,3}, ;m = {a},
T = {b}, TG = {c}, pour chaque iy, =T, ¢1 =a<— b, p2 =a«— —betps = —c.

Nous avons : Rv= {a,b}, R\ = {a,b}, Ry = {c}, RR = {1,2}, RR = {1,2}, R = {3}.

Le graphe de dépendandede G est représenté figure P.4 (page ci-contre).

Les ensembles de joueurs=B{1,2} et C= {3} sont stables. On peut décomposer GZejeux
booléens :
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S@moRo)

Figure 2.4 —Graphe de dépendance de I'exeniplé 2.5

*x Gg=(B,Vs,mg,I's,Pg),avec B={1,2}, Vg ={a,b}, m=a,To=b,yi=y=T,p1=a«<b,

* Gc = (C,\Ve, e, T, ®c), avec C= {3}, Ve = {c}, T =C,y3 = T, p3 = —C.
Cette décomposition nous permet ainsi d’étudier deux jdusxgmples, @ et G, plutét que d’étu-

dier le jeu G. Nous verrons dans la suite que nous pouvons eafsuler les équilibres de Nash sur
les sous-jeux plutdt que sur le jeu complet.

2.4 Concepts de solution : équilibres de Nash et stratégiesminée@

2.4.1 Equilibres de Nash

La définition des équilibres de Nash en stratégie pures (RNHE) les jeux booléensrajoueurs est
la méme que la définition classique en théorie des jeux (Muap@rel, Définitio 115 (padell9)), en
ayant a 'esprit que les fonctions d'utilité sont induites fes buts des joueuts, ..., ¢n.

Rappelons qu’'un équilibre de Nash est un profil de stratéglepie la stratégie de chaque joueur est
une réponse optimale aux stratégies des autres joueursjdeirés un exemple simple.

Exemple 2.6. Soit G= (N,V,,T,®) un jeu booléen avec

x V ={ab,c}, N={1,2,3, pour touti,yy =T,
x T = {a}, = {b}, 3= {c},

* 1= (—aVv (aAbA-c)),

x po=(a— (b—c))et

x 3= ((aA—-bA—-c)V(-aAbAcC)).

On peut a présent construire la forme normale de G :

stratégie de3: c stratégie de3: T
2 = 2 _
1 b b L b b
a (1,1,0)| (1,0,2) a (1,0,0)| (1,1,0)
a (0,0,0)| (0,1,0) a 0,1,1)| (1,0,0)

On constate tout d’abord que le jouelirm une stratégie gagnante. En effet, s'il choisit d'instanci
la variable a a faux, alors il est sOr de gagner quels que sdiemchoix de? et 3.

10cCertains des résultats de cette section ont été obtenudlabazation avec Bruno Zanuttini.
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Etudions a présent les équilibres de Nash. Pour cela, il &udier chaque profil de stratégies.
abc: 1, qui controle a, préferabc
abc: 2, qui controle b, préférela
abc: 2, quicontrole b, préfére abc
abc: 2, qui controle b, préférabc
abc: 1, qui contrdle a, préférabc
amc: 3, qui contréle c, préféerabc
abc: Equilibre de Nash (aucun joueur ne préfére un autre profil
abc: 2, qui contrble b, préférabc

Le profil de stratégiesbc est donc le seul équilibre de Nash du jeu G.

Donnons a présent une caractérisation simple des égsilil@®&lash aux stratégies pures.

Propriété 2.4. Soit s€ S. s est un équilibre de Nash en stratégies pures de G si ensent si pour
toutie N,ona:

* S0it si= ¢,
* SOit s = ;.

Cette caractérisation, simple, permet de calculer plutefaent les équilibres de Nash en stratégies
pures des jeux booléens. Ainsi, un profil de stratégissra un PNE si et seulement si, pour chacun
des joueurs, soits permet d’obtenir le but du joueul soit le joueur ne peut obtenir son but si les
autres joueurs maintiennent leurs stratégies.

Preuve : sest un équilibre de Nash en stratégies pure& deet seulement si pour
touti € N et pour touts € § on au;(s) > ui(s_i,s). Or, puisquey;(s) etu;(s_;,5)
ne peuvent prendre que deux valeurs, cette inégalité eisaéente a

VieNetvs € S,ui(s) =1 ouu(s.i,§) =0
c’est-a-dire

VieN soit uf(s)=1 (2.1)
soit Vs € §,u(s.i,§) =0 (2.2)

27 est équivalente = ¢;.
[22 est équivalente'ds € S, (s_i,§) E —¢i, doncs_ = —d;.

Exemple[Z® (page précédente), suite :Nous avons vu que le seul équilibre de Nash de ce jeu est
s=abc. En effet, nous avons :

* s=abck ¢; = (-aVv (aAnbA-C))

* s=abcl= ¢z = (a< (b))

x* Sg=abkE 3= ((—avbvc)A(av-bv-c))

On peut vérifier qu'aucun autre profil de stratégies ne saiti$lune ou I'autre de ces conditions.
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Cette caractérisation des équilibres de Nash en stratggies peut étre encore simplifiée. En effet,
vérifier ques_; = —¢; revient a vérifier qus_; peut inférer-¢; quelles que soieres valeurs prises
par les variables contrélées par le joueuCela évoque la notion de projection d’'une formule sur un
ensemble de variables, qui correspond a I'utilisation dpérateurforget notion qui a été étudiée
par [Lin et Reiter| 1994; Langt all, |2002a] 2003], et qui est rappelée dans le chapitre de owgati
(pagely).

On généralise ici cette notion d’oubli en utilisant la nmatsuivante Vi : ¢ = —dJi: —=¢ qui représente
I'oubli de toutes les variables contrblées par le joueur

Sil'on revient a la seconde équation de la propiiéfé 2.4€magcédente), on voit que I'on a:

SiE-d & siEVi:i-d (2.3)
& (s,84) E Vi (2.4)
& SE Vi, (2.5)

L'équationZB est équivalente a I'équationl2.4 car lesaldeis controlées par le joueiuont disparu
deVi: _‘¢i-

Cela nous permet d'établir le corollaire suivant, qui sifigolla caractérisation des PNE que nous
avons donnée dans la propriEfél 2.4 (page ci-contre) :

Corollaire 2.1. Soit se S. Alors s est un équilibre de Nash en stratégies pures pouetssulement
Si :

sk= A (9iV (Vi:—d))

ieN

Preuve :

Vie N,sk= ¢jous i = —o;
Vi € N,S|= ¢i ous = Vi: —¢;
VieN,sE ¢V (Vi: —di)
SE Aien (i V (Vi : 1))

t o

Exemple[Z® (pagé&41), suite : Comme précédemment, le seul équilibre de Nash de ce jabest
CalculonsV3: —¢3 :

V3: _‘¢3 = _‘¢3:&T N _‘¢3CA—L
((—ravbvT)A(av—-bvL))A((-mavbVv L)A(av-bVvT))
= (av-b)A(—-avb)

On a donc bien :
abck= 01/ P2 AV3: 03

Le graphe de dépendance entraine également quelquespemur les équilibres de Nash.
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Propriété 2.5. Soit G un jeu booléen. Si € N, i ¢ RR alors tout s€ S est un PNE.

Si un joueur ne contrble aucune des variables qui lui sol&syil n’a pas d’influence sur son propre
but, et donc aucune préférence pour une ou l'autre de seégiim Si c'est le cas pour tous les
agents, aucun profil de stratégies n’est préféré, et tousdsne des equilibres de Nash en stratégies
pures.

Preuve : Puisquevi € N, i ¢ RR, aucun joueur n’a d’'influence sur son propre but :

Vs €S, (s,S.i) F ¢ ous_j = —d;. Donc,Vi € N, soits_; = ¢;, soits_j = —¢;.
La propriétd 2K (pade2) s’applique pour teuets est donc un PNE.

Propriété 2.6. Soit G un jeu booléen tel qu# € N, |RR| = 1, et3i € N tel que RP= {i}.
s est un PNE si et seulement/sic N tels que RP= {i}, s= ¢;.

Si chaque joueur d'un jeu booléen ne dépend que d’'un seulijpee qu’au moins un joueur ne
dépend que de lui-méme, les joueurs telsi§Re= {i} seront les seuls a avoir une influence sur leurs
buts, et donc a pouvoir s’assurer que ces derniers sorfadati®Jn profil de stratégiessera donc un
PNE si et seulement s’il satisfait les buts de ces joueurs.

Preuve :

= Supposons queest un PNE efli tel queRR = {i} ets = —¢;.
Par définition d'un PNE, nous avoss; = —¢;. Mais nous savons quRR =
{i}, doncvveVar(s_j),v¢Z Var(¢;).s_i = —¢; n'est alors pas possible. Nous
avons une contradiction.

< Supposons a présent que pour totdl queRR = {i} alorss = ¢;, etsn’est
pas un PNE.
Sisn’est pas un PNE, alordi € N tel ques = —¢; ets_; = ¢;. Sachant que
sk —;, on adondRR # {i}. Vv € T, v— € Var(¢; ). Donc sis = —¢;, alors
S_i = —¢; etsest un PNE; nous avons une contradiction.

Exemple 2.7. Soit G= (N,V, T, 7, ®) un jeu booléen défini par :
x V={ab,c}, N=1{1,2,3,
x pourtouti,yy =T,
x Ty = {a}, = {b}, 3 = {c},
* 01 =a, o, =-aethps=Dh.
Nous avons : RvV= {a}, R\ = {a}, R\ = {b}, RR = {1}, RR = {1} et RB = {2}.

O—e—06

Ce jeu a4 PNEs :{abg abc,alc, abc}. s est un PNE si et seulement $ksh;.
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Propriété 2.7. Soit G un jeu booléen tel que les buts des joueurs soient Eaislduses. Alors G a
toujours un équilibre de Nash en stratégies pures.

De plus, s est un PNE si et seulement si pour teuli tel que Li{d;) N5 # &, s= ;.

Si les buts des joueurs sont tous des clauses, un joueur peatsdit satisfaire son but seul, s'il
contréle une variable de son but, soit il n'a aucune influengesa satisfaction. Tout profil de straté-
gies qui satisfait tous les joueurs contrdlant une varidbl&eur but est donc un équilibre de Nash en
stratégies pures.

Preuve : Soiti € N. Si les buts de tous les joueurs sont des clauses, deux das son
possibles :
 Lit (¢i) N5 # @. Dans ce cag,est sir de pouvoir satisfaire son but, en affec-
tant comme il le souhaite une des variables gu’il contréle.
« Lit(¢;) N5 = . i ne peut rien faire pour satisfaire son but, il est totalement
dépendant des autres joueurs.
Il existe doncs € Stel qu’on ait pour toui € N soits = ¢;, soits_j = —¢;. sest
donc un PNE, et il satisfait pour tou€ N tel queLit (¢;) N5 # &, S| ¢;.
Supposons qu'il existec N tel queLit(¢;) N5 # & ets = —¢;. Dans ce cas le
joueuri a intéret a changer sa stratégie pour satisfaire sorsinst donc pas un
PNE.

Propriété 2.8. Soit G un jeu booléen tel que les buts des joueurs soient esisubes. G a toujours
alors un équilibre de Nash en stratégies pures.

Si les buts des joueurs sont tous des cubes, un joueur péanéies les variables qu'il contrdle de
facon a satisfaire son but au mieux, etil n’a pas d'influencédesreste. Le profil de stratégies construit
de cette fagon est un PNE.

Preuve : Soits € Stel que pour tout € N, s = (¢i ). On a alors pour toute N,
soits = ¢, soits_j = —¢;. En effet, si un joueur a instancié toutes ses variables
au mieux et que son but n'est quand méme pas satisfait, aJast qutre joueur
contréle une variable de son but, et I'instancie d'une fagom satisfaisante pour

Si pour un jeuG, la partie irréflexive d'un graphe de dépendaritest acyclique (c’est-a-dire qu'il
n'y a pas de cycles de longuebir2), nous pouvons utiliser une procédure inspirée de la ‘dodw
sweep procedure” (procédure de recherche en avant) [Bowilall, 11999] pour trouver un équilibre
de Nash en stratégies pures. Regardons comment procédar exemple.

Exemple[Z34 (pagé=37), suite : La partie irréflexive du graphe de dépendarale G, représenté
figure[Z3B (pag€&38), est acyclique.

RR = {1}, et donc un profil de stratégies=s(s;, sy, s3) sera un PNE seulement si le but du jouéur
est satisfait, et donc sis= a.
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2 peut alors choisir sa stratégie, car son but dépend seulexheh et de lui-méme (RP= {1,2}).
Donc s sera un PNE seulement(sj,s;) = (¢2)s,, C'est-a-dire sis=b.

Enfin, le joueur3 a fait le méme raisonnement gieet 2, et donc sait que son but ne sera jamais
satisfait quoiqu’il fasse.

Donc G a2 PNEs :{abc alx}.

Propriété 2.9. Soit G un jeu booléen tel que la partie irréflexive du graphalépendance? de G
soit acyclique. On sait alors que :

1. GaunPNE.
2. sestun PNE de G si et seulement si pour t@Ni,

* SOit (Sre(i)\ (i), S) = ¢
* SOIt S?*(I)\{I} ': —\q)i.

Preuve :

1. On peut supposer sans perte de généralité que les jowrirsuenérotés de
sorte que pour totte N, sii dépend dg, alorsj < i. Soits= (sy,...,Sy) dé-
fini inductivement comme suit : poiie=1,...,N, si(¢i)s,...s_, est satisfiable,
alors on prend; tel que(sy,...,S) = ¢i. Un tels existe cai ne dépend pas
dek pour toutk > i. Si (¢i)s,,. 5, N'est pas satisfiable, on prend alorssun
guelconque.

On a donc construit un profil de stratégiesel que pour toui, s = ¢; ou
s_i = —¢;. D’'aprés la propriéte 2.4 (pagel48)est donc un PNE.
2. 1l nous reste a prouver queest un PNE si et seulement gi € N, soit
(Sre(in\fi}:S) = i, SOitSRe (i) (i} = i
= Supposons qus est un PNE et gu'il existe un jouedre N tel que
(S=e(i)\(ipS) FE Bi etszeip iy 7 i
Nous avons alors = —¢;, et, commevk ¢ R*(i), (¢;)s = i, nous avons
s_i = —¢;. D'aprés la propriétE 214 (pagel48)y’est pas un PNE.

< Suposons a présent q(&- (i (i}»S) = di OUS(iy\ iy = i
Sii est un joueur tel quésk-(i)\¢i},S) = i, on a évidemmert = ¢;.
Si sz iy F i, alors, commevk ¢ RR, (¢i)s, = ¢i, on as_i = —¢i.
CommeVi € N, soits = ¢;, soits_; = —d;, sest un PNE.

Exemple [Z3 (pagd—37), suite : Dans cet exemple, nous avons(R = {1}, R (2) = {1,2},
R*(3) = {1,2,3. Pour s= abc, on a bien

* (SR*(l)\{l}-Sl) =siF¢1=a

* (R\2%) = (SL%) Fda=a—b

* Spe(a)\(3) = (S1,%2) F ~d3=av-bv-c
Le raisonnement est le méme pout alc.

Quand la partie irréflexive du graphe de dépendafade G n'est pas acyclique, I'existence d'un
équilibre de Nash en stratégies pures n’'est plus garamin@le montre 'exemple suivant.
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Exemple 2.8. Soit G= (N,V,1,T',®) un jeu booléen défini par :
x V={ab}, N={1,2},
x Ty = {a}, = {b},
* Vi, i =T,
* (I)l = a< b,
x 02 = (an-b)V(-anb).
OnaR\ = {a,b}, Rk = {a,b}, RR = {1,2}, RB = {1,2}.

Le graphe de dépendandede G est le suivant :

@:—\/@ Ce jeu n'a aucun PNE.

La propriétd 2P (page ci-contre) entraine le corollaiigant :

Corollaire 2.2. Si G est un jeu booléen tel qu'il existe ug N tel que pour tous lesd N, RR= {j},
alors s est un PNE si et seulement gt s;.

Si tous les joueurs ne dépendent que d’'un et un seul joydaus les joueurs (say) nont aucune
influence sur leurs buts. Sejlqui contrble son but, a une préférence sur ses stratégiésne une
influence sur le choix des PNEs.
Preuve : SoitG est un jeu booléen tel qus € N tel queVi € N RR = {j}.
= Soitsun PNE deG. Comme,Vi € N, RR = {j}, alorsVi € N, R*(i) = {j}.

D’apres la propriét€ 219 (page précédente), on doit asof= ¢, et pour tout

i # j, on peut avoir soits;,s) = ¢i, soits; = —¢;. La seule condition est donc

quesi= ¢;.
< Soits}= ¢;. SiVi, RR = {]j}, on sait que n'a aucun pouvoir sur son but, et

donc ques est équivalent &;. Donc, on a pour tout soits = ¢;, soits_j = —¢;,

etsest un PNE.

Propriété 2.10. Soit G= (N,V,,I',®) un jeu booléen, B N un ensemble stable pour R, et &
(B,Vs,18,I's,P5) la projection de G sur B.

Si s est un PNE pour G, alorg gst un PNE pour &.

Preuve : Soitsun PNE deG. Alors, Vi € N, soits = ¢;, soits_j = —¢;.

Nous savons que= (sg,S_g), et nous voulons vérifier qus est un PNE d&Sg,

c’est-a-dire que&/i € B, soitsg = ¢;, soitsg_j = —¢;. Soiti € B.

— s=(sg,5_-8) = i Commei € B, et queB est stable, nous savons qupe R(i),
j € B. Donc tous les joueurs qui ont une influenceissont dandB, et doncs_g
n’a aucune influence sy : on asg = ¢;.

— S.i = ~¢;. Comme précédemment, on sait que seuls les joueuB alg une
influence sup;. On a doncsg, ji1) = —¢i, ce qui correspond & = —i.
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Exemple 2.9. Soit G= (N,V,1,T',®) un jeu booléen défini par

V ={ab,cd},N={1,2,3,4,

m = {a}, o = {b}, T3 = {c}, Ty = {d},

Viyi=T,

d1=a<b,po=bc,d3=-d etps=d <« (bAcC).

Ona:RR={1,2},RR ={2,3}, R = {4}, RR, = {2,3,4.
Le graphe de dépendandede G est représenté figure R.5.

O

CEo

Figure 2.5 —Graphe de dépendance de I'exeniplé 2.9

EE S

L'ensemble de joueurs B {2,3,4} est stable. @ = (B,Vs,I's, 758, Pg) est un jeu booléen, avec

* VB = {b,C,d},

* Th=b,Mg=cC, T, =d,

*Yo=Y3=Ya=T,

x P2 =b—c,d3=-d, etps=d — (bAc).
G a2 PNEs :{abcd abcd}, et {bcd,bcd} sont les2 PNEs de G (et dans cet exemple,g@'a aucun
autre PNE).

Comme il est possible de le voir dans I'exenipld 2.5 (fhageld0§ciprogue n’est pas toujours vraie :
C = {3} est stable, et le jeu boolé&y = (C,\¢,Tc,I'c,Pc) a un équilibre de Nash en stratégies
pures :{C}, mais pourtant le je® n’a aucun PNE.

Toutefois, il existe des cas simples pour lesquels la régim est vraie.

Propriété 2.11. Soit B et C deux ensembles stables de joueurs, et goit Gc deux jeux booléens
associés.

Si g est un PNE pour et & un PNE pour G tels qu@ Vie BNC, sj = i, alors g ¢ est un
PNE pour le jeu Guc.

Preuve : BetC sont stables, donc d’apres la proprigid 2.2 (fageB9)C est un
ensemble stable, et d’aprés la proprlEié 2.3 (pabeGK)); est un jeu booléen.
Soiti € BUC. 3 cas sont possibles (2 étant symétriques) :

x 1 € B\C(oui € C\B). sg estun PNE pou6g, donc on a:

* soitsg = ¢i, et commé ¢ C, on a(ss,c) = ¢i;
x Soitsg_j = —¢;. Commei £ C, on a égalemen(tss_i,sc) = —¢i, ce qui
correspond &g c_i = —¢;.

g i représente la stratégie du jouéwour le jeuGg.
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x 1€ BNC. Onaalorstk € BNC, sgx = Sck- Plusieurs cas sont possibles :

* S = 0i etsc = ¢i. Puisquevk € BNC, sk = Sck, On a(ss, &) = i,
doncsg.c = ¢i.

% Sg_j = 0 etsc_i = ;. Pour les mémes raisons que précédemment,
on a(ss-i,Sc-i) = —i, et doncsguc—i = —9i.

* Sg = 0j etsc_i = —¢; (ou vice versa). On sait qu&k € BNC, Sz = Scks
et puisque les résultats obtenus BaatC sont différents, ces stratégies
n’interviennent pas danjg. Les joueurs danBNC ne contrdlent aucune
variable dep; : Vv e Var(¢;), vk € BNC, v & R\. Dans ce cas, puisque
Ss = ¢i, on sait que toutes les variables glesont contrdlées par des
joueurs dan8\ C; et puisquesc_; = —¢;, on sait que toutes les variables
ded; sont contrdlées par des joueurs dandB. Comme chaque variable
est contrélée par un et un seul joueur, c’'est impossible.

On sait donc que sofig c = ¢i, Soitssc—i = —¢i. Ssuc est un équilibre de
Nash deGg c.

Exemple 2.10.Soit G= (N,V,,T,®) un jeu booléen défini par

x V ={ab,c}, N={1,2,3},

* Ty = {a}, e = {b}, ™3 = {c},

* Vi, i =T,

x 1 =a<—C,pp=b« —c, etpz=c.
On a RR ={1,3}, RR ={2,3}, RR = {3}. Le graphe de dépendand®de G est représenté fi-
gure[Z6.

Sm®

Figure 2.6 —Graphe de dépendance de I'exenfpleR.10

L'ensemble des joueurs-A {1,3} et B= {2, 3} sont stables. On a deux nouveaux jeux booléens :
* GA = (A,VA,FA,T[A,CI)A), avec

A={1,3},Va={a,c},

m=4aTg=_¢(,

i=ys=1T,
¢1=a—cetpz=c.

* % Xk %

Ga a un PNE :{ac} (dénoté par § = (Sa1,543))-
* GB = (B,VB,T[B,FB,CI)B), avec

« B=1{2,3}, Vg = {b,c},
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* Th=b, 3=,
* Yi=Y3=T,
x pp=Db— —c,d3=c.

Gg a un PNE :{bc} (dénoté par g = (S.2,83)).
ANB = {3}. Mais nous avonssg = S 3 = C : Ga_p @ un PNE :{abc}.

On peut facilement généraliser la proprieie P.11 (hagead®s p ensembles stables couvrant I'en-
semble de tous les joueurs :

Propriété 2.12. Soit G= (N,V,7,T,®) un jeu booléen, et soit;B..B, p ensembles stables de
joueurs, tels que BJ...UBp = N. Soit G, ..., Gg, les p jeux booléens associés.

Sidsg, ...ss, des PNEs de &,...,Gg, tels quevi, j € {1,... p}, Vk € BiNBj, s,k = Sg; k, alors
$= (sg,,---,S8,) €stun PNE de G.

Preuve : SoitB; et By les deux premiers ensembles stable$gtet Gg, les deux
jeux booléens associés. On peut appliquer la profdnéid (pdde[4B), et montrer
ainsi queB; U B, est un ensemble stable, qGg, s, €st un jeu booléen, et que
Ss,uB, €st un PNE dé&g, g,.

On peut faire de méme poBg UB; etBs, et ainsi de suite, jusqu’a trouver le résultat
voulu.

Comme montré dans I'exemdle_ 2110 (page précédente), diviseu booléen permet de faciliter le
calcul des équilibres de Nash.

Si on essaie de calculer les équilibres de Nash dans le jgmalinous devons vérifier sat= ¢;,
soits_j = —¢; pour chacun des 8 profils de stratégsest pour chacun des 3 jouedurdl faut donc
faire 12 vérifications par joueur (8 pour chaque profil detégi@s pour vérifies = ¢;, et 4 pour
chaques_; pour vérifiers_; = —¢;), et donc 36 pour le jeu dans le pire des cas.

Le calcul des équilibres de Nash une fois le jeu divisé estdmap plus facile : d’apres la propri¢fél2.9
(pagddb), le calcul du PNE d&s nécessite 6 vérifications pour le joueur 1 (4 pour calc{dgrss) =
$1, et 2 pour calculess = —¢1) ; et seulement 2 pour le joueur 3 (d@i(3) \ {3} = @). Onadonc a
faire seulement 8 vérifications dans le pire des cas pouverdas PNEs d&g, et il en est de méme
pour G¢, qui a une configuration équivalente. Comme il faut égalemérifier que I'instanciation
des variables du joueur 3 sont les mémes pour les 2 jeuxtifdire 17 vérifications pour calculer
les PNEs du jel.

2.4.2 Stratégies dominées

Comme nous l'avons vu dans le chapifle 1, sediion1l.3.2 [@@yeil arrive parfois que le calcul
des équilibres de Nash donne des résultats mal adaptés. almns donc étudier ici le principe de
dominance Dans le cadre des jeux booléens, la définition des stratélgiminées est la méme que
dans la littérature (Définitioris_1.8[€f1L.9 (page 22)).
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L'idée principale de ce concept est que les stratégies dmamime sont pas utiles et peuvent étre
éliminées itérativement, jusqu’a ce qu'un point fixe sdieiat. Ce processus repose sur I'hypothese
gue chaque joueur se comporte de maniére rationnelle efsales autres joueurs sont rationnels.

Comme nous l'avons vu dans la sectfon1.3.2 (fage 21), uaggie strictement dominée ne peut
jamais étre présente dans un équilibre de Nash, tandis ejguatégie faiblement dominée peut ap-
paraitre dans un équilibre de Nash. Ce résultat reste eatk#ils le cas simple des jeux booléens.

Propriété 2.13.

x Une stratégie strictement dominée n’est présente dansaéquilibre de Nash.
x Une stratégie faiblement dominée peut étre présente dagsguilibre de Nash.

Preuve :
*x Montrons qu’une stratégie strictement dominée n'est prtéseans aucun
équilibre de Nash. Sof une stratégie du jouelustrictement dominée. Alors

35 € S telle quevs_; € S j,ui(s,s.i) < U(S,s.i)

Donc, pour tout profil de stratégies= {sy,...,S,...,S}, on aura u;(s) <

ui(s,S5).

Or, s appartiendra a un équilibre de Nash si et seulement si leexisl que :
Vs € S,u(s) > ui(s,si)

ce qui est en contradiction avec I'hypothése précédentee peut donc pas
appartenir a un équilibre de Nash.

* Montrons a présent sur un contre-exemple qu’une stratégéement domi-
née peut étre présente dans un équilibre de Nash. Pour tedans le jeu
booléenG = (N,V, . T,®) avecV = {a,b}, N = {1,2}, pour touti, yi = T,
m = {a}, T, = {b} etd; = ¢ =an—-b.

Ce jeu a deux équilibres de Nash : les profils de stratéahest ab. Or, la
stratégie—a, présente dans I'équilibre de Naah, est faiblement dominée par
la stratégiea.

La propriété suivante est également issue de la théorisiglesdes jeux.

Propriété 2.14.

x L'ordre d’élimination des stratégies strictement domimé&affecte pas le résultat final.
x L'ordre d’élimination des stratégies faiblement domingest affecter le résultat final.

Le premier point de cette propriété, sur la dominance striest évidemment applicable dans le cas
simple des jeux booléens [Hillas et Kohlherg, 2002].

On aurait pu croire que l'ordre d’élimination des stratéd@blement dominées dans le cas simple
des jeux booléens n'affecte pas le résultat final, mais it n'est rien. Nous en donnons ici un contre-
exemple.
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Exemple 2.11.Soit G= (N,V,,I',®) un jeu booléen avec

x V={ab}, N=1{1,2},
x pourtouti,yi =T,

x T = {a}, T = {b},

x §1=aAbet

x pp=aAn—b

On peut a présent construire la forme normale de G :

2l 5 | b

a (0,0)| (0, 0)

a ©0,1)| (1,0

Etudions les stratégies dominées de ce jeu :

x Pour le joueurl, la stratégie a domine faiblement la stratégie

* Pour le joueur, la stratégieb domine faiblement la stratégie b.
Eliminons dans un premier temps la stratégie dominée dujoieOn élimine don@. Aprés cette
élimination, la stratégieb du joueur2 domine faiblement la stratégie b. On obtient donc une seule
stratégie résultat : b.

Eliminons & présent la stratégie dominée du jouuen premier. On élimine donc la stratégie b.
Apres cette élimination, le jouedrn’a plus de stratégie dominée. On obtient donc deux stragégi
résultat : & etab.

On voit ici que nous n'avons pas obtenu le méme résultat sui\adre d’élimination des stratégies
faiblement dominées.

Reprenons I'exemple—2.6 (pafel 41) pour calculer I'élimorades stratégies dominées apres avoir
calculé les équilibres de Nash.

Exemple[Z® — suite Etudions les stratégies dominées de ce jeu :
x Pour le joueurl, la stratégiea domine faiblement la stratégie a. Eliminons cette striatég
x Une fois cette stratégie éliminée, la stratégie ¢ du jougdomine faiblement sa stratégieOn
élimine donc cette derniére.
+ Enfin, pour le joueur2, la stratégieb domine faiblement la stratégie b. On élimine également
cette stratégie.

On obtient ainsi un seul profil de stratégies résultic qui permet aux joueurket2 de gagner.

Nous avons vu que l'ordre d’élimination des stratégiesl&itent dominées a un impact sur le ré-
sultat. On est donc en droit de se demander si on aurait pwéoun autre résultat en éliminant les
stratégies des joueurs dans un ordre différent.

Ici, c’est le seul ordre d’élimination possible. En effet,jbueurl est le seul joueur qui a une stra-
tégie dominante avant élimination d’autres stratégies.uge fois la stratégie dominée du jouelur
éliminée, le joueuB est également le seul a avoir une stratégie dominante.

Une seconde propriété se dégage immédiatement :
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Propriété 2.15. Dans un jeu booléen, si la stratégie du joueur i domine strictement une autre
stratégie § alors s est une stratégie gagnante pour ce joueur.

Preuve : sdomine strictemers{. Donc,

Vs_i € S;,ui(s,s.i) > u(s,s)
& Vs eSiu(s,s ) =1etu(s,s.i) =0
= Vs.e€Si(s,s.i)FE ¢
= § est une stratégie gagnante pour le joueur

L'utilisation de la notion de projection (voir le chapitreobtions (paggl7)) nous permet ici aussi de
donner une caractérisation logique des stratégies strictedominées.

Propriété 2.16. Soit G un jeu booléen. La stratégiedss joueur i domine strictement la stratégie s
si et seulement si :

sEWV—i:dj) et$ E(V—i:—0p)
Preuve : Supposons que la stratégiedu joueuri domine strictemers;.

Vs € Si,ui(s,s.i) > u(s,s)
& VsieSiu(s,si)=1etu(s,s.i) =0
& VsieS(s,s.) = diet(s,s.) = i
o sk (Vi) ets = (V—i:¢)

Etudions cette caractérisation sur un exemple.

Exemple 2.12.Soit G= (N,V,,I',®) un jeu booléen. On donne
x V ={ab,c}, N={1,2},
* pour touti,y, =T,
x Ty = {a,b}, T = {c},
x 01 = (-an—-bAC)V(anb), et
x ¢2 = (anc)V (—bA-cC)
On peut a présent construire la forme normale de G :

2 C C
1
ab ©,1) | (1,0)
ab ©0,1)| (0, 1)
ab (0,0) | (0,0)
ab 1,0)| (L 1)
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Etudions les stratégies dominées du jougwen utilisant les caractérisations de la propri¢fé 3.16.
Pour cela, commencgons par calculer les formules qui noumsettiles.

$¢1=(-an-bAc)V(anb)

-0, = (aVvbVv-c)A(—-aVv-b)

V—1:¢1=arb=¢]

V—1:-01=(avb)A(-aVv-b)=¢]

Nous devons ensuite étudier chaque stratégie du jolipour voir si elle permet d'inférep’; ou ¢7.
ab - ¢/ etab | ¢f

ab [~ ¢ et eb |= ¢7

ab ¢} etab = ¢

ab = ¢} et abj~ ¢f

On peut a présent calculer les stratégies strictement déesimlel.

* K K ¥

* K K ¥

ab domine strictementbeetab. En effet, on a bien :
* pour & : abj= ¢ et = ¢
* pourab : abj= ¢) etab}= ¢/

Essayons a présent de caractériser les stratégies faitildomainées. Cette fois ce n’est pas la notion
de projection qui est utilisée mais celle d’'interprétatuantielle.

Propriété 2.17. Soit G un jeu booléen. La stratégiedsl joueur i domine faiblement la stratégiess
et seulement si :

(9i)g = (9i)s et(9i)s = (di)g

(di)s = (¢i)s signifie quevs_j, si l'instanciation partielle dé; parg est satisfaite, alors il en est de
méme pour celle dg; pars. Donc, siVs_j, (§,S_;) permet de satisfairg;, alors(s,s_i) également.

(di)s ¥ (i) signifie queds_; tel que(s,s-i) satisfaitd;, tandis(s,s-i) non.
Preuve : La stratégies du joueuri domine faiblemens si et seulement si :

Vs i € S_i,ui(s,s_i) > Ui(S|',S_i) (2.6)
et Js—ieSu(s,s.i)>u(s,s.) 2.7)

L'équation[Z.6 nous permet d’obtenir les équivalencesasues :

28 < VseSi(u(s,s.i)=1louu(s,s.i)=0)
= VS,iESLi,(S,S,i) = o ou(i,s,i) = b
& Vs—-ie S, si(s,s.i) = ¢i alors(s,si) = ¢i
& Vs—ieSy, sis k= (¢i)q alorss_j = (0i)g
& (di)g F (9i)s

Ensuite, il est possible de remarquer que I'on[@Zl(2:73(.8) si I'on intervertits
ets. Donc:

A< (di)s = (9i)g
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2.5 Cas particulier : Jeux a deux joueurs et a somme nulle

Dans cette section, on montre que les jeux booléens étudids [Harrensteiet all, 12001;
Harrenstein, 2004a] qui nous ont inspirés au départ, somagrparticulier des jeux booléenma
joueurs présentés dans la secfiod 2.2 (jpage 33). Les d@fssont les mémes, mis a part la notion
de coalition qui n’a aucun sens ici.

Certains parametres sont simplifiés. En effet, comme cheayi@ble de décision dé ne peut étre
contrblée que par un seul des deux joueurs, o & V \ Ty. D'autre part, on a, = —¢; ety; =
Yo=T.

Etudions a présent un exemple simple.

Exemple 2.13.Soit V= {a,b,c,d}, N={1,2}, ; = {a,c} etd; = (aAn—b) Vv (bAd).

Le jeu booléen G= (N,V, 1y, T, ®) est totalement défini.

En effet, on sait quep =V \ Ty, qued, = -3 = (-avb) A (-bv—d),etqueys =y, = T.

On peut a présent construire la forme normale (@ G

) 2'5d |bd |bd |bd
ac 0 0 0 1
ac 1 0 1 1
ac 0 0 0 1
ac 1 0 1 1

On constate ici que le joued, qui controle les variables b et d, a une stratégie gagnaBteeffet,
s'il choisit de mettre b & vrai et d a faux, il est sOr de gagneelg que soient les choix de

La propriété suivante donne une caractérisation simplégitibres de Nash en stratégies pures dans
les jeux booléens a deux joueurs et a somme nulle qui estubigar une simple transposition de
résultats issus de la théorie des jeux a somme nulle.

Propriété 2.18. Si G est un jeu booléen a deux joueurs et a somme nuHess, s,) est un équilibre
de Nash en stratégies pures si et seulementassune stratégie gagnante pour le joudyuou $ est
une stratégie gagnante pour le jouer

Preuve :
1. Soits= (s1,5) un équilibre de Nash en stratégies pures.

x Supposons que l'on a;(s) = 1. Le jeu étant a somme nulle, on a
uz(s) = 0. Commes est un équilibre de Nashs,,ux(s) > ux(sy,s,)
ce qui entrain&’s,, uy(s,s,) = 0. Donc,vs,, (s1,S,) = 2, ce qui im-
plique quevs,, (s1,s,) = ¢1. 51 est donc une stratégie gagnante pour le
joueur 1.

121 signifie que 1 gagne et 2 perd, et vice-versa pour 0
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x On auy(s) = 0 etuy(s) = 1. En faisant le méme raisonnement que pré-
cédemment, on montre quee est donc une stratégie gagnante pour le
joueur 2.

2. Supposons qus, est une stratégie gagnante pour le joueur 1. On a donc :
Vs, ur(s1,S) = 1 et Vs, Up(sy,s2) = 0. Posonss = (s1,%). On a bien
Vs, ui(S) > (S, S) etvs,,ux(s) > ux(s1,S,). s est donc bien un équilibre
de Nash.

On raisonne de la méme fagon si I'on supposeg@st une stratégie gagnante
pour le joueur 2.

Par conséquent, dans un jeu booléen a deux joueurs et a santigel existe un équilibre de Nash
en stratégies pures si et seulement si I'un des deux joueurs stratégie gagnante.

La propriétd 218 (page précédente) permet de détermicirfeent la complexité algorithmique du
probleme d’existence d’un équilibre de Nash en strategiessp On rappelle quE; = NPNP est la
classe des langages reconnaissables en temps polynomiakpaachine de Turing non-déterministe
munie d’oraclesNP (voir [Papadimitrioll, 1994a]). Les résultats de complesitivants ont été trouves
avec l'aide de Bruno Zanuttini.

Propriété 2.19. Le probleme de I'existence d’'un équilibre de Nash en stiaggures dans un jeu
booléen a deux joueurs et & somme nulleXgstomplet.

Preuve : Lappartenance &) estimmédiate. La difficulté est obtenue par la réduc-
tion du probleme consistant a décider la validité8Eg, 5. Etant donné une formule
Q= 3A,VB®, ouA et B sont des ensembles disjoints de variable® et une for-
mule propositionnelle dea g, on définit le jeu booléen a 2 joueurs et a somme nulle
suivant :¢; = ®V (x < y), ol x,y sont des nouvelles variableise( xy ¢ AUB),

d2 =01, u = AU{X}, T, = BU{y} ety; = y» = T. Ce jeu peut étre évidemment
construit en temps polynomial étant dor@éD’apres la propriétE 218 (page pré-
cédente), ce jeu a un équilibre de Nash si et seulement sisijodeurs 1 ou 2 a
une stratégie gagnante.

Supposons qué est valide. SoiMa € 2% un modéle d&. Alors, (Ma,x) et (Ma,X)
sont des stratégies gagnantes pour 1.

Supposons maintenant g@n’est pas valide ; alors quel que sy € 2* que 1
choisit de jouer, 2 peut jouavlg € 28 tel que(Ma,Mg) = ®. De plus, si 1 joue
(respX), alors 2 peut jouey (resp.y), avec dans les deux cas la victoire de 2. D’autre
part, 2 n'a pas non plus de stratégie gagnante puisque lqgatts rendre < y
vrai, et donc gagner.

Il existe donc une stratégie gagnante pour 1 (ou 2, au chiot)seulement g est
valide.

On en tire le corollaire suivant, concernant cette foisdée joooléens a joueurs.
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Corollaire 2.3. Le probléme de I'existence d’'un équilibre de Nash en stiagegures dans un jeu
booléen & n joueurs e&5-complet.

Preuve : L'appartenance E;’ estimmédiate ; la difficulté est obtenue, dés nue2
et que le jeu est a somme nulle par le théorEmd 2.19 (pagederited.

Ce résultat est a rapprocher de la complexité de la contlifdabégalement un problénﬁg—complet
[Lang et Marquis| 1998b]. Or, le probleme de I'existencendaquilibre de Nash dans un jeu a plu-
sieurs joueurs et a somme non nulle étant bien plus généedbaqrontrdlabilité, le fait qu'il ne soit
pas situé plus haut dans la hiérarchie des classes de car@d@sixplutdt une bonne nouvelle.

On peut expliquer intuitivement le fait que le probléeme dexiktence d'un équilibre de Nash soit
au second niveau de la hiérarchie polynomiale par le fait@uésolution de ce probléme comporte
deux sources indépendantes de complaxiedifficiles : la recherche du “bon” profil de stratégies,
et la veérification qu'’il constitue un équilibre de Nash emsgies pures. Par comparaison, I'existence
d’'un profil de stratégies dont I'utilité cumulée est supdrea une borne donnée est seulement un
probléemeNP-complet.

Nous allons a présent essayer de simplifier le probléme draétues restrictions syntaxiques sur les
formules représentant les buts des joueurs. Nous nougsstars particulierement aux formules en
forme normale disjonctive (DNF). Rappelons que toute fdentwoléenne peut étre mise en DNF, et
gue c’est donc une restriction syntaxique et non sémantique

Tant que I'on considére des jeux a 2 joueurs et a somme ntlkEgahant que décider la validité
de 3A,VB,®, une formuleQBF, 5, estx5-complet méme s est en DNF, la propriétE 2119 (page
ci-contre) reste correcte méme si le but du joueur 1 est en (ENBut du joueur 2 étant implicite).

Toutefois, lorsque nous représentons explicitement lesdrichaque joueur en DNF, la complexité
du probleme descend en NP, comme le montre la propriéténtaiva

Propriété 2.20. Soit G un jeu booléen. Si € N, ¢; est en DNF, alors le probléme de I'existence d’'un
équilibre de Nash en stratégie pure est NP-complet.

Preuve :
Si ¢; est en DNF, alorsli : ¢; peut étre calculé en temps linéaire [Lastll, 12003,
Propositions 17-18]. Alors, si chageest en DNF, la formuley = A;(¢i vV (—3i :
$i)) peut étre calculée en temps linéaire. Comme la prodri€lép2gd 4P) permet
de trouver un profil de stratégis®t de vérifier que = U, le probléme est en NP.
La difficulté est obtenue par la réduction du complément dblpme consistant a
décider si une DNF> = \/iklei est une tautologie, ce qui est un problécosIP-
complet bien connu. SoX I'ensemble des variables deet soitx,y ¢ X. On définit
un jeuG a deux joueurs par :

01 = VI (TIAXA=Y) V (TIA-XAY),

* G2 = (XAY)V (=XAY),

« T ={y},

* Th = XU {X}

Jeux booléens 57



Jeux booléens

Lorsqu’on considére uniquement des jeux a deux joueurprgplexité de ce probléme peut des-
cendre & pour quelques classes non triviales de formules : si lesdaggoueurs sont représentés

G peut étre construit en temps linéairepet$p, sont en DNF.

Onap1 =DPA(X#Y) eth, = (x=Yy). Grace a la propriéte2.4 (palgd 42) et a son
corollaire[Z11 (pagE43), nous savons @ua un équilibre de Nash si et seulement
Si (PA(x#Y))V—-P)A(x=Yy) est satisfiable.

En effet, comme n'apparait pas dan®, nous avons

3y (PAXFAY) =(PATY: XF#Y) =—(PAT) =D

et nous avons aussi
—IXU{X}: (x=y) =L

Commed A (x #y) A (x=) n'est pas satisfiable, le je& a un équilibre de Nash
si et seulement sid A (x =) est satisfiable, c’est-a-dire si et seulemeni®iest
satisfiable, étant donné guety n'apparaissent pas dads

Donc,G a un équilibre de Nash si et seulemen®sn’est pas une tautologie.

par des formules en DNF renommables en Horn, affines, 2CNANgur@onotones.

On ne développe pas ces démonstrations ici, car la résoldéda projection en est le résultat prin-

cipal, et que les détails sont en grande partie les mémesanse[danuttini, 2003, Section 6].

Nous pouvons également déterminer la complexité algoiithendu probléme de la dominance faible

dans un jeu booléen.

Propriété 2.21. Décider si une stratégi€ slonnée est faiblement dominée Egtcomplet. La diffi-

culté reste valable mémedsi est restreint aux DNF.

Preuve : L'appartenance &5 est immédiate. La difficulté est obtenue cette fois
encore par la réduction du probléme consistant a décideidité deQBF; 5.
SoitQ = JAVB®, eta, b deux nouvelles variables. On définit :
x ¢1 = (and)V (—-anb),m =Au{a},
x Th = BU{b} (¢ est quelconque et n'est pas définie ici car sa valeur n’inter-
vient pas dans la démonstration).
SoitM,, uneA-interprétation, et sos; = (M,,a). On a(¢1)g = (b).

Supposons qué® est valide, avedla € 2* un modéle de, ets; = (Ma,a). s est
alors une stratégie gagnante pour 1, contrairemept@oncs; domine faiblement
S

Supposons a présent gQen’est pas valide. Soia € 24, ets; = (Ma,a). Alors,
(¢1)s, = (b) = (¢1)§l, donc, d’aprés la propriéfe 2117 (pdgé =4)ne domine pas
faiblements;.

A présent, soi; = (Ma,a). CommeQ n'est pas valide, il exist¥g € 2B tel que
(Ma,Mg) = ®. Donc (Mg, b) [= (¢1)s, mais (Mg,b) = (¢1)s,, et d’aprés la pro-
priété[Z.1V (page$43¥; ne domine pas faiblemes.
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Donc,s, est faiblement dominée si et seulemersst valide.
On peut remarquer que @i est en DNF, alorsA, VB, ® est toujourszg-complet et
qued1 peut étre transformée en DNF efficacement.

Le probleme de l'existence d'un équilibre de Nash, et somutaldans un jeu donné est une
guestion importante, qui a attiré un grand nombre de charsh@ar exemple_[Denet all, 2002;
McKelvey et MclLennzan, 1996; Kollezt all, 11996]). La plupart de ces travaux ont consisté a étudier
des problemes concernant les équilibres de Nasttratégies mixtesDans ce contexte, I'existence
d’'un tel équilibre est toujours garantie, mais le probléraesavoir s'il est possible de le calculer en
temps polynomial est toujours ouvert [Papadimiiriou, 001

Les premiers résultats de complexité ont été donnés |pabd&it Zemel| 1989], qui ont no-
tamment montré que le probléme consistant a trouver plus dauilibre de Nash en stratégies
mixtes dans un jeu en forme normale @8t-difficile, ou encore que prouver l'existence d'un
équilibre de Nash en stratégies mixtes satisfiant certginggriétés dans un jeu a deux joueurs
en forme normale esP-difficile. Une réduction plus simple pour ce probléeme a étiutée
dans [Conitzer et Sandhalm, 2003]. Des extensions de cafiatdsa des jeux plus généraux ont
été trouvés par [Meggido et Papadimitfiou, 1991], et pap#@amitriou, 1994b].

D’autres travaux étudient des problemes plus proches dessn@ savoir I'existence d'un équilibre
de Nash erstratégies puresPar exemple, les jeux étudiés dans [Got#blal, [2005] sont des jeux
stratégiques sur lesquels il est imposé des limitationsitiatives et/ou qualitatives sur l'influence
d’un agent sur les décisions des autres agents : par exeagileindre le nombre de joueurs ayant une
influence sur un joueur donné&dce qui correspondrait dans nos jeux booléeRR& k) ; ou encore
définir un graphe de dépendance, et étudier le cas particuli est acyclique. Nous étudierons plus
longuement ces cas particuliers, et nous les comparerecdes/ndtres dans le chapifie 4 (pRgd 121).
Dans ce contexte, le probleme consistant a décider s’ileenis équilibre de Nash en stratégies pures
estNP-complet pour chacune des deux restrictions décrites @lus h

Le probléme de I'existence d'un équilibre de Nash en stiesdoures pour plusieurs classes plus spé-
cifigues de jeux a également été étudié. Par exemple, tranv@guilibre de Nash en stratégies pures a
été montré polynomial pour quatre notions de jeux symésscayant un nombre constant d’actions,
mais non-polynomial si le nombre d’actions est linéairesdennombre de joueurs_[Branei all,
2007] (voir chapitré4 (pade_1R1)).

D’autre part, les jeux graphiques d'actions (action graaimes, AGGs, voir chapitid 4 (page121))
sont des jeux totalement expressifs (tout jeu peut étretsepté par un AGG) représentés par des
graphes dont les nceuds correspondent a des actions, etdeauar dépendances entre les utilités
des agents effectuant ces acticns [Bhat et L eyton-Brow®2llang et L eyton-Brown, 2006]. Si le
probléme consistant a décider s'il existe un équilibre dehNen stratégies pures dans un AGG est
NP-complet [Jiang et Levion-Brown, 2006], il existe des ofssde jeu pour lesquels ce probléme est
polynomial [Jiang et Leyton-Browmn, 2007]. C’est le cas ptag AGGs ayant un nombre d’actions,
et donc de nceuds, limitéka

Les jeux de congestion (congestion games, voir chapltreade(d2ll)) [[Rosenthal, 1973], sont
des jeux dans lesquels les actions disponibles consistennesnsemble de ressources, et I'uti-
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lité de chaque joueur dépend du nombre de joueurs ayanttishleE les mémes ressources
(c'est-a-dire ayant joué la méme action). Les jeux de cdimesnt toujours un équilibre de Nash en
stratégies pures_[Rosenthal, 1973], et il est montré daabrilkantet all, 2004] qu'un PNE peut étre
calculé en temps polynomial dans le cas ou le réseau de c€¢str@-dire le graphe dont les nceuds
sont les actions possibles, et les arcs les ressourcegnestrigjue.

2.6 Jeux booléens et duopole de Stackelberg

Von Stackelberg a imaginé en 1934 une situation a deux jeudans laquelle un des deux joueurs a
une idée précise du comportement de son concurrent : il topauidaitement sa fonction de réaction
et il I'intégre dans son processus de décision. On appetles @e joueur ldeaderou le meneur
Suite a sa décision, son concurrent réagit en maximisanpsifit et donc en suivant sa fonction
de réaction; il se contente de “suivre” le comportement duldée et pour cette raison, on I'appelle
le suiveur(follower). Dans ce cas, le suiveur considére que ses décisions nionhampact sur le
comportement du meneur (voir par exemple [Osborne et Rigiing 994]).

Une idée est alors d’'étudier la dynamicité dans les jeuxdsw a deux joueurs en suivant ce principe
de “meneur-suiveur”. Cette ébauche de travail a été efbectw laboratoire ILLC a Amsterdam avec
Ulle Endriss.

Dans cette section, nous allons procéder par étapes : nons abmmencer par étudier les jeux de
type Stackelberg a deux joueurs et une variable par jouaisnous chercherons empiriguement les
propriétés que doivent respecter les stratégies du menelur receveur pour étre optimales. Nous
généraliserons ensuite ces résultats a des jeux a deuxgaieivariables, puis ainsi de suite jusqu’a
prouver ce résultat, trouvé empiriquement, pour des jelteud gbueurs e variables par joueur.

2.6.1 2 joueurs, 1 variable chacun

Dans cette section, nous allons étudier des jeux bool€eas(N,V,T',,®) tels queN = {1,2},

V ={ab},yi=yv=T,m = {a}, m = {b}, les buts des joueurs étant quelconques. Supposons que
le joueur 1 est le meneur, et donc joue en premier. La listeutes les issues possibles de ce type de
jeux une fois que le joueur 1 a joué la stratégli€s; = aou's; = a) est représentée sur la figlirel2.7
(page suivante).

Chaque paire de couples du typey)(zt) apparaissant dans la premiére colonne de ce tableau
représente les issues du jeu pour le joueur 1 s'il gugelon la stratégie choisie par le joueur 2. Donc
si le joueur 1 joues; et que le joueur 2 jous, (S = b ous, = b), lissue du jeu se (xy); sile
joueur 2 joues, (si s, = b, alors$; = b et vice-versa), I'issue du jeu sefat). Dans ces couples, la
notation _ signifie “0 ou 1”.

La seconde colonne du tableau représente l'intéré&h gmur le joueur 1 : c’est soit une stratégie
gagnante (si l'issue e¢fl, )(1,_) par exemple, quel que soit le choix de 2, 1 est slr de gagter s'i
jouesy), soit une stratégie perdante (si I'issue @st ) (0,_) par exemple, 1 est sdr de perdre s'il joue
s1), soit le joueur 1 ne peut pas prévoir quelle sera son ufgitéissue es{0,1)(1,1) par exemple, 1

ne sait pas quelle stratégie jouera 2).

13Comme précédemment, cela signifie que le joueur 1 auratéutilet le joueur 2 I'utilitéy.
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(1, )(1,) | stratégie gagnantes; = ¢1
(0,0)(1,1) | stratégie gagnantes; = ¢1 < 2
(1,1)(0,0) | stratégie gagnantes; = ¢1 < 2
(0,_)(0,_) | stratégie perdantes; = —¢;
(1,0)(0,1) | stratégie perdantes; = —(¢1 < ¢2)
(0,1)(1,0) | stratégie perdantes; = —(¢1 < ¢2)
(1,0)(0,0) imprévisible | s = —¢>
(0,0)(1,0) imprévisible | s = —¢>
(0,1)(1,1) imprévisible | 51 = ¢2
(1,2)(0,1) imprévisible | 51 = 2

Figure 2.7 —Issues possibles du jeu de type Stackelberg & 2 joueurs ebleachacun

Enfin, dans la troisiéme colonne se trouve une descriptisreflets des; sur les buts des joueurs (par
exemple, sil'issue estl, )(1, ), on sait ques; = 7).

A partir de ce tableau, qui couvre tous les cas possibleséduitique la stratégig est optimale pour
le joueur 1 si et seulement si

* SOit c'est une stratégie gagnante,

* soi 51 est une stratégie perdante (auquelgasst forcément meilleure),

x soit il estimpossible de choisir entsgets;, les deux étant imprévisibles (dans ce cas, les deux
stratégies sont optimales).

Une fois que le joueur 1 a joué, le joueur 2 peut en toute cesanatce de cause jouer a son tour, et il
choisira une stratégie qui ne le satisfait pas uniguemémtespeut pas étre satisfait.

On obtient donc I'assertion suivante :

Assertion 2.1. Soit un jeu booléen & (N,V,T, 1, ®) tel que N={1,2},V={a,b},y1 =y, =T,
m = {a}, ™ = {b} du type Stackelberg.

x La stratégie s; est optimale pour le meneurde G si et seulement si :

Iptgs =1V (91 ¢2) A (1))  (stratégie gagnante)

ou
I tqs E 91V (—(d1— ¢2) A (d2)s,) (stratégie non perdante)
ou
s1FE 62 S 92
ou et ou (peu importe)
s = b2 S1 =2

x Si le joueurl joue g, la stratégie s, est optimale pour le suiveursi et seulement si

S FE(92)y =2 FE ~($2)s

145j s, = a, alors3;, = 3, et vice-versa.
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2.6.2 2 joueurs, 3 variables

On étudie a présent des jeux boolééns (N,V,I,,®) telsqueN = {1,2},V ={a,b,c},y1=Yy2 =
T,m = {a,c}, ™ = {b}. Supposons que le joueur 1 est le meneur, et donc qu'il joyeemier. Le
joueur 2 répond en instanciantet c’est ensuite encore au joueur 1 de jouer.

Le joueur 2 se retrouve donc ici dans la méme position queuletjol dans la section précédente :
il est meneur d’'un jeu booléen de type Stackelberg a deuwujsugyant une variable chacune. Sa
stratégie optimale est donc donnée par I'asseffioh 2.le(pegcédente). Il nous reste donc a définir
la stratégie optimale du premier joueur pour l'instanoiatile sa premiére variable.

En effectuant le méme raisonnement que précédemment, noowsins donc l'assertion suivante :

Assertion 2.2. Une fois la premiére variable du meneur instanciée, unet&tria optimale pour
le joueur 2 est donnée dans l'asserti@n R.1 (page précédente), ce jaeetetrouvant meneur du
sous-jeu a deux joueurs et deux variables restant. gpltisstanciation de la premiére variable du

joueurldans la stratégiess(puisque g, Si, et $ correspondent chacun a l'instanciation d’'une seule
variable, on peut écrire comme précédemngnts;, etsy).

x La stratégie s, est optimale pour le suiveursi et seulement si

381,19 9 = ($2)s, V (((91)s, < (92)s,) A (92)s,5,)  (Stratégie gagnante)

ou
351,198 = (02)s,, V (~((91)sy, < (92)s,) A (91)s,s,)  (Stratégie non perdante)
ou
S F (91)s, S = (01)s,
ou et ou (peu importe)
S F (91)s, S (91)sy,

x Le joueurl sait que2 choisira une stratégie,soptimale suivant I'instanciation de sa premiére
variable, c’est-a-dire g§. Il peut donc choisir sa stratégie suivant fa stratégie s, est opti-
male pour le meneursi et seulement si

Js1, t (S1,,51,) = (1), (Stratégie gagnante)
Vs, optimale pour2 : ou
S, F(91)s, (stratégie non perdante
ou
ds1, 10 9, = _‘(¢2)512
si Vs;, optimale pourd, 1est indifférent: et (peu importe)
EIsfl.z tq §21 ': _‘(¢2)512

Exemple 2.14.Soit G= (N,V,T',,®) un jeu booléen tel que N {1,2},V = {a,b,c},yi =y =T,
m = {a,c}, = {b}, 1 = (aAb) vV (c— b) etp, = (-an —b) Vvec.

Le joueurl commence par jouer la variable a, et doit tout d’abord cadzuks stratégies optimales
du joueur2 pour chacune des instanciations de a.

Soits, =a. Onaalors(¢z)s, = ¢, (1)s,, =bV (c b).
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Ona-bE —((¢1)s, < (d2)s,), Ce qui est une stratégie perdante p@jet b= (¢1)s, ce qui est
une stratégie non perdante poRyret donc sa stratégie optimale.

Une fois quel a fait ce calcul, il n’a plus besoin de calculer la stratégietinale de2 pours;, = —a
car il sait déja qu'il a une stratégie gagnante s'il choisit 2 étant rationnel va choisir b, et alors

ab = ¢1.

2.6.3 2 joueurs, 2 variables chacun

Nous étudions a présent des jeux boolééns (N,V,I', 1, ®) tels queN = {1,2},V = {a,b,c,d},
vi=Y2=T,m ={ac}, ™o = {b,d}. Supposons que le joueur 1 commence par instancier la i@riab
a, puis que 2 instancib, et ainsi de suite.

Nous connaissons déja la stratégie optimale de 2 une foid gu@stanciéa, ainsi que la stratégie
optimale de 1 pour la variableune fois quea etb sont instanciées. Il nous manque donc a connaitre
l'instanciation optimale da pour le premier joueur.

s1, est une stratégie optimale de 1 si et seulemeviggioptimales po@ 2:
1. ds1, une stratégie gagnante pour 1, donc telle que :
38, 10 (S1,,51,) E ($1)s,, V ((91)s,, < (92)s,,) A (D1) 55,55, )
2. ou,s;, estune stratégie perdante :
38, 145y F 2(91)s,, V (2 ((91)s, < (92)s,,) A (92)s, 55, )

3. ou, 1 est indifférent :

(511-512) = (¢2)521 (511512) = (¢2)521

ou et ou
(5117512) = _‘(¢2)521 (511312) = _'(q)Z)Szl
(3111812) = (¢2)Szl (glllglz) = (¢2)521

et ou et ou
(§11,S]_2) = _‘(¢2)Szl (§11'§12) = _'(q)Z)Szl

Assertion 2.3.
* La stratégie sp, est optimale pour le suiveursi et seulement si

Isp, 10 (%21, %2,) = (92)sy, 51, (Stratégie gagnante)
Vs, optimale pourl : ou
S, = 2 (92)sy, 51, (stratégie non perdante
ou
sy, 10, = ~(92)sy,
Si Vs;, optimale,1 est indifférent: et (peu importe)
ds1, 10 %, = _'(¢2)S12

15De nouveau, quels que soiént {1,2} et j € {1,2}, chaques; correspondant a l'instanciation d’une seule variable, il
est possible d’écrirg;.
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* Lastratégie sy, est optimale pour le meneursi et seulement si pour toute stratégie@ptimale
pour 2, soit il existe g, optimale pourl, soits;, est une stratégie perdante, shiest indifférent.
Donc g, est une stratégie optimale polirsi et seulement $isp, optimale pour2 :

351,,%, 19 (S1;,81,) = ((91)s, V ((D1)s,, < (B2)s,,) A (91)sy,s,,)  (Stratégie gagnante)

ou
s, 1931 = 2(91)s, V (2((91)s, < (92)s,) A (92)syy5,) (stratégie non perdante)
ou
(511-312) = (¢2)521 (311,512) = (¢2)521
ou et ou
(511,512) F _‘(¢2)521 (Slllglz) = _'(¢2)521
et (peu importe)
(§11,312) = (¢2)521 (§11,§12) = (¢2)521
ou et ou
(3111812) F _‘(¢2)521 (glllglz) = _'(¢2)521

2.6.4 2 joueursn variables chacun

Etudions a présent des jeux boolé&hs- (N,V,T,,®) tels queN = {1,2},V = {v1,...Von}, Y1 =
Yo=T,1T ={V1,...,Vn}, To = {Vn+1,...Von}. Chaque joueur contr6le donc exactememariables.
Supposons que le joueur 1 est le meneur, et qu’il commendgeusarla variables;. Le joueur 2 joue
ensuite la variable, 1, et ainsi de suite.

Propriété 2.22.

x La stratégie s;, est optimale pour le meneursi et seulement §isp,,..., S, , optimale@ pour

2:
Is1,,...,91,, 52, 14
(St3--481,) F (D1)syy.3, , V ((P1)s,., , < (92)s5, 8, ) A (P1)sp,.:,) (1)
ou
3%, 105y F (91)sy.5, , V (T((D1)s;,5, , < (92)s.55, ) A (92)s5y.55,)  (2)
ou

st ($2)s,..5, ,
Vs €S, ou (3)
st (92)s, .5, ,

* La stratégie s, est optimale pour le suiveursi et seulement si

38,0002, 10 (S21,- 42 82) F (92)syy,0m, (D)
VS, . ..,S1, optimales poud : ou

S, = (92)sy, 1 (2)
ou
381 €S1tq %, F (d2)s
siVsi,,...,S, optimales,1 est indifférent : et (3)
ds1 €5 tq S, ’: _‘(¢2)31

16De nouveau, quels que soiémt {1,2} etj € {1,...,n}, chaques; correspondant al'instanciation d'une seule variable,
il est possible d'ecrirs; .
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Preuve :
* Joueur 1.

= L'optimalité n’est pas exclusives{, ets;, peuvent étre optimales). Nous
voulons donc montrer que si, ne respecte pas les équations (1), (2) et
(3), alorssy, est optimale.

(1) V15,810 (S11, 81505 81) 2 (91)sy5 , V (((91)syy.5, , <

(02)s,..5, ) A (T2, 10 (91)s;, .55, ))-
Les possibilités de satisfaire cette formule dépendentadeleur

de sp,, qui est la seule variable dont on ne connait pas encore
I'instanciation. On obtient les possibilités suivantésy,,...,s;, et
Vs, ..., S, , Stratégies optimales pour 2, apres un chemin contenant

S135S1pr- -y S1yS2pr - Sy

2
A
(1,) (0,1) [(1,1) — 1 estindifférent {1,0) — 1 perd]

(0,1 (1,) [(1,1) — 1 estindifférent {1,0) — 1 perd]
(0.0 (0.0 [1 perd]

En effet, si (1) n'est pas satisfaite, on ne peut pas avoi, fois

S1,+S1ps -+ -+ 81,92, - - -+ S2,_, INStANCiéesh; satisfaite pour toudy,. On

ne peut pas avoir non plus pour tas, ¢1 — ¢ et pour uns,,

¢, satisfaite. Les seules options disponibles sont doncsceéerites
plus haut.

@ sy F (0)sys,, V (018, © ($2)s..5,,) A

(I, 10 ($2) sy, ..55,))-
Les possibilités de satisfaire cette formule dépendent foige

encore de la valeur dg, . Nous obtenons les possibilités suivantes :
Vsp,,..., S, , Stratégies optimales pour 2s,,...,S, telles que le
chemin contenarsy,, Sy, ..., S1,, %, - - -, 2, , Satisfait les conditions
suivantes pous,, :

2
Szn/ \gzn
(0,)) (1,1)[(0,1) — 1 estindifférent {0,0) — 1 gagne]
(1,1 (0,)[(0,1) — 1 estindifférent {0,0) — 1 gagne]
(1,0 (0,0 [1 est indifférent]
(0,0) (1,0 [1 est indifférent]
(1.0 (1.0 [1 gagne]
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Une fois encore, les possibilités de satisfaire cette féende-
pendent de la valeur dg, . Nous obtenons les possibilités suivantes :
VSp,,...,S, , Stratégies optimales pour 2$,,,51,,...,51, telles que

le chemin contenarsy,,ss,,...,S1,,S,.--,S, , satisfait les condi-
tions suivantes poisp, :

2
</ \s
(_,0 (., [(L,0(0,1) — 1perd;(_,0)(1,1) — 1 gagne]

(.71 (_,0) [(0,2)(_,0) — 1 perd;(1,1)(_,0) — 1 gagne]

Plusieurs cas sont a envisager :

« A partir de (1) : SiVsy,...,S1, €tVsy,...,, ,, le résultat obtenu
par le joueur 1 est(D, 1) et (1,0)] ou [(1,0) et (0,1)] ou [(0,_) et
(0,_)], alorss;, est une stratégie perdante,sgt est une stratégie
optimale.

SiVsy,...,s1, etVsy,...,S, ,, le résultat obtenu par le joueur 1
est [(1,1) et(0,1)] ou [(0,1) et (1,1)], on sait d’aprés (2) que le
joueur 1 peut obtenir les mémes résultats en josgntauquel cas

il est indifférent entre ces deux stratégies ¥gtest une stratégie
optimale) ; ou alors la stratégsg, est une stratégie gagnante.

« A partir de (2) : Si3sy,...,S1, €tVsy,..., %, ,, le résultat obtenu
par le joueur 1 est(D,0) et(1,1)] ou [(1,1) et (0,0)] ou [(1,_) et
(1,_)], alors3;, est une stratégie gagnante, donc est une stratégie
optimale.

D’apres (1), on sait que so#, est une stratégie perdante, soit le
joueur 1 est indifférent. Donc sisy,,...,S;, etVsy,,...,S, , tels
que le résultat obtenu par le joueur 1 €8t L) et(1,1)] ou[(1,1) et
(0,1] ou [(1,0) et(0,0)], ou [(0,0) et(1,0)], 5, est une stratégie
optimale (puisque so#;, est une stratégie perdante, soit le joueur
1 est indifférent entre;, ets,).

« A partir de (1), (2) et (3) : Sila stratégies; obtenue par (3) entraine
un résultat pour le joueur 1 de la forme [0) et (1,1)] ou [(1,1)
et(_,0)], alors d’apres (1) et (2), nous savons gyeontients;,, et
ques; est une stratégie gagnante, dspcest optimale.

« A partir de (1), (2) et (3) : Sila stratégies; obtenue par (3) entraine
un résultat pour le joueur 1 de la forme [0) et (0,1)] ou [(0,1)
et (_,0)], alors d’'aprées (1) et (2), nous savons cueontients;,.
Dans ce cas, sadf, est une stratégie perdante pour tauti € [1,n]
ets;, est optimale ; soit le joueur 1 est indifférent ensie et’sy,,
auquel casy, est optimale.

< Supposons a présent gsie satisfait les équations (1), (2) et (3), et prou-

vons alors que,, est optimale.
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(1) Vs2,...,, , Optimales pour 23sy,,...,S1,,S, telles que
(St 081) o (P1)sy9,,
N——

¢ est satisfaité/sp,,

(91)s5,.5, , = (P2)s,.9 ) A (P1)sy, .50, )
(%)

(*) : 2 jouant de fagon rationnelle, ce joueur choisig@telle que

511 est donc optlmale

(2) Vs2,,...,%, , Optimales pour 23sy, telle quevsy,,...,s1,,,,

Sy ’: _‘(q)l)szlmszn,l v
N—_— ——

$i n'est pas satisfaite'sy,

(=((d1)s,..3, , < (P2)s5,.8, ) A (92)ss,.55)

N

(%)

(*) : 2 jouant de fagon rationnelle, ce joueur choisgatelle que

311 est donc optlmale
(3) Vs2,,...,2, , Optimales pour 2ys; € S,
st (92)s,..5, ,

ou

S1 = (¢2>521

Vs € S, 1 ne connait donc pas le choix de 2, et donc ne peut pas
choisir.s;, ets;, sont donc optimales.

* Joueur 2.

= L'optimalité n'est pas exclusivesf, etS; peuvent étre optimales). Nous

voulons donc montrer que si, ne respecte pas les équations (1), (2) et

(3), alorssy, est optimale.

(1) 3s1,,...,s1, optimales pour 1 telles qu&sy,,...,s, telles que
(S210---2%2,) 17 (92)sy;800 ONC (S2p-008) = 2 (92)s,,. 1
doncsp, est une stratégie perdante, et degoest optimale.

(2) 3sy,,...,s1, optimales pour 1 telles que, = —\((1)2)511 ,,,, s,,- Donc,

3sy,,..., %, telles ques,,, ..., s, = (q)z)sll ,,,,, s,- Donc il existe une
stratégie gagnante contenagt, et donc cette stratégie est optimale.

(3) si  Vsy,...,s;, optimales pour 1, 1 est indifférent
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VS]_ E S]JSZ]_ % _'(¢2)Sl
ou
VS]_ E S]J_SZ]_ % _'(¢2)Sl
Vs1 € §,3%,,...., %, telles quesy, = (§2)s,  (4)
Donc, or
Vs € S,3%,,...,9, telles ques,, = (¢2)s,  (5)
Nous savons d’apres (1) que (4) n'est pas possible. (5) est\dai,
etsy, est optimale.

< Supposons a présent gsie satisfait les équations (1), (2) et (3), et prou-
vons quesp, est optimale.

(1) Vsi,,...,S1, optimales pour 13sy,,...,, telles que(sp,, ..., S,) =

(2) Vsi,,...,s1, optimales pour 135, = —\((1)2)511 ,,,, s,- §2 N'est pas sa-
tisfaite, et doncsy, est optimale.

(3) si  Vsy,...,s;, optimales pour 1, 1 est indifférent
ds €S st F(d2)s
et
351 € S 8t = ~(02)s,
Dans ce cas, 2 ne peut pas prévoir les choix de 1, et peut donc
toujours avoir une stratégie perdante. Ce joueur est datifférent
entre ses deux choix, s, est optimale.
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Ce choix d'utilités binaires (pour lequel les agents petigenlement exprimer leur totale satisfaction
ou leur total mécontentement, sans niveaux interméd)adstaine vraie perte de généralité. En effet,
on ne peut par exemple pas exprimer dans un jeu booléenaelasdes préférences du type “Je
préfererais boire un café, si je ne peux pas un thé, et si & p&s possible non plus je prendrai un
chocolat chaud”, qui nécessite 3 niveaux d'utilité ; touincoee on ne peut pas exprimer le dilemme
du prisonnier classique (présenté exeriiplé 1.1 (bage 10)yiqécessite 4 niveaux d'utilité.

On aimerait donc incorporer des préférences non dichotaesiqux jeux booléens afin que chaque
joueur puisse représenter ses préférences de maniéreopipie.sNous voudrions pouvoir associer
une relation de préférence quelconque a I'ensemble desspitefstratégies.

Définition 3.1. Unerelation de préférence > est une relation binaire reflexive et transitive (non
nécessairement totﬂ)asur S. Larelation de préférence stricte = associée a&- est définie par
s~ S Si et seulement sk s s, et non(s > ).

Ces préférences peuvent étre de différents types : ellegepeétre numériques (on parlera alors
de préférencesardinaleg, ou encoreordinales Les préférences cardinales consistent & associer a
chaque issue du jeu (ou profil de stratégies) une valeur nguegret sont donc des relations com-
plétes. Les préférences ordinales consistent a assoogetainent un pré-ordre sur 'ensemble des
issues du jeu, et peuvent étre partielles.

Le choix entre ces deux représentations dépend des notien$ap veut étudier : certaines no-
tions (comme par exemple les équilibres de Nash en stratégides) nécessitent des préférences
cardinales, tandis que d’autres (comme les équilibres gl B stratégies pures ou les stratégies do-
minées) peuvent étre définies dans un contexte purementbries notions qui nous intéressent ici
pouvant étre définies avec des préférences ordinales, hoissssons d'étudier tout particuli€rement
ces derniéres.

Il nous faut donc choisir a présent une représentation ptaned’éviter la description explicite de
la fonction d'utilité de chaque agent, qui est, comme noagohs déja vu, de taille exponentielle
en fonction du nombre d’agents. Pour les préférences diotiques, nous avons utilisé la logique
propositionnelle, qui est le langage de représentationpecte le plus naturel pour ces préférences.
Pour les préférences non dichotomiques, il nous faut danwér un langage permettant d’expri-

1Une relation de préférence totale est une relation traesiteflexive et qui vérifieVx,y: X = y ouy = x
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mer les préférences de chacun des joueurs de fagon aus@e;ame compacte, que possible. Ces
langages sont appelé&mngages de représentation compaddn définit formellement un langage de
représentation de préférences [Leng, 2006] :

Définition 3.2. Un langage de représentation de préférencesst un coupléL,Ind) ou

x L est un langage propositionnel formeé surV,

+ Ind est une fonction de L dans Pref, Pref étant I'ensemblaalatons de préférence s@,
gui associe a chaque élément de L la relation de préférerthgtin Dans le cas des préférences
cardinales, la relation de préférence est obtenue pardintédiaire d’'une fonction d'utilité u.

Exemple 3.1. Soit V= {a,b,c,d} un ensemble de variables propositionnelles. Nous pouvéfirsid
le langage de représentation de préférences dichotomigua fh¢con suivante :

* Lgicho €St le langage formé surV,
* Ugicho €St définie comme suit : pour toute formdle Lgicho, €1 pour tout ensemble @V,
* ugicho(w) =1siwE=¢,
% Ugicho(W) = 0 sinon.
Ce langage est celui que nous avons utilisé pour définir les foléens tout au long du chapifie 2

(page31).

Il existe de nombreux langages de représentation compactpréférences. On peut citer par
exemple :

x Logigue des pondérationgPinkas| 1991; Haddawy et Hanks, 1992; Dupin de Sainteat.,
1992; Benferhaet all, 2001]. Le principe de cette famille de langage de représientde préfé-
rences est d'associer des pondérations numeériques a daddsrpropositionnelles. Il n'est pas
nécessaire que les poids soient numériques : il est posBiltleser une échelle plus ou moins
qualitative munie d'une fonction d’agrégation, comme paaraple la logique possibiliste.

x Logique des priorités Cette famille de langage de représentations est la camntierdinale
des logiques a pondérations. Nous la présenterons plusdament en sectidn 3.3 (paigd 99).

x Logigue des distances[Katsuno et Mendelzon, 1991, 1992; Lafage et lang, 20001200
Benferhatet all, 2002]. Lidée est d'utiliser des distances entre integiféns proposition-
nelles : si un agent doit satisfaire un WBf plus I'interprétation est “loin” de5, moins elle
est satisfaisante.

* Logique des préférences du type “ceteris paribus’Cette famille de logiques des préférences
est construite sur le principe de l'interprétatioeteris paribusou encorgoutes choses étant
€gales par ailleursou plus généralemetdutes choses non pertinentes étant égalegrincipe
consistant & interpréter des préférences ceteris pardbafl & [von Wright, 1963], et a été revu
par [Hansson, 1989, 2001]. Un langage de représentatiqguigree, les CP-nets, est fondé sur
le critere de comparaison ceteris paribus. Nous présetdsi3P-nets en sectign B.2 (pdgé 74).

x Logique des conditionnelsLidée est ici d'utiliser la logique des conditionnels_ki,|1973]
pour représenter des préférences, et permettre de réespréférences [Boutiller, 1994; Lang,
1996;{ Langet all, 12002Db].

Mis a part le langage de représentation dichotomique pré&san chapitrdd2 (pade131), il existe
d’autres travaux dans le cadre des jeux booléens : des @né&s non dichotomiques ont déja été in-
troduites dans ces jeux. Il s'agit des jeux d'évaluationtritisés, introduits pai [Harrenstein, 2004a],
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qui sont des jeux booléensrgoueurs dont les préférences sont représentées par desldesale
formules propositionnelles : plus le nombre de formulesftes pour un agent est grand, plus cet
agent est satisfait. Cette relation de préférences singplgoirtant déja assez sophistiquée : elle per-
met de représenter des jeux plus complexes avec des jeudensplcomme par exemple le dilemme
classique du prisonnier.

Nous allons donc continuer ici dans cette voie, et étudiax tuveaux langages de représentation
de préférences : les CP-nets et les logiques des plﬁaquéispermettront eux aussi de traiter des
préférences non dichotomiques.

Nous pouvons a présent définir un jeu booléen ayant des enéfés ordinales.

Définition 3.3. Soit un langage propositionnel L pour une représentatiomgacte de préférences.
Un L-jeu booléenest défini par un 5-uple & (N,V, T, ®), avec

x N={1,...,n}, V, etT étant définis comme précédemment, et
x &= (Pq,...,D,). Pour chaque id; est une représentation compacte, dans L, de la relation de
préférenc&de =i de l'agent i SLE S. On note Pref = (>1,...,=n).

3.1 Préférences ordinales et théorie des jeux

Nous devons redéfinir ici les équilibres de Nash en utiliskst préférences ordinales. En effet, les
équilibres de Nash sont classiquement définis pour des jeoxdes préférences totales, ce qui n'est
plus nécessairement le cas ici, les préférences ordinalespt étre partielles. L'introduction de ces
préférences partielles peut étre justifiee de fagon épigtém il se peut qu'un agent ne puisse pas
donner ses préférences sur deux états, car il n'a pas test@sdrmations nécessaires pour le faire.
Par exemple, supposons que Mylen doive réserver un biletia pour Florian. Un avion part a
10h, l'autre a 21h. Si Mylen ne connait pas les disponikildé Florian, elle est dans l'incapacité de
comparer, et de choisir, entre ces deux vols. Ces deux @étattsisnc incomparables. Un autre type
d’'incomparabilité est 'incomparabilité intrinseque utedtats peuvent étre incomparables du fait de
leur nature. Par exemple la majorité des gens sont incapdéle2pondre a la question “Préférez-vous
avoir sur votre ordinateur un virus qui efface tous vos ngss&lectroniques, ou un virus qui envoie
tous ces messages a tout vos contacts ?”

Nous allons donc définir deux notions d’équilibre de Nasle, fante et une faible (elles sont équiva-
lentes aux notions d’équilibre maximal et maximum dans fetastein| 2004a]).

On rappelle gu’un équilibre de Nash en stratégies puresngstafil de stratégies tel que la stratégie
de chaque joueur est une réponse optimale aux stratégiesities joueurs.

Définition 3.4. Soit G= (N,V,T, 1, ®) un jeu booléen, avec N {1,...,n} I'ensemble des joueurs,
® = (Pq,...,Dy) 'ensemble des buts des joueurs, et Ryef (=1,...,>=n) 'ensemble des préfé-
rences de chaque joueur. Deux définitions, une faible etante, fpeuvent ici caractériser les équi-
libres de Nash.

2| es résultats donnés dans ce chapitre ont fait I'objet dgigus publications | [Bonzaet all, 20065} 2007a]
3La définition des but€ correspond & la définition dad dans la définitiof.312 (page ci-contre).
40n rappelle que dans un jeu boolé&n= {s € 2|5 =y}, et queS= S x ... x Sn.
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s= (s1,...,S) est unéquilibre de Nash faible en stratégies puresi et seulement si :
Vie{l,...,n},vs €S, (5,5) #i (S,5) (3.1)
s= (s1,...,S) est unéquilibre de Nash fort en stratégies puresi et seulement si :

Vie{l,..,n}vs €S, (d,5.) < (5,5.0) (3.2)

L'ensemble des équilibres de Nash forts (resp. faibles)textégie pure sera noté N (resp.
N Etaible)-

Un équilibre de Nash fort en stratégies pures est donc ur geadtratégies dont on a la certitude qu'il
est une réponse optimale aux stratégies des autres jouBuéjuilibre de Nash faible en stratégies
pures est lui un profil de stratégies qaiutétre une réponse optimale aux stratégies des autres joueurs

Il est clair que tout équilibre de Nash fort est un équilibeeNBsh faible. On a dondE¢q(G) C
NEtaibie(G)-

Exemple 3.2. Soit le L-jeu booléen G= (N,V,T’,,®) suivant :

x N={1,2},

x V = {a,b},

*x Y=Y =T,

x T = {a}, = {b},

x 1 est défini par : ab-; ab -, ab et ab>4 ab >3 ab (les profils de stratégieshaetab sont

incomparables pour le jouel), et
% > est défini par @b >, ab >, ab > ab.
Ce jeu a un équilibre de Nash fort : N&:(G) = {ab} et deux équilibres de Nash faibles :
NEfaibie(G) = {ab,ab}.

Nous devons également raffiner la notion de stratégies dmgjrdéfinies initialement a partir des
préférences totales (définitions1l.&efl 1.9 (dage 22))tr@uction de préférences partielles, et donc
de la notion d'incomparabilité, nous permet d’introduirenouveau cas de stratégie dominée. Cette
nouvelle notion est trés faible : toutes les stratégies gatudtre partiellement dominées.

Définition 3.5. Soit i un joueur et-; sa relation de préférence sur S. La stratégi€ls joueur i est
dite strictement dominées’il existe une autre stratégié telle que, quelles que soient les stratégies
des autres joueurs; gst strictement préférée apour -;. Donc, $ € § eststrictement dominéesi
et seulement si :

Jg € S telle quevs_j € S, (s,5-i) <i (§,5-i)

Soit i un joueur et sa relation de préférence sur S. La stratégiels joueur i est ditdaiblement
dominées'il existe une autre stratégié¢ tlle que, quelles que soient les stratégies des autresijsue
S est préférée & pour -, et qu'il existe au moins une combinaison des stratégiesidess joueurs
telle que &soit strictement préférée a pour =;. Donc, $ € S estfaiblement dominéesi 35 € §
telle que :

Vs i€ S, (s,s.) =i (8,s.i) etqueds_j € S_j telle que(s,si) <i (§,S-i)
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Soitiun joueur et sa relation de préférence sur S. La stratégidsjoueur i est ditgartiellement
dominées'’il existe une autre stratégi¢ tlle que, quelles que soient les stratégies des autresijsue

S n'est pas strictement préférée gmur =, et qu'il existe au moins une combinaison des stratégies
des autres joueurs telle quesoit strictement préférée a gour ;. Donc, $ € § estpartiellement
dominéesi 35 € § telle que :

Vs.i€ S, (s,8) /i (5,8.) etqueds i € S telle que(s,s.i) <i (§,5i)

Toute stratégie strictement dominée est faiblement damiattoute stratégie faiblement dominée est
partiellement dominée. Lorsque la relatienest un pré-ordre total, il y a équivalence entre stratégies
faiblement et partiellement dominées.

Exemple 3.3. Soit le L-jeu booléen &= (N,V,T', 1, ®) suivant :

« N=1{1,2},
x V = {a,b},
*xY1=Yo =T,

* Ty = {a}, I, = {b}, ~ ~ o
x 1 est défini par : ab~; ab =, ab et ab>~4 ab - ab (les profils de stratégieshaetab sont
incomparables pour le jouel), et
* > est défini par : ab-,ab >, ab >, ab.
Etudions les stratégies dominées de ce jeu :

x Joueurl: La stratégie a du joueut domine partiellement sa stratédgie En effet, ab-; ab, et
ab i, ab.

* Joueur2 : La stratégie b du joueul domine faiblement (et partiellement) sa stratégieEn
effet, par transitivité de-»,, ab > ab, etab >, ab.

La propriétd 214 (padeb1l), issue de la théorie des jeue vatable ici :

Propriété 3.1.

x I'ordre d’élimination des stratégies strictement domisé&ffecte pade résultat final.
x Par contre, I'ordre d’élimination des stratégies faiblemget donc partiellement) dominées
affectele résultat final.

Preuve :

* Montrons que l'ordre d’élimination des stratégies strioé@t dominées n’af-
fecte pas le résultat final. Supposons que nous sommes empeed’un jeu
G ayant au moins deux stratégies strictement dominées. Ges dimtégies
peuvent étre :

x deux stratégies d'un joueur donné.
Dans ce cas, on suppose que la stratggidu joueuri est dominée stricte-
ment par la stratégig, et ques, est dominée strictement pgf. On a alors
3 possibilités, 2 d’entre elles étant équivalentes :
x5, =9 (ous, =9): la stratégies, est strictement dominée pa,.
Commes’ domine strictemens,, alorss’ domine strictemens,. En
effetsiona¥vs. €S, (s,,si) ~i S, Si) et(s,s.i) =i (s,,5i) alors
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on a, par transitivité de- : Vs_; € Si,5',s_i =i S,,S_i. Dans ce cas, sion
élimine s, en premiers, sera toujours strictement dominée gar et si
on élimines, en premiers, sera toujours strictement dominée gar
* §, # § ets, # g : dans ce cas, I'élimination de 'une de ces stratégies
n’influe pas sur I'élimination de l'autre.
x des stratégies de deux joueurs différents.

Nous supposons ici que la stratégielu joueuri est dominée strictement par
la stratégies, et que la stratégis; du joueurj est dominée strictement par
s;-Onaalors:

Vs € S_i,(ﬁ,s_i) i (s,5-0)

Vs €S, (s),8-)) -j (,5-)

Si on élimines en premier, la stratégig; sera toujours strictement domi-
née pars;. En effet, on aura toujourgs_j € S_j,(sj,s-j) =j (sj,s-j) car
I'ensemble des_j € S_j diminue aprées la suppression gle
On raisonne de méme si on élimiggen premier.
* On montre sur I'exemple suivant que I'ordre d’éliminatiogsdstratégies faible-
ment dominées affecte le résultat final :
Soit unL-jeu booléen tel qu&l = {1,2},V = {a,b}, s =y =T, m = {a},
T = {b}, =1 définie par ab>; ab>; ab = ab, et=, définie par ab>, ab >
ab>»> ab.

+ Pour le joueur 1a domine faiblemena. En effet, on aab >, abetab >~ ab.
Eliminons cette stratégie. On obtient alors 2 étatset ab, et 2 n’a aucune
stratégie dominée.

* Pour le joueur 2b domine faiblemenb. En effet, on aab =, ab etab - ab.
Eliminons cette sratégie. On obtient alors 2 étatsetab, et 1 n’a aucune
stratégie dominée.

On voit ici que si I'on éliminea ou b en premier, on obtient des résultats diffé-
rents.

Comme toute stratégie faiblement dominée est partielledeminée, ce contre-
exemple est valable pour les stratégies partiellement riesi

Nous pouvons a présent étudier des langages de représertathpacte de préférences et essayer
de les adapter a notre modéle. Nous étudierons dans un pitemigs un langage de représentation
dit “graphique”, les CP-nets; puis un langage fondé sur f@ésentation de préférences en logique
propositionnelle, les buts a priorité.

3.2 Jeux booléens et CP-nets

Les CP-nets appartiennent a une famille de langages desegpagion dit “graphiques”. Ce langage
est fondé sur le critére de comparaison Ceteris Paribus que allons présenter dans la section
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suivante.

3.2.1 Ceteris Paribus

Quand un agent exprime en langage naturel une préférereajted “une table ronde sera mieux
dans le salon qu’une table carrée”, il ne veut sans doute ipagjde n'importe quelle table ronde
sera préférée a n'importe quelle table carrée. Il veut exgrrile fait qu'il préférera une table ronde a
une table carrée si ces deux tables ne difféerent pas sigivfiogent dans leurs autres caractéristiques
(la taille, la couleur, le bois utilisé, les finitions ou enede prix). Le principe qui est a I'ceuvre dans
I'interprétation de telles préférences est que les alteesmdoivent étre comparéasites choses etant
égales par ailleursou encoreCeteris ParibusLes préférence€eteris Paribusont été tout d’abord
étudiées par von Wright dans [von Wright, 1963], puis ontoétésidérablement revues par Hansson
[Hansson|, 1989, 2001], qui en a proposé une généralisatiaeé sur les fonctions de représentation
et qui en a étudié les propriétés logiques. Ces préférentueétd indépendamment redécouvertes
dans la communauté IA par [Daoyle et Wellran, 1991; Datlall, 11991], et étudiées notamment par
[Boutilier et all, 11999].

SoitV = {X,..., Xy} un ensemble de variables, chaque variabktant associée a un domaDgX; ).
Si{X1,...,Xp} est contenu dans, alorsD({Xz...Xp}) = D(X1) % ... x D(Xp), produit cartésien des
domaines de chaque variable.

Définition 3.6. Un sous-ensemble de variables X paiférentiellement indépendanta son com-
plément Y=V \ X si et seulement §ix3,x; € D(X) etVy;,y» € D(Y) ona:

X1Y1 = Xoy1 Si et seulement sy = Xo¥»
On dit que x estpréféréea x ceteris paribus
En d’'autres mots, la relation de préférence sur les insttinos deX, quand toutes les autres variables
sont fixées, est la méme quelles que soient les valeurs deites wariables.

Définition 3.7. Soit X, Y et Z trois ensembles non vides disjoints formantpamtition de V. X
et Y sontconditionnellement préférentiellement indépendants état donné Z si et seulement si
Vze D(Z), VX, %2 € D(X) etVy1,yo € D(Y) ona:

X1Y1Z = Xo¥1Z Si et seulement Siyoz > Xoy»Z

Pour une valeur dZ fixée, la relation de préférence sur les instanciationX @st la méme quelles
gue soient les valeurs des instanciation¥ de

3.2.2 CP-nets
3.2.2.1 Définitions générales

Les CP-nets ont été introduits dans [Boutikgml, 11999] comme un outil pour représenter com-
pactement les relations de préférences qualitatives. Clmgraphique utilise I'indépendance pré-
férentielle conditionnelle pour structurer les préféend’un agent sous I'hypothésketeris Pari-
bus lls ont été principalement étudiés dahs [Domshlak, 20[BXjutilier et al., 2004a] ou encore
[Boutilier et all, [2004b].
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Les CP-nets peuvent étre utilisés dans le cadre des jeugdrmole facon a représenter les préfé-
rences de chaqgue joueur. On ne considérera plus que lesdsijewurs sont représentés par une
formule logique, mais directement par un CP-net proposiid (pour lequel les domaines des va-

Ainsi, un élément d®(x;) correspond & unéx; }-interprétation, et un élément @¥{x;...x,}) est
une{xs...Xp}-interprétation.

Définition 3.8. Pour chaque variable X V, un ensemble deariables parents noté P4X), est spé-
cifié. Ces variables sont celles qui influent sur les préféesrde I'agent entre les différentes valeurs
de X. Formellement, X et V({X}UPa(X)) sont conditionnellement préférentiellement indépen-
dantes étant donné IPA).

Latable de préférence conditionnellgnotée CPT) décrit les préférences de I'agent sur les valeur
de la variable X, étant données toutes les combinaisonsalesrg des variables parents.

Pour chaque instanciation de P&), CPT(X) spécifieun ordre totabur D(X) tel queVvx;,x; € D(X)
on ait soit X > Xj, Soit X > X;.

Soit V= {X,..., Xy} un ensemble de variable&/ = (G, T) est unCP-netsur V, G étant un graphe
orienté surV, et étant un ensemble de tables de préférences condition@H&$X;) pour chaque
X; € V. Chaque table de préférence conditionnelle CRJ est associée a un ordre total | selon
chaque instanciation p D(Pa(X)).

lllustrons ces définitions avec un exemple simple :

Exemple 3.4. Soit le CP-net présenté sur la figurel3.1 qui exprime mes mééés sur le menu du
diner. Ce CP-net est composé de deux variables, S etV qeispmndent respectivement a la soupe
et au vin. Je prefere strictement manger une soupe de po(Sspplutot qu’une soupe de légumes
(S), tandis que mes préférences sur le vin rougg @ blanc () dépendent de la soupe que je
mangerai. En effet je préfere du vin rouge avec une soupegtieriés, mais du blanc avec une soupe
de poisson. On adonc(®) = {S,,S} etD(V) = {\;,Wu}.

@ S | W=V
S | i >W

Figure 3.1 —CP-net “Mon diner simple”

3.2.2.2 Sémantique des CP-nets
La sémantique des CP-nets a été principalement étudiée[dansshlak, 2002], [[Boutilieet al.,
20044] ou encore [Boutiliest all, 2004D].

Informellement, un CP-net( est satisfait par- si = satisfait chacune des préférences conditionnelles
exprimées dans les CPTs flg¢ sous l'interprétatiorceteris paribus
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Définition 3.9. SoitA’ un CP-net sur les variables V. SoiteXV une variable, UC V les parents de
X dansa(, et Y=V \ (UU{X}). Soit>, une relation d’ordre sur DX) dictée par CPTX) pour
I'instanciation ue D(U) des parents de X. Soit enfinune relation de préférence sur().

1. Une relation de préférence satisfait > si et seulement si yux yux;, pour tout ye D(Y), a
chaque fois quej - X;.
2. Une relation de préférence satisfait CPT(X) si et seulement st satisfait -, pour chaque
ue D(U).
3. Une relation de préférence satisfait le CP-net\ si et seulement si elle satisfait CPX) pour
chaque variable X.
Un CP-net\[ estsatisfiablesi et seulement si il existe une relatisnqui le satisfait.

Définition 3.10. Soit Al un CP-net sur les variables V, et@d € D(V) deux états quelconqued
entraineo - 0 (i.e. I'état o est préféré &'y noté A\’ =0 > 0, si et seulement si® o dans chaque
relation de préférence qui satisfailf. On dit alors que o- 0’ est uneconséquenceale A(.

L'ensemble des conséquenaes o d’'un CP-net constitue un ordre partiel sur les étatsst préferré
a o dans cette relation d'ordre si et seulememi\si= o - 0. Cet ordre partiel peut étre représenté
par un graphe orienté, que I'on appelera graphe de pré&senduit, ou pré-ordre associé\a:

1. Les nceuds du graphe de préférences correspondent atétitfe de toutes les variables du
CP-net,

2. ily aun arc du nceud au nceud si et seulement si les affectations aet o’ ne different que
pour la valeur d’'une seule variabg et si, étant donna(X), la valeur assignée para X est
préférée a la valeur assignée paaXE

La fermeture transitive de ce graphe spécifie les ordrem[sastur les états induits par le CP-net. Plus
précisément, nous avorig = 0 > 0 si et seulement si il existe un chemina@é o’ dans le graphe de
préférences induit pak(.

Formellement, la relation de préférence induite yareprésentée par le graphe de préférences induit,
est définie comme suit :

Définition 3.11. La relation de préférencesur les états induite par un CP-né{ est dénotée par
=, €t est définie paro,o’ € D(V), 0~ 0 si et seulement s\ =0~ 0.

Exemple[32 (page précédente), suite :La figure[3.2 (page suivante) représente la relation de pré-
férence induite par ce CP-net. L'élément du bas\(%,) représente le pire état tandis que I'élément
du haut (§ A W) est le meilleur état possible.

Nous remarquons ici que nous avons une fléche entre les n@ud¥,) et (S, AVy) car nous
comparons les états 2 par 2, toutes choses étant égalesl|armai

Nous pouvons donc ordonner totalement les états possililigsls préféré au moins préféré) :

(SSA W) = (S5AVE) = (S AVE) = (S AW)

SLa représentation graphique des préférences que nowsonilici dans le cadre des CP-nets est contraire a la repré-
sentation utilisée dans la littérature [Boutiledrall, 20045 b] : dans cette derniére les fleches vont de I'établagpréféré
vers le plus préféré. Afin d’homogénéiser cette section tveectiol 3B (pagéP9) nous choisissons ici d’orienter les
fleches de I'état le plus préféré vers I'état le moins préféré

Jeux booléens 77



Jeux booléens et préférences non dichotomiques

SA W
!
SAVe

|

S AW

Figure 3.2 —Graphe de préférences induit par le CP-net “Mon diner siinple

Cette relation- est la seule relation de préférence qui satisfasse ce CP-net
Théoréme 3.1([Boutilier et all, 20043]) Tout CP-net acyclique est satisfiable.

Lemme 3.1([Boutilier et all, 2004a]) La conséquence préférentielle en ce qui concerne un CP-net
est transitive. Donc, si 8-, 0 et d =4, 0" alors 0~ 0".

Ce lemme nous permet de simplifier les futurs schémas. Panpdee sur la figurd—3]2 de
I'exemple[32, nous pouvons supprimer la fleche entre ledBdA V) et (S; A V) car elle est
déductible par transitivite.

Définition 3.12. Soit A’ un CP-net sur les variables V.(') dénote I'ensemble de toutes les instan-
ciations de V.

On appelleensemble des résultats optimaux d@( 'ensemble d’états O tel quéo € O, AL =0 o
pour tout 6 € D(V) \ O.

Chercher le résultat optimal d’'un CP-r&f consiste intuitivement a parcourir le graphe de haut en
bas (c'est-a-dire des parents aux descendants), en i@staebaque variable a sa valeur préférée
selon l'instanciation de ses parents. Cette procédureppstéerecherche avanfforward sweejp

Par exemple, sur la figuEe_B.2 de I'exemipld 3.4, le résulttinap sera(S, A b).

Dans [Boutilieret all, 11999], il est montré que si le CP-n&f est acyclique, le résultat sera unique.
Par contre, en cas d'un graphe cyclique, il peut y avoir plus résultats optimaux, comme il peut
N’y en avoir aucun.

Lemme 3.2. [Boutilier et all,11999]Soit A’ un CP-net acyclique sur un ensemble de variables V. La
procédure de recherche en avant (forward sweep procedor&truit le résultat optimal dans ).

Les CP-nets sont utilisés dans_[Agitall, 2005], pour représenter des jeux : les CP-nets sont vus
comme des jeux en forme normale et vice versa. Il est alorgrénaans [[Aptet all, [2005] qu’un
profil de stratégies est un équilibre de Nash duesi et seulement si c’est un résultat optimal du
CP-netA(G). De méme, dans la traduction inverse, il est montré qu'ufilgie stratégies est un
résultat optimal d’'un CP-net si et seulement si c’est unlégeide Nash du jeu associé. Nous en
parlerons plus longuement dans la secfion #.2.1 (pade 127).

3.2.2.3 Utilisation des CP-nets dans les jeux booléens

Les définitions classiques des CP-nets doivent étre adaptie pouvoir étre appliquées a des jeux
booléens. En effet, nous sommes ici dans un contexte patiou les variables que nous manipulons
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sont booléennes, et ou nous avons plusieurs joueurs. Dasentexte, chaque joueur doit pouvoir
choisir la stratégie qui lui permettra d’obtenir le “meilterésultat possible”. Pour ce faire, nous
pouvons utiliser les notions définies en secfion 3.1 (payyeddr calculer les équilibres de Nash et
les stratégies dominées, a condition de disposer d’ungamelde préférence pour chague joueur sur
'ensemble des profils de stratégies. Les CP-nets intamei@nici puisqu’ils constituent un outil de
représentation des préférences et fourniront ainsi latioak de préférences de chaque joueur.

Définition 3.13. La table de préférence conditionnellgpour un jeu booléen (notée CFX)) décrit

les préférences du joueur i sur les valeurs de la variable tdntédonnées toutes les combinaisons
des valeurs des variables parents.

Pour chaque instanciation p de fX), CPT(X) spécifie un ordre total tel que 'on ait soit>; p X,
SOItX =i p X.

Définition 3.14. Un CP-jeu booléenest un 5-tuple G= (N,V,I,i;®), ou N= {1,...,n} est un
ensemble de joueurs, ¥ {xi,...,%,} est un ensemble de variableB,= (Aj,...,AL), chaqueAj
étant un CP-net surV et, pour tou€iN, =j=> ;.

La grande différence entre les CP-nets classiques et ceuxays introduisons dans les jeux booléens
est l'introduction de contraintes. Les CP-nets avec conira ont été étudiés parallélement dans
[Boutilier et all, [2004Db] etl[Prestwiclet all, 2004].

Dans [Prestwiclet al., [2004], les préférences sont exprimées sur toutes lessissugeu, les états ne
respectant pas les contraintes étant considérés comnuegsides. S'il existe un état accessible et
non dominé, ce dernier est le résultat optimal.

Dans [Boutilieret al., 2004b], les préférences exprimées dans les CPTs du CRimehtrespecter
les contraintes : si par exemple une contrainte est du aypeb, et quea € P(b), les préférences
surb seront identiques a celles sai(si a est indépendant et que>- &, alors on aurd > b'). Un
algorithme, appelé Search-CP, permet alors de trouvesdimble de résultats optimaux qui sont
accessibles (c’est-a-dire qui respectent les contrgjrgegiui ne sont pas dominés par un autre état
accessible. Nous choisissons ici d'utiliser cette méthode

Exemple 3.5. Soit le jeu G= (N,V,T', 1, ®) suivant :

« N=1{1,2,3

x V = {a,b,c}, avec Oa) = {a,a}, D(b) = {b,b} et D(c) = {c,c}.

kY1=Y2=Y3=T,

x T = {a}, = {b}, I3 = {c},

* Le but du joueurl est représenté par le CP-net et la relation de préférenceitedigure[3.B

(page suivante),

Le but du joueur2 est représenté par le CP-net et la relation de préférenceitedigure[3H
(page suivante),

Le but du joueur3 est représenté par le CP-net et la relation de préférenceitadigure[3.b
(pagel8l).

Pour calculer facilement les équilibres de Nash de ce jeusnuettons en exergue les relations qui
nous intéressent pour chaque joueur. Ces relations appseait sous la forme de fleches en pointillé
sur la figure[3B (page suivante).

*

*

En effet, pour le joueul, qui contréle la variable a, nous comparons les états ababet, les états
aloc, abc, les états be etabc, et enfin les étatsba etabc.
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anb | c~¢C

anb|c>-tT

aAnb|t>c

anb|c>-T
(@) (b)

Figure 3.3 —CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 1

Cela revient & comparer pour chaque joueur uniguement ledégfies de ce dernier pour chaque
combinaison de stratégies des autres joueurs. Notons cgélémhes en pointillé représentent une
relation d’ordre transitive.

a=a b>b

@ ® abé

anb | c~TC
anb|t-c %m‘
anb|ct=c ﬂkv
aAb|c>tT

@) (b)

Figure 3.4 —CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 2

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts nous dotineomme résultat :

N Efaible = NEfort = {Ebﬁ}

Etudions a présent les stratégies dominées de ce jeu :

x Joueurl: Il est possible d’éliminer la stratégie a de ce joueur, gsii strictement dominée par
la stratégiea.

x Joueur?2 : Une fois la stratégie a du joueut éliminée, la stratégie b du jouelt domine
strictement sa stratégie. On élimine cette derniére.

x Joueur3 : Aprés élimination de ces 2 stratégi@sgdomine ¢ pour le joueus.

En éliminant itérativement les stratégies strictement idées, on obtient donc un profil de stratégies
résultat : {abc}, qui se trouve étre aussi I'équilibre de Nash faible et f@re plus, ce sont ici des
stratégiesstrictementdominées. L'ordre d’élimination de ces stratégies n'affedonc pas le résultat.
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ajc-t¢
CCD alc-cC
c|b>b LY
@ T|lb=b abe
() (b) |abc

Figure 3.5 —CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 3

Etudions a présent un exemple avec des contraintes, enissamit la méthode introduite dans
[Boutilier et all, 12004b] : nous ne représenterons que les préférences tasples contraintes don-
nées.

Exemple 3.6. Soit le jeu G= (N,V,T', 1, ®) suivant :

x* N={1,2}

x V = {a,b,c}, avec Oa) = {a,a}, D(b) = {b,b} et D(c) = {c,c}.
vi={a<bl =T,
m = {a,b}, ™o = {c},
Le but du joueud est représenté par le CP-net et la relation de préférencaitedigure 3.5,
Le but du joueur2 est représenté par le CP-net et la relation de préférenceitedigure[3.V
(page suivante),

*

* % K

a-a b>~b

o

anb|c>-tT "'

(a) (b)

Figure 3.6 —CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 1

On remarque que le joueut n’exprime pas ses préférences sur ¢ s'il cho@it ou @, ces deux
états étant inaccessibles. Il est cependant possible dgrcine la relation de préférence associée en
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utilisant la relation de transitivité (lemnie-3.1 (palgd 78)jous savons ici que les états contenant ab
seront toujours préférés aux états conteraimt

@ a>a

(@ a|Cc>C

C>cC

l

Ol

(a) (b) |abc

Figure 3.7 —CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 2

Pour calculer les équilibres de Nash de ce jeu, on ne s’ocquaedes profils de stratégies présents
dans les relations de préférence des deux joueurs : par deehepprofil de stratégiealx viole les
contraintes du joueul et ne peut donc pas étre un PNE. Le calcul des équilibres db fédtdes et
forts nous donne ainsi ici comme résultat :

NEtaible = NEfort = {abc}

L’élimination des stratégies dominées fournit le mémeltésu

3.2.3 Propriétés des CP-jeux booléens

3.2.3.1 Stratégies dominées

Il faut tout d’abord remarquer que, dans ce cadre de travaig peut y avoir “égalité” entre deux
profils de stratégies, les CP-nets ne permettant pas de ilsmdléhdifférenca. On sait donc alors

que lesstratégies faiblement et strictement dominées sont igieesi Plusieurs propriétés découlent
de cette constatation.

Propriété 3.2. Soit G un CP-jeu booléen tel que le graplye pour le joueur i est acyclique. i a
une stratégie dominée si et seulement si i controle une bigriadépendante (pour;) de toutes les
autres variables, c’est-a-dire si et seulement si il existe variable \e T3 telle que P4v) = @.

Dans ce cas,islomine §si et seulement 55 )y > (S)v-
Preuve :

= Supposons quév € T, Pa(v) # @. Comme le graph&;; est acyclique, nous
savons qu'il exister € T telle quePa(v) C 1t;. Il existe donc une instanciation

5Hypothése que nous relaxerons dans la seEfionl 3.2.4 [phge 96
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uy de tous les parents deelle quev -, V; et il existe une autre instanciation
u, de tous les parents detelle quev >~ Vv (sinon le graphe pourrait étre
simplifié de fagon a avoiPa(v) = @). Pour touts € §, il existes € § et |l
existes_j € S tels que soil(s,s_i) <iu, (§,5-i), SOit (S,5-i) <y, (5,5-i)-
i n’a donc aucune stratégie dominée.

< Supposons quieest un joueur, et qu'il existe € 1 tel quePa(v) = @.
On a donc soitv = v, soit v = v. La stratégies, définie en assignant la
meilleure valeur & (i.e. vdans le premier cas), est préférée partous les
autress définies en assignant l'autre valeurv di.e. v dans le premier cas).
CommePa(v) = &, nous savons qués_j € S, (s,S-i) =i (,S-i)-

Si Gi n’est pas acycliqué,peut avoir une stratégie dominée mémeisic T3 tel quePa(v) = &.

Exemple 3.7. Soit G= (N,V,,I',®), avec N= {1,2}, V = {a,b,c,d}, m = {a,b}, m = {c,d},
vi =Y. = T, Aj et AL sont représentés sur la figure suivante :

b|la-a e @ e o a @ e d|{Tc~c

a-a c>-C

o

ol

alb- — — c|ds>
. (B8 () |d~d b>b (D) .
AL N2

La stratégie ab domine toutes les autres stratégies du jolleméme si Pea) = b et Pgb) = a.

Ql
o
ol

Dans\j, la configuration de a et b, contrdlées par le joudyest la méme que la configuration de ¢
et d dansAb, qui sont contrdlés par le joue®. Pourtant,2 n'a aucune stratégie dominée.

3.2.3.2 Equilibres de Nash en stratégies pures

Lemme 3.3. Soit G= (N,V,,I',®) un CP-jeu booléen tel que les graphg@ssont tous acycliques,
et soit i€ N. Pour tout s; € S ; il existe une meilleure réponse pour i, c’est-a-dire, umatégie

s € S telle que pour toutis# s, (S",s-i) =i (S,5-i)-

Preuve du lemme :Supposons qug' n’existe pas. Dans ce cass_; € S ; tel
queVs € S, 35 # s tel que(s,s_i) =i (s,si). Puis, il existe urg’ # § tel que
(s',s-i) =i (5,si), et ainsi de suite. Comme chaque joueur a un nombre fini de
stratégies, et que; est transitiveds, s € S tels que(s,s_i) =i (s,s-i), (§,5-i) =i
(s,s.i) et (s,s.i) =i (§,s-i), ce qui est en contradiction avec le fait qgeest
acyclique.
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Commes’ ne dépend que d&, la meilleure réponse deas_; peut étre notée par(s_;). Alors :

Lemme 3.4. s est un équilibre de Nash fort en stratégies pures si et sgresi pour tout i, js=

I (S_i).

Preuve du lemme :

= Soit s= (s1,...,%) un équilibre de Nash fort en stratégies pured £ N,
Vs €S, (s,s.i) =i (§,5-i). Mais, par définition d’'un CP-net, nous ne pou-
vons pas avoir d'égalité entre deux profils de stratégiessNavons donc que
(s,s.i) #i (§,s.i) sis #5.Donc,Vie N,Vs #s € S, (s,5.i) ~i (5,5-i),
etalorsvi € N, s =ri(s_i).

< Vi e N, soits = ri(s_j). Par définition, nous avongs # s € S, (S,5.i) i
(s,s.i). Alors, Vi € N, V5 € S, (s,5-i) =i (§,S.i) : s est un équilibre de
Nash fort en stratégies pures.

Propriété 3.3. Dans un CP-jeu booléen acyclique, les équilibres de Nadiiefsiet forts sont iden-
tiques.

Preuve : Il est évident qQUNE;ort C NE;aipie. Verifions queN E;ainle € NEsort-
Supposons qus est un équilibre de Nash faible, mais pas un équilibre de Nash
fort. D’apreés le Lemmé3l4, il existe alors ure N tel ques # ri(s_j). Mais,
(ri(s=i),s-i) =i (§,s-i) pour touts, et en particulier poug = s. s ne peut donc
pas étre un équilibre de Nash faible en stratégies pures.

Si les graphes ne sont pas tous acycliques, cette propthitiépfus garantie :

Exemple 3.8. Soit G= (N,V,m,T,®) un CP-jeu booléen, avec N {1,2}, V = {a,b}, m = {a},
™ = {b}, y1 =y = T. Les CP-nets des joueurs sont représentés sur la figurergeiva

Joueurl Joueur2
alb>=Db
e alb=b @ a- 8
b|la-a .-
&) [5la-a -

Les équilibres de Nash sont les suivants :{h = &, NE;ainie = {ab,ab}.

En conséquence, on parlera dans la suite d'équilibres de étestratégies pures (au lieu d’équilibres
forts ou faibles) aussitdt que le graphe associé a chageerj@st acyclique.
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3.2.3.3 CP-jeux booléens avec graphe acyclique commun a fdes joueurs

Examinons a présent ce qui se passe lorsque tous les joudgussrmaéme graphe, ce dernier étant
acyclique.

Exemple 3.9. Soit le jeu G= (N,V,m,T,$) suivant :

* N={1,2,3

* V = {a,b,c,d,e}, avec Oa) = {a,a}, D(b) = {b,b}, D(c) = {c,c}, D(d) = {d,d}, D(e) =
{e}

kY1=Y2=Y3=T,

x Ty = {a,d}, o = {b}, T3 = {C,€},

x Les buts des trois joueurs sont représentés par un méme gragyclique. Par contre, les
joueurs n'ont pas les mémes tables de préférences conulifies (représentées figure13.8 pour
le joueurl, figure[3.® pour le joueu? et figure[3ID (page suivante) pour le joue)r

anc|d-d
ara @D arnc|d-d
aAb|t-c anc|d-d
aAb|c-tT anc|d-d
aAb|c>T
arb|t-c

d|e-@e

b-b 9 @ dle-e

Figure 3.8 —CP-net des préférences du joueur 1

anc|d-d
a-a| (A) @ anc|d-d
aAb|c-tT anc|d-d
aAb|t-c anc | d-d
aAb|T>c G
anb|c-¢

d|le-e

b-b 9 @ dle-®

Figure 3.9 —CP-net des préférences du joueur 2
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anc|d~d
ar-a GD anc | d-d
aAb|c>tc anc|d-d
aAb|t-c anc|dx-d
anb|ct-c
anb|c-T

d|e-e

b-b 9 @ d|le-e

Figure 3.10 —CP-net des préférences du joueur 3

En étudiant ce jeu, on constate tout d’abord que le joukua instancier la variable a, qui est indé-
pendante préférentiellement, de facon a satisfaire au xnses préférences. a sera donc instanciée a
vrai. De méme, le jouel instanciera b a vrai.

Le joueur3 sait que les joueurs et 2 ont instancié leurs variables a et b de cette facon : il cotnai
leurs préférences et sait que ce sont des joueurs rationbalgariable ¢ devient donc indépendante
préférentiellement selon l'instanciation de a et b. |l vanddnstancier la variable c a vrai.

L'instanciation de la variable c par le jouel permet al d'instancier d a faux, ce qui permet enfin
a 3 d'instancier e a faux.

On obtient donc le profil de stratégies=sabade. s est le seul équilibre de Nash de ce jeu.

En suivant le raisonnement donné par cet exemple, nous@isteinsi la propriété suivante :

Propriété 3.4. Soit G= (N,V,1,T,®) un CP-jeu booléen tel que les graphgssont tous identiques
(Vi, ], Gi = Gj) etacycliques.
Ce jeu G ainsi défini aura alors un et un seul équilibre de Nashkteatégie pure.

La preuve de cette propriété utilise la notionrdeherche du résultat optim@utcome optimization
querie$ introduite par |[Boutilieret all, 11999,1 2004a] (voir définitioh-3.12 (pa@el 78)), qui consiste
intuitivement a parcourir le graphe des parents aux desecgsden instanciant chaque variable a
sa valeur préférée selon l'instanciation de ses parentse @mcédure est appeléecherche avant
(forward sweepp

C’est exactement cette procédure que nous appliqguons pouvey la propriété précédente, et qui
nous permet de déterminer I'unique équilibre de Nash d’'urdpnt les CP-nets représentant les buts
des joueurs forment tous le méme graphe acyclique.

Preuve : Nous allons faire cette démonstration en deux temps : t@itadt nous
démontrerons I'existence de cet équilibre de Nash, puis andémontrerons I'uni-
cité.
x Existence:
Soit (x1,...,X) un ordre topologique s respectant;; (pour touti puisque
les graphes sont identiques). On définit un équilibre de MNasktratégies
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puress comme suit.

Soitale joueur contrélant la variabbg . Par contruction, nous avoRs(x; ) =

a5, et soitxy =4 X1, SOt X7 =4 X1. Soit la stratégies, assignant la meilleure
valeur ax; (i.e. x dans le premier cag; dans le second). Il est possible de
procéder de méme pour toutes les variables selon I'ordadgigue, puisque
par définition lorsque I'on doit instancier la variabdeles valeurs de tous ses
parents ont été auparavant fixées. On obtient donc un prdiiraegies.

Nous allons a présent montrer que ce profil de stratégies; ... s, est un
équilibre de Nash en stratégies pures. Supposons gu’ilesepas un. Dans
ce cas, soit un jouedret une stratégig tels que(s,s_i) =i (S.S-i). Soitx
la premiere variable darrg, en respectant I'odre topologique défini ci-dessus,
telle ques [x] # S[x]. Alors, par construction d&, nous avons [x] =i, S[x],
ou uy est l'instanciation de tous les parentsxd®lous savons que cette instan-
ciation est la méme daris;,s_;) et(s,s_i) car nous avons choisi la premiére
variable qui est différente dasssets selon I'ordre topologique. Donc, sil'on
remplaces[x] pars [x] danss, nous obtiendrons une meilleure stratégie pour
i. Le méme raisonnement montre que remplacer toutesy¥¢pars [X| danss
permet d’obtenir une meilleure stratégse,On a donds,s-i) =i (§,S-i), et
(s,s.i) =i (s,s-i), ce qui est en contradiction avec le fait que tous les CP-nets
acycliques sont satisfiables.

x Unicité :
L'unicité peut se déduire facilement grace a la constractiedessus. Suppo-
sons ques a deux équilibres de Nash différents, et dug ..., X«) est I'ordre
topologique sulV respectant tous leg;. Une fois que cet ordre est fixé, la
construction décrite ci-dessus est déterministe, et oerthin uniques. Il
existe donc au moins un équilibre de Nasjui n’est pas construit selon cette
méthode.

Soit x la premiere variable, selon I'ordre topologique, qui n'a e méme
valeur danss et .. Soiti le joueur qui contrfle, et soitu I'instanciation de
toutes les variables précédanselon 'ordre topologique. Par contructiam,
est identique dans et s, et donne l'instanciation de toutes les variables de
Pa(x), Supposons qug -, x (le cas symétrique est identique). Alors, par
constructions; assignex ax, et doncs lui assignex. Donc, si I'on remplace
parXx danss, on obtient une stratégie (strictement) meilleure guee qui est

en contradiction avec le fait queest un équilibre de Nash en stratégies pures
pourG.

Si les graphes sont acycliques, mais ne sont pas identigukssgistence ni l'unicité ne sont garan-
ties :

Exemple 3.10.Soit G= (N,V, 1, I,®) un CP-jeu booléen, avec N {1,2,3},V = {a,b,c}, m =
{a}, ®» = {b}, T3 = {c}, y1 = Y2 = y3 = T. Les CP-nets des joueurs sont représentés sur la figure
suivante :
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@ c-TC a-a c-T a-a b-b
a-a B C
anc | b=b anb|cs-tT
— ant |b>=b anb|Tt-c
al|b>b —
- anc|b>b anb|ct-c
alb>b — —
anc | b>=b aAnb|c~C
Ay A Az

G n'a aucun équilibre de Nash en stratégies pures.

Exemple 3.11.Soit G= (N,V, 1, T,®) un CP-jeu booléen, avec N {1,2}, V = {a,b}, ;m = {a},
™ = {b}, y1 = y2 = T. Les CP-nets des joueurs sont représentés sur la figurergeiva

Joueurl Joueur2

@ b>-b a-a

bla-a albs>

@ b|las-a alb>-b

Ce jeu a2 équilibres de Nash en stratégies pures : NHab,ab}

En général, les grapheg pouri € {1,...,n} ne sont pas identiques. Pourtant il est possible de les
rendre identiquesine fois que I'on a remarqué qu’un CP-R&t, 7') peut étre exprimé par un CP-net
(G',T") si 'ensemble des arcs dawsest contenu dans I'ensemble des arcs dghn©n peut alors
prendre comme graphe commgha tous les joueurs le graphe dont 'ensemble des ardsipgin

des ensembles d'arcs dg, ..., Gn. Il se peut alors que le graphe résultant ne soit pas acggliqu
auquel cas la proprié[€-8.4 (pdge 86) n'est pas applicablendilement :

Définition 3.15. Soit G= (N,V,m,T',®) un CP-jeu booléen tel qué € N, les grapheg;; sont tous
acycliques.

Pour chaque joueur iG; = (V,Arci), V étant 'ensemble des noeuds du gr&)leo‘eArq représentant
I'ensemble des arcs orientés du graphe représentant le &Rlai.

L'union des graphesde G sera le graph& = (V,ArciU...UATrCy).
Définition 3.16. Soit G= (N,V,,T',®) un CP-jeu booléen tel qué € N, les grapheg;; sont tous
acycliques.

On appelle G = (N,V,m,T',®*) le jeu équivalent par réécriture de G dans lequel on a remplacé
le graphe issu du CP-net représentant le but de chacun desijewpar I'union de tous les graphes
des joueurs.

“ici identique pour chacun des joueurs puisque c’est I'eféeintes variables du jeu.
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Les tables de préférences conditionnelles sont modifiééacda a correspondre avec le nouveau
graphe, tout en donnant les mémes préférences qu'avantarsi(X,Y) est ajouté au graphe, la
table de préférence conditionnelle de la variable Y sera &ama que précédemment pour chaque
instanciation x€ D(X). Plus formellement, si on note! la relation associée a la table de pré-
férence conditionnelle CR(IY) pour le CP-net du joueur i dans le jeu G, on a pour le jeti G
vx e D(X), - =-13=1.

Propriété 3.5. Soit G= (N,V,,T',®) un CP-jeu booléen tel qué € N, les graphegj; sont tous
acycliques. Soit G= (N,V,,I',®*) le jeu équivalent par réecriture de G.

Le jeu G permet d’obtenir les mémes pré-ordres sur les profils deégias que le jeu G. On dit que
G et G* sont équivalents

Preuve : Soit, pour chaque jouelir=e N, >=; la relation de préférences qui satisfait
le CP-net du joueur pour le jeuG. Montrons que-; satisfait le CP-net du joueur
pour le jeuG*.
¥X €V, deux cas se présentent :
1. X a les mémes parents dans les CP-net§&tet deG. Dans ce cas |3, la
relation = est la mémé/x € D(X).

2. X n'a pas les mémes parents dans le CP-net dugewue dans le CP-
net du jeuG. Un arc a été ajouté. Noton¥,X) cet arc. On a alor¥y €
D(Y),tffyztix. On a donc bien la méme relation.

La relation>; satisfait donc bien le CP-net du joudpour le jeuG*.

Remarque : Si le graphe du je&* est acyclique, la proprié{€=3.4 (pagd 86) peut s’appligeter,
doncG* a un et un seul équilibre de Nash en stratégies pures. Caamn&* définissent les mémes
relations de préférences, ce dernier est également le geilibée de Nash en stratégies puresGle

(par contre, si le graphe d&* est cyclique, ni I'existence ni 'unicité des équilibres Mash ne sont

garanties comme on peut le voir sur les exempples 3.10 (paget[B7L1 (page précédente)).

Exemple 3.12.Soit le jeu G= (N,V,m,T,®) suivant :

N={1,2}
V = {a,b,c}, avec Oa) = {a,a}, D(b) = {b,b} et D(c) = {c,c}.
Vi=Y2=T,

P
*
k
x Ty = {a,b}, ™ = {c},

x Le but du joueud est représenté sur la figuie_3111 (page suivante),

x Le but du joueuR est représenté sur la figuie_3112 (page suivante).

On calcule a présent I'union des graphes issus des CP-ngtésentant les buts de ces deux joueurs,
et I'on crée ainsi le jeu Géquivalent par réecriture au jeu G. Les buts des deux jousons alors

représentés par les CP-nets représentés figurd 3.13 (pagmnse) e 314 (padedl).

On constate sur la figule—31L3 (page suivante) que pour catdels équilibres de Nash de ce jeu,
il faudrait comparer les profils de stratégies abdcaabc etabc pour le joueurl, pourtant &c et
abc sont incomparables. Cette “incomparabilité” est repe@tée sur la figure par une ligne avec des
pointillés plus larges.
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a=a b>b

®\ ®

anb|c>T
aAb|Tt>c
anb|ct-c
aAb|c>T

Figure 3.11 —CP-net des préférences du joueur 1

alb-b{lbjc>~tC

Ql
o
Y
o
Tl

C>-cC

B—CE—0O

Figure 3.12 —CP-net des préférences du joueur 2

ar-a alb-b

abcpF---
anb | c~TC "
aAb|Ts-c m_f
aAb|T>cC zﬁm_dk
aAb|c>-T
(b)

alb-b label

a
Figure 3.13 —CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur legeuG* équivalent

par réécriture d&

90

Elise Bonzon



3.2. Jeux booléens et CP-nets

a b |abc
a-a albwb .
abc
®\ :
anb|c~T
anb|t-c
aAnb|c~C
aAb|T-cC

(@)

(b)

Figure 3.14 —CP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 255euG* équivalent
par réécriture de G

L'union des graphes donne ici un graphe acyclique. On peutcdappliquer la propriét€_3]4
(pag€eB8B) : le jeu G a un et un seul équilibre de Nash : NEabc}

Une derniere condition (moins intéressante en pratiquass®z forte) garantit I'existence et l'unicité
d’un équilibre de Nash en stratégies pures. Cette conditiminlit que si toutes les variables contrélées
par un joueur sont indépendantes des variables contré#degpautres joueurs (en d’autres termes,
les variables parents des variables contrélées par leljosemt contrélées pa), et les CP-nets des
joueurs sont acycliques, alors chaque joueur est capahiaticier ses variables de fagon optimale.

Propriété 3.6. Soit G= (N,V, I, ®) un CP-jeu booléen tel que tous les graphes sont acycliques,
et pour chaque joueurd N, pour tout ve Tg, nous avons Ra) € 1. G possede alors un et un seul
équilibre de Nash en stratégies pures.

La preuve de cette propriété est également donnée par lacanade recherche en avant (forward
sweep procedure), et suit le méme raisonnement que la pdeuegpropriét€ 314 (padelso).

3.2.3.4 CP-netglobal

Dans le cadre des CP-jeux booléens, les préférences deechgqut sont données par un CP-net.
Pourtant, pour calculer les équilibres de Nash nous noégesgons aux variables contrélées par un
joueur donné sur le CP-net représentant ses préférenddée lici est d’'introduire un nouveau CP-
net, que I'on appeller&P-net global de Gunique pour I'ensemble des joueurs, rassemblant pour
chaque joueur les variables qu'il controle. Comme I'endenfitn, . .., T, } forme une partition sw,
chaque variable sera présente une et une seule fois dansmet CP

Définition 3.17. Soit G= (N,V, 1, I',®) un CP-jeu booléen.
On appelleCP-net global deG le CP-net\* = (G, T") défini par :
x VieN,YWem, CPT(v)e T™.
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* G =(V,Arc] U...UArc!), avec chaque Afc défini par
Arct = {(w,v) € Argilve Tg}
ou Arg est I'ensemble des arcs dags

Exemple 3.13.Considérons le CP-jeu booléen6(N,V,,T',®) avec N= {1,2}, V = {a,b,c},

m = {a,b}, = {c},y1 =v2 = T. Aj et AL sont représentés sur la figure suivante. Sur cette figure,
chaque boite contient les variables contrdlées par le jowsmcerné, et donc contient les CPTs du
CP-net global de G.

a>a @ a>a

— alb>-b
® [ ® [

alb
anb|c~-T
aAb|t-c b|lc-tT
aAnb|C>-cC b|c~cC
anb|c>tT
Ay A>

Le CP-net global\'™ de G est représenté sur la figure suivante (on conserve lésshdes arcs
entrants dans chaque boite, et les arcs internes a chaque)boi

@ a-a
@ b>-b

2 gé

b|c~tT
©

C-C

ol

abc

Puisque calculer le CP-net global d’'un jeu permet d’avoiCiinet unique, calculer le résultat opti-
mal de ce CP-net, s'il est acyclique, peut donner des résitti@ressants.

Propriété 3.7. 8 Soit G un CP-jeu booléen tel que tous les graplfesont acycliques, e\ le
CP-net global de G. Soit s un profil de stratégiesASi est un CP-net acyclique, on a I'équivalence
suivante :

s est un équilibre de Nash si et seulement si S est une soagtonale den .

8Merci a Nic Wilson de nous avoir donné cette idée.
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Cette propriété permet de calculer plus simplement I'dapailde Nash d’'un CP-jeu booléen en utili-
sant la procédure de recherche en avant (forward sweepdura)e

Pour montrer cette propriété, nous aurons besoin du lemivensui

Lemme 3.5. Soit G un CP-jeu boolée\ un CP-net acyclique de G, et s un profil
de stratégies.

S'il existe §: ¢ s, alors il existe 5: s - s tel que s et’sne different que d'une
variable.

Preuve du lemme :

Soitsets deux profils de stratégies tels gsie- s. Supposons qu’il n’existe pas de
s’ - stel quesets’ ne different que d’une variable. Dans ce cas, comme ['igliff
rence est impossible, nous avans s’ pour touss’ de ce type.
Soits=ViVo...WVkt1...Vp, avecvy,...,Vp €V, ety €V, soitu; les affectations
des parents dg. Considérons alors tous Ig5possibles :

S> ViVo. .. WVkt1...Vp =>Vi>y V1
S>ViVa.. . WVi+1-.-Vp = V2 >y, V2
S>ViVa.. . WVkt1...Vp = Vk >y, Vk

S>ViVo.. . WkVikt+1---Vp = Vk+1 >y Vkt1

S> ViVo. . . WVkt1...Vp = Vp =up Vp

Chague variable est donc instanciée a sa meilleure valdonetion de I'instancia-
tion de ses parents. Cette instanciation correspond a t@guoe de recherche en
avant. Selon le Lemnie_3.2 (pagd 78%st donc un résultat optimal poff, ce qui
est en contradiction avec I'hypotheses tel ques’ > s. Donc,3s” qui ne différe de
sque d'une seule variable et tel ggle- s.

Revenons a présent a la proprigié 3.7 (page ci-contre).

Preuve :

= Soitsun équilibre de Nash en stratégies pures. Supposons igjest pas une
solution optimale de\ ™.
Alors, d'apres la définitiofi-312 (padel78)s € Stel que ™ £ s~ s.
Il existe donc une relation de préférence telle gue ™ s qui satisfait\ .
D’apres le lemmE&35)s” - stel ques et s’ ne different que d’'une seule
variable : il existe un sewt € V tel quevy = vs, U étant l'instanciation dans
sets dePa(v). Soiti le joueur tel quev € ;. On a alors’,s_;) =" (s,5i).
s’ =T ssatisfaitCPT™ (v) pour toutv € V. Or, par construction d&/ " a partir
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deG, Vi € N, W e 1, CPT(v) = CPT"(v). Donc, pour le joueur dansG,
on avy =i Vs, etvw e V \ {v}, Vj € N tel quew € 1, wyr =j Ws. Alors :
(5',5-1) i (8,5-0)-
sn’est donc pas un équilibre de Nash en stratégie pure.

< Soit s une solution optimale d&/*. Supposons qus n’est pas un équilibre
de Nash en stratégie pure. Alog,c {1,...,n}, 35 € § tel que(s,sj) >~
(s,s.i). Donc,3W C 1 tel queVw € W, Vp € 2P8W) | wy =i , ws, et VX €
T\ W, Vg e 2P0 xy = Xs.
Par construction d&(" a partir deG, Vi € N, Vv € 1;, CPT(v) = CPT" (v).
On aura donc toujoursw € W, Vp e 2PaW) g - Ws, etYX e i \W, Vg €
2P xg =g Xs. On a alors(s,s_i) =+ (5,5.i). Doncs =+ s, soit A(* j=
s-T¢.

sn’est donc pas une solution optimale tg".

3.2.3.5 Complexité

Les résultats de cette section ont été obtenus avec Brungtifen
Les lemme&3]3 (padeld3)[efl3.4 (pagk 84) nous permettent mkeemia propriété suivante :

Propriété 3.8. Soit G= (N,V,,T',®) un CP-jeu booléen tel que les graphg@ssont tous acycliques.
Décider si un profil de stratégies s donné est un équilibre @ghNort en stratégies pures est polyno-
mial.

Preuve : D'aprés le Lemmé&=3l4 (padel84), nous savons gjast un équilibre de
Nash fort en stratégies pures si et seulemers{ est une meilleure réponse pour
chaque joueur. On sait également d’apres le Lemind 3.3 (dade 83) que ceite vé
cation est polynomiale.

Propriété 3.9. Décider si un CP-jeu booléen acyclique=6(N,V,m,T',®) (i.e., dans lequel tous
les CP-nets\j € @ sont acycliques) a un équilibre de Nash en stratégies pusesire probleme
NP-complet. Le probleme ekiP-difficile méme si le nombre de joueurs est restrei@t a

Preuve : Grace a la propriétE—3.8, nous savons que ce probleme estNdans
Pour la difficulté, nous donnons une réduction a partir diblgroe de la satis-
fiabilité des formules en CNF (conjonction normal form) déesguelles chaque
clause contient au plus trois litéraux et chaque variabpeggt au plus dans trois
clausesl[Garey et Johnsaon, 1979, comments for problem LO1].

L'intuition derriére cette réduction est la suivante : ¢@onné une formule en CNF
¢ définie comme décrit ci-dessus, un joueur 1 essaiera déasratifs en instanciant
ses variables. Plus précisemment, il sera content seutesitentes les clauses sont
satisfaites, et si ce n’'est pas le cas, il préférera chargealeur d'’au moins une
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de ses variables dans l'instanciation courante. Un aui@ujo2 associera a chaque
variablex; un litéral (—) p; disant six; est positive ou non dans la stratégie du joueur
1.

La construction exacte est la suivante : soit une formjute /\i‘;lci dans la-
quelle chaque clause contient au plus trois litéraux et whagriable apparait
dans au plus trois clauses, et soit deux joueurs 1,2.{Sgjt..,x,} I'ensemble
des variables d¢. Pour chaque clausg de ¢, soit & une nouvelle variable (si-
gnifiant intuitivement queC; est satisfaite). Enfin, pour chaque variakieappa-
raissant dang, soit pj une nouvelle variable. On construit un CP-jeu booléen
G=(N,V,T,®) avecN = {1,2},V = {Xq,..., Xn } U{01,..., O} U{P1,..., Pn},
™= {Xg,.... %} U{01,...,&}, To = {P1,...,Pn}, €Y1 = Yo = T ; le CP-net de
chaque joueur est défini de la maniere suivante : pour cheayisblex; ded, six
apparait (positif ou négatif) dans trois clau§®sC;,,Ci, alors le CPT suivant est
ajouté au CP-net du joueur 1.

i, 81,0, P | Xi = Xi
0i,0,0, 1 | Xi >~ X
§i16i26i3 Pi | X=X
0i; 01,01, | Xi >~ Xi
0i; 31,015 Pi | Xi >~ X
0i,0i,0, 1 | Xi >~ %

§il§i2§i3 Pi | X > X%

6i16i26i3_pi Xi = X

Six; apparait dans une ou deux clauses seulement, un CPT sineidiajouté, avec
seulement une ou dewxvariable(s) apparaissant dans la table. En d’autres rots,
préféere changer la valeur de(et donc ce que 2 rapporte a propos de cette valeur)
aussitdt qu’au moins une clause contenamtest pas satisfaite.

A présent, on ajoute le CPT suivant a cha@elans¢, par exempleC; = (x; V

X2 V —|X3).

P1PsPs | & - &
P1P2P3 | & - &

P1P2Ps | O > 5
Pip2p3 | & > O

En d’autres mots, 1 préfé siC; est satisfaite, et anj sinon. On a donc :

(1) dans tout équilibre de Nash en stratégies purds, @ est vrai si et seulement

si la clauseC; est satisfaite.

(sinon le joueur 1 aurait une meilleure stratégie, puisqantroled;).
Le CP-netdu joueur 1 est alors défini de fagon a étre I'ensedwbtoutes ces tables,
avec des préférences quelconques sur les valeurs desespaltgui n’ont pas de
parent). La construction n'est pas ambigiie puisque une gehle est construite
pourx; ou 9, et le graphe est acycliqgue puisque les seules dépendaaitentple
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pj versg;, et dedy et p; versx.
Enfin, le CP-net de 2 est construit comme suit. Pour chaqueablar;, le CPT
suivant est ajouté :

X | B~ B

Xi| B~ bi

Le CP-net du joueur 2 est acyclique, et

(2) dans tout équilibre de Nash en stratégies purds,qmur touti, p; est vrai si
et seulement s§ est vraie.

(sinon le joueur 2 aurait une meilleure stratégie, puis@antrole p;).
Nous avons a présent :

(3) dans tout équilibre de Nash en stratégies pures,ds pour uni, C; est faux,
alors il existe unj tel quex; = —p;.

Supposons qu€; est faux. Alors, d'aprés (1)) est faux. Supposons a présent
quex; est une variable d€;. Le CPT de 1 attaché ¥ contient deux préférences
conditionnelles de la form&;(...)pj : Xj = Xj €t&i(...)Pj : Xj = Xj. Puisqued; est
faux et que 1 controlg;, x; aura la valeur opposée a celle gedans un équilibre
de Nash en stratégies pures@e

A partir de (2) et (3), on sait que dans un équilibre de Nashratégies pures de
G, chaque claus€; est satisfaite. Et donc, & a un équilibre de Nash en stratégies
pures, alorg est satisfiable.

Réciproquement, supposons gpest satisfiable, et poso¥s= (xi,...,Xn) = ¢.
Considérons le profil de stratégies défini en instanciangwig a la méme valeur
gue dan<, chaquep; commex;, et chaqued; a vrai. On vérifie facilement que ce
profil de stratégies est un équilibre de Nash en stratégiess uleG. Et donc, sip
est satisfiable, aloiG a un équilibre de Nash en stratégies pures.

On peut observer que si I'union des graphes du CP-jeu boacl@estruit dans la preuve est cyclique,
le joueur 1 peut alors obtenir des informations sur ses peopariables a partir de 2, et donc étre
influencé sur “comment jouer”. Par exemple, il peut décidejodierxs (X3) Si x3 est faux (vrai), et
gu’une clause qui le contient n'est pas satisfaite. Sesibés sur la variablgs sont donc en partie
basées sur la valeur dg elle-méme, ce qui est évité grace a l'acyclicité.

Nous n'avons malheureusement pas réussi a calculer la egitdptiu probléme consistant a décider
si un CP-jeu booléen quelconque a un équilibre de Nash e@gitza pures.

3.2.4 Introduction d’'une relation d’indifférence

Nous supposons a présent que les relations d’ordre quivdéaties préférences des joueurs dans les
tables de préférences conditionnelles ne sont plus grilteeut y avoir des relations d’indifférence
entre deux valeurs pour une variable donnée.

On redéfinit alors dans ce cadre les tables de préférencdgionnelles et les CP-nets.
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Définition 3.18. La table de préférence conditionnelle avec indifférencénotée ICPT(X)) décrit

les préférences du joueur i sur les valeurs de la variable tAntédonnées toutes les combinaisons
des valeurs des variables parents.

Pour chaque instanciation p de PX), ICPT(X) spécifie unpréordre total tel que I'on ait soit

X >=i,p X, SOItX =i p X, SOIt X~j p X.

Définition 3.19. Un ICP-net pour le joueur i sur les variables = {Xy, ..., X,} est un graphe orienté
G sur X,..., X, Chaque nceud jXest annoté avec la table de préférence conditionnelle avec i
différence ICPX;) correspondante. Chaque table de préférence conditioarslec indifférence

ICPT;(X;) est associée a upréordre total >i”p, selon chaque instanciationgpD(Pa(X;)).

Les ICP-jeux booléens sont donc des jeux booléens dont tesbnt donnés par des ICP-nets.

Exemple 3.14.Soit le ICP-jeu booléen G (N,V, T, ) suivant :
x* N={1,2}
x V = {a,b,c}, avec Oa) = {a,a}, D(b) = {b,b} et D(c) = {c,c}.
™ = {a,b}, = {c},
Yi=Ye=T,
Le but du joueutr, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, septéasentés par la
figure[3.15,
Le but du joueur2, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, septasentés par la
figure[3.I6 (page suivante),

*

*

*

*

a~a b-b
®\ CE e
© - [aml—ak]
anb|c-t abc[—>abc|
aAb|T-c e SO R
aAb|c=tT .) (.
anb|Tt-c
b
@ (b)

Figure 3.15 —ICP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 1
Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts nous docineomme résultat :

NEtaible = NEfort = {abg aloc,abc alc}

Etudions maintenant sur un exemple ce qu'’il se passe lotsgisdes joueurs ont un graphe commun
acyclique.

Exemple 3.15.Soit le ICP-jeu booléen & (N,V,m,T,®) suivant :
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C>cC

@ t_; c~T

(@) (b)

Figure 3.16 —ICP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 2

N=1{1,2,3

V = {a,b,c}, avec Oa) = {a,a}, D(b) = {b,b} et D(c) = {c,T}.

m = {a}, e = {b}, 3 = {c},

Yi=Ye=Y3=T,

Le but du joueur, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, septéasentés par la

figure[31Y,

* Le but du joueur2, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, septéasentés par la
figure[3IB (page ci-contre),

x Le but du joueus, et le pré-ordre associé sur les profils de stratégies, septéasentés par la

figure[3I9 (page suivante).

EE S TR

&) ahc :
® ©
b~

abc | abc |
c~T v

ol
Q

ol
ol
ol

T-cC
(a) (b)

Figure 3.17 —ICP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 1

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts nous dotineomme résultat :

NEfaible = NEfort = {abQ abt}

Cet exemple nous montre que 'unicité des équilibres de Kables et forts n'est plus assurée. Par
contre, I'existence I'est toujours.

Propriété 3.10. Soit G= (N,V,m,T',®) un ICP-jeu booléen tel que les graphgssont tous iden-
tiques ¥i, j, Gi = Gj) et acycliques, avec des preférences conditionnelles.

Ce jeu G ainsi défini aura alors au moins un équilibre de Nasheb stratégie pure.
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ol
o
ol
o
Y
o

(@) (b)

Figure 3.18 —ICP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 2

® ©

alb>=b a

ol

ol

alc-
(a) (b)

Figure 3.19 —ICP-net des préférences et le pré-ordre associé du joueur 3

b
Y
o

Preuve : La démonstration de cette propriété est exactement la mémesile de
la propriétd 34 (padeB6). En effet, cette partie de la détnation n’utilise pas le
fait que les préférences conditionnelles sont totales.

Remarque : Nous pouvons ici comme dans la section 3.2.3 (fiage 82)leallmujeuG* équivalent
par réécriture d& en faisant I'union des graphes.

Si l'union des graphes des joueurs d'un {@permet d’obtenir un graphe acyclique, la proprieie13.10
(page précédente) est applicable sur le@Léquivalent par réécriture @. Comme ces deux jeux
sont équivalents, le jeG aura au moins un équilibre de Nash en stratégie pure.

3.3 Buts a priorité

Les CP-nets ne permettent pas de représenter toutes lésgpieds, ce langage n’est pas totalement
expressif. Il est par exemple impossible de dire avec un &PMes préférences sont, par ordre
décroissant, des vacances a la mer en été, puis des vacdacesritagne en hiver, des vacances a la
montagne en été, et enfin des vacances a la mer en hiver”. rélgiien de préférences est en effet
du typexy > Xy > Xy = Xy, c’est-a-dire gu’elle compare deux & deux des états n'@asidentiques
“toutes choses étant égales par ailleurs”.
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Pour cette raison, nous choisissons ici d’étudier un aatrgdge de représentation de préférences :
les buts a priorité.

3.3.1 Etatde l'art

Dans des buts a priorité, les préférences d’un joueur s@mineges par un ensemble de buts ordonnés
selon une relation de priorité :

Définition 3.20. Une base de buts a priorité = est une collection=?; ... ; P) d’ensembles de
formules propositionnelles.

¥.I représente 'ensemble des buts de priorité j, avec la cdinresuivante : plus j est petit, plus les
formules dan&./ sont prioritaires.

Tout au long de cette section, nous allons utiliser un exemplque représenté par une base propo-
sitionnelle stratifiééX, <). Pour illustrer les différentes définitions, nous allonsdér deux stratifi-
cations classiques :

x La stratification numéro 1 de la base de préférences (une &eutule par strate : stratification
stricte) est représentée figlire_3.20.

21| —P je préféere le poisson

2o | P—L ceux qui préférent le poisson préférent les légumes

23 | P— =V | ceux qui préférent le poisson ne préférent pas la viande

Y4 | L—V | ceux quipréférent les léegumes préferent la viande

Y5 | L— A | ceux quipréférent les léegumes préférent les artichauds

Y | A—V | ceux qui préférent les artichauds préférent la viande

Figure 3.20 —Stratification numéro 1 de la base de préférences

x La stratification numéro 2 de la base de préférences (3 strafermules par strate) est repré-
sentée figurE_3.21.

1| —P je préfere le poisson

P—L ceux qui préférent le poisson préférent les légumes

>, | P— =V | ceux qui préférent le poisson ne préferent pas la viande

L—-V ceux qui préférent les Iégumes préferent la viande

Y3 | L— A | ceuxquipréférent les léegumes préférent les artichauds

A—V | ceux qui préferent les artichauds préférent la viande

Figure 3.21 —Stratification numéro 2 de la base de préférences
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Dans le contexte des jeux booléens, nous aurons a comparprafids de stratégies (donc des inter-
prétations) et non plus des sous-bases consistantes,ecjoaguir devant pouvoir choisir la stratégie,
et donc les profils de stratégies, lui permettant d’obtenfrieilleur résultat possible”.

Soits€ S on pose

Sa(sx)) ={p e X! sk ¢}

3.3.1.1 Ordre Discrimin

Définition 3.21. Lessous-bases consistantésd’'une base stratifiéE sont les sous-ensemblesXie
consistants au sens de la logique classique.

Une sous-base A est useus-base consistante maximalgour l'inclusion deX si et seulement si :

x A est une sous-base consistante,
x il n'existe pas de sous-base consistanté&dmntenant strictement A.

Les sous-bases deconsistantes maximales sont aussi appeléesesde ¥.

Les theses correspondant a I'exemple présenté[page 9@eatites, quelle que soit la stratification
choisie. Elles sont représentées figurels.22.

Thése 1| Thése 2 | Thése 3| These 4 | Thése 5

—P —P —P —P P—L

P—L P—L P—-L |[P—-=V |P—=V

P--V| P—--V | L->V |L>V L—-V

L—A A—-V L—-A |L—A L—A

A—V | A=V A—V

Figure 3.22 —Theses des bases stratifiées
Le calcul de sous-théories préférées a été introduit pawBa, 198%alb].

Définition 3.22. SoitZ une base stratifiee. Uremus-théorie préféréeest un ensemble AA;U...U
A tel quevk € [1,n],A; U...U A, est un sous-ensemble maximal consistarEde ... U %y.

Par définition, les sous-théories préférées de Brewka ssnth@ses dE.

x Soit X la base stratifiée présentée figlire B.20 (page ci-contrepplliquant la méthode de
Brewka on obtient une seule sous-théorie préférée préségted3.2B.

x Soit X la base stratifiée présentée figlire B.21 (page précédent@piquant le méthode de
Brewka on obtient 3 sous-théories préférées présentéas[Bii.

Une relation de préférence appelédiscrimin”, découle de cette définition_[Brewka, 1989b;
Duboiset all, 11992; Geffnen, 1992; Benferhat all, [1993].

Définition 3.23. s =9t ¢ si et seulement slk € {1,..., p} tel que :
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—P
P—L
P— -V

L—A

Figure 3.23 —Sous-théorie préférée pour la stratification n°1

— P —P —P

P—L P—L P—L
P—--V | P—--V | L->V
L—-A |A->V L—A

A—V

Figure 3.24 —Sous-théories préférées pour la stratification n°2

1. Sa(s,XX) > Sat(s,x¥), et
2. Vj <k, Sa(s,x)) = Sat(s,x})

Ordonnons les théses trouvées pour chaque stratificatiom leecritére discrimin :

x SoitX la base stratifiée présentée figlire B.20 (dagé 100). En apptidordre discrimin, on
obtient I'ordonnancement suivant des théses données er[BER (page précédente) :

Theése 1-95¢ These 2-915¢" These 3-95¢ These 4-95¢" These 5

x SoitX la base stratifiée présentée figlire B.21 (ffagé 100). En apptid'ordre discrimin, on
obtient I'ordonnancement suivant des theses données eaBg@P (page précédente) :

Thése 1-95¢ These 4

Thése -9 Thése 5
Thése 2-95¢ These 4
Thése 2-95¢ These 5
Thése 3-95 These 4

Thése 3-95¢ Thése 5

Les theses 1, 2 et 3 sont incomparables, tout comme les thetés

D’autres travaux ont conduit a des définitions prochesdi®edémocratique de [Cayret all, [1993],
et les sous-bases fortement maximales consistantes deil®ifall, 11992]). Dans le cas d'une base
stratifiée, tous ces travaux se rejoignent. Nous ne préasastpas en détail ces autres méthodes ici.
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3.3.1.2 Ordre Leximin

Le critére “leximin” consiste a sélectionner des sous-basasistantes maximales pour la cardinalité
en respectant la stratification. La définition de base (drdeg sur la cardinalité) correspondant au cas
d’'une base de croyances non ordonnée est donnéeldans [[ubtid992; Benferhaét all, [1993;
Lehmanh| 1995] :
Définition 3.24. s ~'®X ¢ si et seulement slk € {1,..., p} tel que :

1. |Sat(s,z¥)| > |Sat(s,x¥)], et

2. Vj <k, |Sat(s,z))| = [Sat(s,X})|.

Ce critére consiste donc a comparer deux sous-bases aenmassen identifiant d'abord le plus haut
niveau de priorité pour lequel elles ne satisfont pas le méongbre de buts, puis a préférer celle qui
satisfait le plus grand nombre de buts a ce niveau.

Notation : On introduit le symbole suivant=' qui représente la relation d’équivalence issue de
I'ordre ='®* : soit A et B deux sous-bases d’'une baSestratifiée.A ='*X B si et seulement s¥i =
1...n,|Ai| = |Bi|, avecn = le nombre de strates d&

Le pré-ordre ainsi obtenu est un pré-ordre total.

Ordonnons les théses trouvées pour chaque stratificatiom lsecritére leximin :

x Soit ¥ la base stratifiée correspondant a la stratification numéprésentée figuré_3.R0
(pagelIOD). En appliquant le critére leximin, on obtientd@nnancement suivant des théses
de la figurd-32R2 (pade101) :

Thése 5<'® Thése 4<'* Thése 3<'* Thése 2<'® Thése 1

x Soit ¥ la base stratifiée correspondant a la stratification numépré2entée figur€_3P1
(pagelI0D). En appliquant le critere leximin, on obtientd@mnancement suivant des théses
de la figurd-3.22 (pade_101) :

Theése 5='* Thése 4<'®* These 2='** Thése 1='** Theése 3

3.3.1.3 Ordre Best-out

L'idée est ici de repérer la strate la plus prioritaire anmenee inconsistance, et de ne prendre alors
en compte que les formules de priorité supérieure a cettedttidique.

L'ordre “Best Out” décrit dand [Benferhat all, [1993] et [Duboiset all, 11992] est défini a partir des
sous bases consistantes et non a partir des théses.
Définition 3.25. Soit &'s) = min{j tel que3¢p € XJ,s}~= ¢}, avec la convention m{®) = +-oo.

Alors, s-"°¢ si et seulement si(g) > a(s).

Nous obtenons également ici un pré-ordre total. De plugléments maximaux de I'ordre Best Out
ne sont pas forcément des éléments maximaux pour l'incluesigembliste.
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Pour 'exemple précédent nous avons dobie 2 possibilités a explorer (on ne tient pas compte de la
base vide, ni de la base initiale supposée inconsistarejidait au plus 62 sous-bases consistantes
gu'il faudrait comparer 2 a 2 pour pouvoir les ordonner. Uris tette comparaison effectuée, nous

trouvons les éléments maximaux suivants :

* stratification 1 : les éléments maximaux sont toutes les-baggs contenant
{P,P—=L,P— -V}
+ stratification 2 : les éléments maximaux sont toutes les-bagss contenant

{P,P—L}

On note que-° et -'* sont des relations de préférence totales, tandis-tf& est en général une
relation de préférence partielle.

Comme cela a déja été prouvé par [Benfestal, [1993], les critéres discrimin, leximin et best-out
ne sont pas totalement indépendants. La propriété suieahteujours valable dans le cadre des jeux
booléens (donc quand on étudie des interprétations et rodgsasous-bases) :

Propriété 3.11.
(s=P0d) = (-5 d) = (s-1¢d) (3.3)

(5950 ) = (-1 d) = (sP0¢) (3.4)

Preuve :
x (s-P0g) = (s~ d) = (s-IeXg)
(s=P°¢) < a(s)>a(s)
& min{j |30 ex) sk o} >min{j| 3¢ € 9 B i}

notéx notéy

On sait donc que :
* Vj <y, Vi € ZJ,sk= 1,9 = o
* pour la stratey, Vi € 2¥,s = 9,5 = o
* pour la stratex, V¢; € X, s}~ ¢;
On en déduit que :
— Saf(s,2¥) D Saf(s,xY)
- Vj<y,SatsXY) = Safs,x).
On a donc s>95¢" ¢
Et donc:
x | Sat(s,XY) [>| Sat(s,XY) |
x Vj<vy,| Sat(s,2¥) |=| Sat(s, %) |.

Donc :s='* ¢
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” (Stdiscrsl) = (Stlex S’) = (Sibo S’)

(s=95d) « s»-95Td guvke {1,... p},Sat(s, Z¥) = Sat(d,x¥)
= s>'"douvke {1,...p},| Sai(s,z¥) |=| Sat(s, =) |
- (Stlex S’)
& Jktel que | Sat(s,=¥) |>| Sat(s,x¥) |
etVj <k,| Sats,z)) |=| Sat(s,=)) |
= a(s) >a(9)
& (s=Poyd)

3.3.2 Utilisation des buts a priorité dans les jeux booléens

Nous pouvons a présent définir les BP-jeux booléens.

Définition 3.26. Un BP-jeu booléenest un 5-uple G= (N,V,,T,®), oud = (X4,...,Xn) est une
collection de bases de buts a priorité.

On noteX; = (X};... ;Zf’), Zij représentant la strate j dg; ('ensemble de buts de priorité j pour le
joueur i).

L'hypothése que le nombre de niveaux de priorité est le mghpdur chaque joueur n’entraine pas
de perte de généralité. En effet, ajouter des strates vidas dase de buts a priorité ne modifie pas
la relation de préférence induite.

Nous utiliserons les notations suivantes :

* Si G est un BP-jeu booléen et qoes {disc lex bo}, alorsPref§ = (>§,...,>5).

* NEJSC (G) (resp.NEYSS(G)) représente I'ensemble des équilibres de Nash faibles. (iers)
pour Pre fdis¢. Comme="° et -'® sont des relations de préférence totales, la différence ent
équilibres de Nash faible et fort n’est pas pertinente.

Exemple 3.16.Soit G= (N,V,,I',®) un jeu booléen, avec :

« N=1{1,2},

x V ={ab,c},

x Ty = {a,c}, o = {b},
*x Y=Y =T,

x X1 = (& (—b,c)),

* Yo = ((—b,—c);-a)

Nous allons maintenant appliquer chacun des trois critggeissentés plus haut afin d’obtenir un
pré-ordre sur les profils de stratégies.

Discrimin Pour chacun des joueurs, appliquons le critere discrimin définition[3.2B (page_101)).
Nous trouvons les relations de préférences suivantes ggoukeurl :

abc >~ §'s¢ abc - {isC abc - §5C abc - ('S¢ abe - §SC abe
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abc >-§s¢ abc - abe - $5C abe - ('S¢ abc - §15¢ abe

abc - §'s¢ abc - {isC abe - §sC abe - (iS¢ abc - §'SC abe

abc >-§'s¢ abt - {is¢ abic - abc - ¢ abc - ¢ abx
Afin de pouvoir exploiter plus facilement ce résultat, n@gdduisons sous forme graphique.
Ainsi, nous trouvons pour chacun des joueurs les relati(mﬁepleg représentées figufe_3125.

Les fléches vont du profil de stratégies le plus préféré venofd de stratégies le moins préféré.
Joueur 1 abc Joueur 2

aif‘
W
.abg -
_V/ \*
abg abc
abc abc
Figure 3.25 —Relations partielles sur les profils de stratégies calsudégartir du critére Discri-

min

Nous pouvons a présent calculer les équilibres de Nashefaibl forts de ce jeu pour le critére
discrimin :
N E?;sil(n:le = {aBC}
NE{S — (abo)
Etudions a présent les stratégies dominées de ce jeu :
« Joueurl: |l est possible d’éliminer itérativement 3 des 4 stratégie ce joueur. En effet :
* La stratégieac est strictement dominée par la stratége On I'élimine.
x Aprés cette élimination, la stratégaée est strictement dominée par la stratéege a
On I'élimine.
« De nouveau, apres cette élimination, la stratégieest strictement dominée par la
stratégie ac. Il ne nous reste donc plus que la stratégie ac.
« Joueur2 : Apres élimination des 3 stratégies du jouelyrla stratégie b est strictement
dominée par la stratégib. On ne conserve donc que cette derniére.
En éliminant itérativement les stratégies strictementidées, on obtient donc un profil de stra-
tégies résultat {abc}, qui se trouve étre aussi I'équilibre de Nash faible et fBr. plus, ce sont
ici des stratégiestrictementdominées. L'ordre d’élimination de ces stratégies n’d#edonc
pas le résultat.

Leximin On applique ici de la méme maniéere que précédemment leetégimin (cf. définitioi 324
(pageI0B)) a chacun des joueurs. Nous trouvons ainsi laoek totales suivantes données en
figure[3Z6, et nous pouvons calculer les équilibres de Naibles et forts de jeu pour le critere
leximin.

9Pour calculer facilement les équilibres de Nash de ce jeus nuettons en exergue les relations qui nous intéressent
pour chaque joueur. Ces relations apparaissent sous la fierfieches en pointillé sur la figure.
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Joueur 1 Joueur 2 abc

;
abc* abc

Figure 3.26 —Relations totales sur les profils de stratégies calculéasta gu critére Leximin

NE'® = {abc}

L'élimination des stratégies dominées se déroule selonémenschéma que précédemment, et
nous fournit le méme unique résultafabc}.

Best out Sil'on applique I'ordre Best out (cf. définitidn_3125) a clumcdes joueurs, nous trouvons les

relations totales décrites en fig A partir desquelles nous pouvons calculer les équilibres
de Nash faibles et forts de ce jeu pour le critére best out :
Joueurl b b

ch:t:abCHé —abg—abc—ahc

Figure 3.27 —Relations totales sur les stratégies calculées a partiodiré Best out

NEP° = {abg abc}

L’élimination des stratégies dominées donne ici un résuliféérent :

x Joueurl: Il est possible d'éliminer itérativement 3 des 4 stratégie ce joueur. En effet :
x La stratégieac est strictement dominée par la stratége @n I'élimine.
* La stratégieac est strictement dominée par la stratége @n I'élimine.
x La stratégie & est partiellement dominée par la stratégie ac, on I'élienitonc éga-

lement.
x Joueur2 : Apres élimination des 3 stratégies du joudiiaucune des deux stratégies b ou
b ne domine partiellement, faiblement ou strictement t&aut

10pour le joueur 2, les nceuds du bas sont tous reliés les unsiras,anais nous n'indiquons pas toutes les fléches afin
de ne pas alourdir le dessin. Comme cette relation de préférest transitive, le résultat n’en est pas affecté. Naasrfa
de méme pour le joueur 1.
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En éliminant itérativement les stratégies dominées, oienbtonc deux profils de stratégies
résultat : {abc} et {abc}. On obtient donc le méme résultat qu'avec les équilibres dshN
faibles et forts.

Comme ici deux stratégies sur 3 sont strictement dominéesrd d’élimination choisi n’affecte
pas les résultats obtenus.

Reprenons I'exemple2.2 (pagd 34) du jeu du prisonnier, osdie fois-ci dans sa forme classique.

Exemple 3.17.Dans cette version du dilemme du prisonnizgdétenus sont emprisonnés dans des
cellules séparées. La police fait a chacun d’eux le mémeméarc

"Tu as le choix entre couvrir ton complice en te taisont (Mté = 1, 2), ou le trahir en le
dénoncant (notéT;, i = 1,2). Si tu le dénonces, et qu'il ne te dénonce pas, tu seras remis
en liberté et lui écopera de 10 ans de prison. Si vous vousmb&zomutuellement, vous
écoperez tous les deux de 5 ans de prison. Si aucun de vousarecdd’autre, vous aurez
tous les deux 6 mois de prison."

Voila la forme normale de ce jeu, avec 2 prisonniers :

2 -
T T
1 2 2
T (-1/2,-1/2)| (-10, 0)
T (0,-10) | (-5,-5)

Si I'on calcule 'équilibre de Nash en stratégies pures dgetea partir de cette forme normale, on
trouve :
NE={TiT>}

Nous pouvons traduire ce jeu par le BP-jeu boolées-GN,V, 1, T, ®) suivant :

x N={1,2},

x V ={Tq, T2},

* = {T1}, T = {To},
xy1=y2=1T,

* Xp = (T, Ty),

* 22 = <T1;—|T2>

Discrimin Si I'on applique le critére discrimin a chacun des joueursus trouvons les relations
totales décrites en figufe_3128 (page ci-contre).

On constate que ces relations totales, méme si elles ne s@mtimales, respectent bien I'ordre
donné par la forme normale du jeu.

Le calcul des équilibres de Nash faibles et forts nous doesedsultats suivants :
NEfase = NEfor = {TaT2}

Ce jeu n'a pas de stratégie dominée, on ne peut donc pas eimétim
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Joueurl TT, Joueur 2 T‘Lj

1 T
T, TiT2
1 ]
TiTo TiTo

Figure 3.28 —Relations partielles calculées a partir du critére Distrim

Joueurl TT, Joueur2 T;T,
Tit Ti1;
Tl T,
4 i
TiTo Tal>

Figure 3.29 —Relations partielles calculées & partir du critére Leximin

Leximin Sil'on applique le critére leximin a chacun des joueurs, :itouvons les relations totales
décrites en figur€-3.29. On constate que ce sont exactenmentdmes que celles trouvées en
figure[3.28.

Ce jeu n’a toujours pas de stratégie dominée, et on obtientdee équilibre de Nash faible et
fort :
NElex — {ﬁ}

Best out Si I'on applique I'ordre best out a chacun des joueurs, naaevons les relations totales
décrites sur la figurd_3.30 et partir desquelles nous pouwaaisuler les équilibres de Nash
faibles et forts de ce jeu.

Joueur 1 Tl Joueur 2 T

}r 1
ANNVANS

4

Figure 3.30 —Relations totales calculées a partir de I'ordre best out

On trouve :
NE™ = {T\T, TiTo, Ti T2}
Etudions a présent les stratégies dominées de ce jeu :

x Joueurl : la stratégieT ; domine faiblement la stratégia . TOn élimine donc cette derniére.
x Joueur2 : Une fois la stratégie Téliminée, le joueuR n'a plus de stratégie dominée.
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En éliminant les stratégies dominées, on obtient donc deofilspde stratégies résultats :
{T1Tz, T1 T2}, ce qui raffine les résultats trouvés avec les équilibres aghN
Les stratégies ne sont pas ici strictement dominées, Bodiélimination affecte donc les ré-
sultats. Etudions donc ce qui se passe si on élimine d'alesdtiratégies dominées du joueur
2:
x Joueur2: la stratégieT , domine faiblement la stratégie. TOn élimine donc cette derniére.
x Joueurl : Une fois la stratégie Jéliminée, le joueuf. n'a plus de stratégie dominée.
En éliminant les stratégies dominées, on obtient deux swprefils de stratégies résultats :
{T1T2, T1 T2}, ce qui raffine les résultats trouvés avec les équilibres dshiNmais de maniere
différente que celle obtenue avec I'ordre d’éliminatio@@édent.

3.3.3 Quelques propriétés
Tout d'abord, il est possible de noter que les BP-jeux basléevec le critére leximin et une seule
strate par joueur correspondent aux jeux d'évaluatiomibligts introduits par [Harrenstein, 2004a].

Lemme 3.6. Soit>-= (>1,..., =) et>'= (>-],...,=}) deux collections de relations de préférences,
et soit s un profil de stratégies.

1. Si> est contenu dans’ et si s est un équilibre de Nash fort en stratégies pures powlors s
est un équilibre de Nash fort en stratégies pures pelr

2. Si- est contenu dans’ et si s est un équilibre de Nash faible en stratégies pures pgualors
s est un équilibre de Nash faible en stratégies pures paur

Preuve du lemme :
1. Soits= (sy,...,S) un équilibre de Nash fort en stratégies pures pour (1
y.-o»>~n). Onaalors :

Vie{1,..,n},vd €S, (5,5i) =i (s.5) (3.5)

Or, nous savons que est contenu dans’, i.e. Vi =1...n, =; est contenu
dans>-{. On a donc, d’aprés I'équati¢n_B.5,

Vie{1,...,n},vg €S, (5,s) = (s,5)

Le profil de stratégies est donc bien un équilibre de Nash fort petie= ()
s )

2. Soits= (sy,...,5) un équilibre de Nash faible en stratégies pures pduf
(>1,-..,>n)- Onaalors :

Vie{l,...,n},vs € S,(5,s.i) #i (s,5.0) (3.6)

Or, nous savons que est contenu dans’, doncy’ est contenu dang, i.e.
Vi =1...n, %! est contenu dang;. On a donc, d’aprés I'’équati¢n_B.6,

Vie{l,...,n,vd €S, (d,s) i (s,5)

110 Elise Bonzon



3.3. Buts a priorité

Le profil de stratégies est donc bien un équilibre de Nash faible petie=
()

De la propriété_3.11 (pade104) et du lenimé 3.6 (page ci-€patr déduit la propriété suivante :

Propriété 3.12. Soit G= (N,V, T, ®) un BP-jeu booléen et Préf= (-§,..., =) 'ensemble des
relations de préférences sur G a partir du critere ddisc lex, bo}.
1. NEJ¢(G) C NE'®(G) C NE™(G)

Oft

2. NE®(G )CNEd'SC (G) C NE™(G)

faible

Preuve :
1. La suite d'implications § € NEY!¢ = s € NE'®™ = s NEP® est une consé-

quence directe de I'équati@nB.4 (pdgell04)c {1,...,n},V§ € S:

(5,5-) =1 (§,5-) = (s,54) =™ (5,54) (3.7)
(s,54) =1 (5,550) = (s,55) =P°(,5:4) (3.8)

L'équation[3.Y nous montre que’’sc" est contenu dans!®*. Donc, d’aprés le
lemme 3B (page précédente)ssi NEYSS, alorss e NE'®,

L'équation[ZB nous montre quel®™ est contenu dansP°. Donc, d’aprés le
lemmeZb (page précédente)ssi NE'®*, alorss € NE°,

2. Lasuite d'implications§ € NE'® = se NE{ISC = se NEP™ est une consé-
quence directe de I'équati@nB.3 (pagel10d)« {1,...,n},vS €S :

(s,s.i) =0 (d,si) = (s,5) =T (d,s) (3.9)
(s,s-i) =~ d'scr(is i) = (s,54) - Iex(is i) (3.10)

L’équation[Z® nous montre queP°® est contenu dans ", Donc, d’aprés
le lemmel3F (page ci-contre} iS¢ est contenu dangf°, et donc sis €

NEZisC ., alorss e NE.

L'équatior3.ID nous montre que!'sc" est contenu dans!®. Donc, d’aprés le
lemme 3B (page ci-contrey, [ est contenu dangd’s®", et donc ss € NE'®,

discr
alorsse NEF S ..

Nous pouvons nous demander si un BP-jeu booléen peuagm®ximéen ne considérant que les
k-premieres strates de chaque joueur. L'objectif est doutiéenir un jeu plus simple (pour le calcul
des équilibres de Nash en stratégies pures), et augmeptesdiilité de trouver un équilibre de Nash
en stratégies pures significatif qui tient compte des stiaeplus prioritaires.

Définition 3.27. Soit G= (N = {1,...,n},V, . I',®) un BP-jeu booléen. Soit&k {1, p}.

G~K = (N,v, T, ®1K) représente Igeu booléenk-réduit de G dans lequel les buts de chaque
joueur sont réduits a leurs k premiéres stratasll=H = (s/*74 w17
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Lemme 3.7. Soit G un BP-jeu booléelvk < p, Vc € {discr,lex, bo} etVi e N,on a:

5ol g o g ookl (3.11)
syt g o gyoliokllg (3.12)

Preuve du lemme :
c

1. Démontrons les implicatiorrstic’[lﬁk] s = s %1 ¢ une par une.

(a) Discrimin
Stidiscr,[lﬂk] s & dle{1,...,k}telque:

Sai(s,X!) D Sat(s,%}) etv] < I,Sat(s, %)) = Sat(s, %))

2 cas sont maintenant possibles.
i =k ‘ ‘
DoncYj, j <k, etdoncvj € {1,...,k—1}, Sat(s, &} ) = Sat(s,x}).
Ce qui nous donne biegi-"**" 1y S.
ii. | <k, doncl <k-1.
Dans ce cas, onlas {1,...,k—1}. Et on a donc bies
s.

(b) Leximin

discr,[1—k—1]

s M ¢ o g1 e {1,... K} tel que
Sat(s,=})| > |Sat(s,5})| etvj < 1,|Sat(s, =})| = |Sat(s, L)

2 cas sont maintenant possibles.
i 1=k _ _
Donc,Vj, j <k, etdoncyj < k—1,|Sat(s, X)) = |Sat(s,Z})|.
Ce qui nous donne blecs%'e)“[bk Uy,

ii. | <k,doncl <k-1.

Dans ce cas, onlee {1,...,k—1}. Eton a donc bies >'ex’[l_’k Vg,

(c) Best-out

sy o g (g > d ()
min({j € [1,k] tel quedd, € Zij :SEOI})

notéA
& > t ‘
min({j € [1,k] tel quedd; € &) : & = d})
n&%B

3 cas sont maintenant possibles.

i. A<k etB<A<k
Alors,ona:A<k—1,etB<A<k-1.
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(b)

(©

2. Démontrons les |mpI|cat|or£s;éI Mg S
cela, on remarque que :

Et donc,a*

CEE )
i. A=k etB<A=k. |
Dans ce casnin({j € [1,k— 1] tel que3d; € &} : s}= ¢ }) = oo.
DoncB < A= oo,
On a encore bieai[l_’k_l] (s) > ai[l_’k_l} ().
iii. A= oo, .
On aura alors toujoursnin({j € [1,k — 1] tel quedd, € =) : s j~
O1}) = co.
[1—k-1]

Et doncB < A= », eta; 1=k gy,

(CEL!
\[1-k-1]
Pour chacun de ces cas pOSSIb|eS, on asb}_eﬁﬁ s.

1-k-1]
cl I's une par une. Pour

(s oM g o gl o) o (5 Ot g g GIH g

(a) Discrimin

se-Isel g g e (1, k—1} tel que
Sai(s, %)) o Sat(s,5!) etVj < I,Sat(s, %)) = Sat(s, %))
On a donc bien :
3l € {1,...,k} tel queSat(s,X}) > Sat(s,%}) etvj <|,Sat(s, &) = Sat(s, =)
discr[1-K] ¢

Donc,s =i

Leximin
s g 31 e (1, k—1} tel que
Sat(s,x})| > [Sat(s, 5| etvj < |,|Sat{s, )| = |Sat(s, %))
On adonc bien3l € {1,...,k} tel que
3l € {1,....k}:|Sat(s,Z})| > |Sat(s, =})| etVj <I,|Sat(s,2))| = |Sat(s, %))
lex(1—K o

Donc,s =i

Best-out

avec

+ A=min({j € [1k— 1] tel que3d, € ) : s}~ ¢1}),
x+ B=min({j € [LLk—1] tel quedd; € =} : § = d(}).
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Ces equations sont évidemment toujours vraies paufl,k|.

On a donc biers - 5.

Propriété 3.13. Soit G un BP-jeu booléen, et soitc{discr,lex, bo}.

Si s est un équilibre de Nash fort (resp. faible) en strat®gigres pour Preg[lﬁk], alors s est aussi un
équilibre de Nash fort (resp. faible) pour P@ltk,l].

Preuve :
1. Equilibres de Nash forts en stratégies pures :
Soit s = (sq,...,S) un équilibre de Nash fort en stratégies pures pour
PrefS, 4. Alors:

Vie{1,..n}vs €S, (d,s) ji[l_’k] (s,s-i)

Or, d'apres le lemmé&3.7, quel que soit le critere utilisé:" ™ & =

s ti[:|.~>kf:|.] S, .

Onadonc:

Vie {1,...n},vs € S,(5,s) <[k (s,s-i)

sest donc un équilibre de Nash fort en stratégies pures @it ;.

2. Equilibres de Nash faibles en stratégies pures :
Soit s = (s1,...,S) un équilibre de Nash faible en stratégies pures pour
Prefg, . Alors:

Vie{1,..n}vs €S, (d,s) ;‘i[lﬁk] (s,s-i)

Or, d'apres le lemmé&R.7, quel que soit le critere utilisét ™ & =
[1—k-1]

S¥i s.

Onadonc:

Vie{l,..nhvyeS, (ss) £ (s,50)

sest donc un équilibre de Nash faible en stratégies puresl?mdé[bk].

Lemme 3.8. Soit G un BP-jeu booléen, et soit'Gle jeu booléen 1-réduit associé a G.

Si, quel que soit le critére utilisé (discrimin, leximin oast-out), le jeu & n’a pas d'équilibre de
Nash en stratégies pures, alors le jeu G n’en a pas non plus.

Preuve du lemme Supposons que le j@Ba un équilibre de Nash. Sachant qeie-
G—Pl, d'aprés la propriétE=313, le jeBll P~ aura aussi un équilibre de Nash.
Puis, en appliquant la méme propriété, il en sera de mémelgojruxGll—P-2,
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G-P-3 jusquau jeus!t.
Donc, siG a un équilibre de Nash, alo@&! a un équilibre de Nash.
Et donc, siGlY) n'a pas d’équilibre de Nash, aloBsn’aura pas d’équilibre de Nash.

La réciproque est fausse : le j@i peut avoir un équilibre de Nash, alors que le @u’en a pas.
Voici un contre-exemple :

Exemple 3.18.Soit G= (N,V,m,T,®) un jeu booléen, avec :

x* N=1{1,2},

x V = {a,b},

x T = {a}, = {b},
x 1= (a—bb—a),
*Yi=Y2=T,

% Yo = (a«< —b;—b)

Si I'on applique I'ordre best out a chacun des joueurs, nousvons les relations totales données
dans la figurd_3.31.
Joueur1 Joueur 2

Figure 3.31 —Relations totales calculées a partir de I'ordre best out
Ce jeu n'a pas d’'équilibre de Nash.

Si on étudie & présent le jeu booléeflGssocié dans lequel les buts des joueurs sont réduits & la
premiére strate de leur but dans G, on obtient le jeu suivait:= {N,V,m,I',®U} un jeu booléen,
avec :

« N={1,2},

x V = {a,b},

x Ty = {a}, = {b},
ky1=Y2=1T,

+ T = {a— b},

>3 = {a b}
On peut a présent construire la forme normale d& G

*

2l 5 | b

ol

(1,0)| (1,1)

a 0,1)| (1,0

Ce jeu a un équilibre de Nashab.

Jeux booléens 115



Jeux booléens et préférences non dichotomiques

Cet exemple prouve que la propriEf&=3.13 peut étre utiliséetpouver le bon niveau d’approximation
pour un BP-jeu booléen. Par exemple, nous pouvons nousdecalr le plus grand tel queGl1—¥
a un équilibre de Nash fort en stratégies pures, et faire ageepdur les équilibres de Nash faibles.

D’autre part, cette propriété pourrait étre utilisée paeniifier un équilibre de Nash “approché”, en
maximisant le nombre de strates pour lesquelles un écuiitlbrNash existe. Par exemple, $sitin
BP-jeu booléen. Nous avons déja vu qué&si n’a aucun équilibre de Nash faible ou fo@,non
plus. Mais siG!Y en a un, alors nous pouvons vérifier s'il existe toujours E@dr2. Si ce n'est
pas le cas, nous savons dBe&’'a aucun équilibre de Nash ; mais dans le cas contrairet, lassible
de vérifierGI1 3, et ainsi de suite. Si le nombre de strates est importantincan cette vérification
jusqu’a la stratep permet d’avoir ainsi une approximation de I'équilibre desNaeG.

3.4 Preéférences non dichotomiques et graphe de dépendance

Nous pouvons a présent généraliser le graphe de dépendanegoeeurs d'un jeu booléen a un
jeu booléen, pour un langagequelconque. Rappelons que, dans la se€fidn 2.3 (pdge 3joyeur

i était dépendant d'un joueyrsi son but propositionne); était dépendant d’'une variable contrélée
par j. Nous devons donc commencer par généraliser la dépendaineaire formule et une variable
par une notion de dépendance entre une relation de préééfenaune entrée syntactique dans un
langage de représentation compacte de préférences adedenjuelle il est possible de déduire cette
relation de préférence) et une variable. Plusieurs défirdtiont été étudiées dans_[Besnardl,
2006] dans le cas général ou les relations de préférenceésissrpré-ordres partiels. Dans le cas
specifique ou les relations de préférences sont des présocomplets, il semble n'y avoir qu’une
définition appropriée : une relation de préférehcest indépendante d’une variable propositionnelle
X si pour tous les états I'agent est indifférent entre cet étdtétat obtenu en changeant la valeur de
X (voir [Besnardet all, 12006]).

Définition 3.28. Une relation de préférence sur S esindépendantede la variable propositionnelle
x €V si et seulement si pour toutsS, switch(s,x) ~ s.

Le but® est indépendant de &V si et seulement si la relation de préférence induite fpaest
indépendante de x.

On peut alors introduire le lemme suivant :

Lemme 3.9. Soit G un L-jeu booéen.

Le but®d; est indépendant d’une variable propositionnelle ¥ si et seulement si il existg] tel que
x n'apparait pas dan®j, et qued; et ®/ induisent la méme relation de préférence.

Preuve du lemme On introduit la notatiors %, qui est définie par : pour toyte N,

S*={sje2\M[s; Fyj}, etS* =5 *x ... x §*.

= @; est indépendant de donc, si on note-; la relation de préférence induite par
d;, on a pour tous € S, switch(s, x) ~;j s. Cette relation de préférence est donc
identique a celle définie s&*. Il existe doncd; défini surV \ {x} qui induit
cette relation de préférence.

< Soit O] défini surV \ {x}. La relation de préférence induite p@ est donc
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définie surS . Si cette relation de préférence est équivalente a cellgtand
par®;, on a pour tous € S, switch(s,x) ~; s. ®; est donc indépendant de

Il est & présent possible de définir 'ensemble des variailgaieurs utiles d’ui-jeu booléen :
Définition 3.29. Soit G= (N,V,T, 1, ®) un L-jeu booléen. L’ensemble deariables utilespour un
joueur i, noté RV est 'ensemble des variablesW telles qued; n’est pas indépendant de v.

L’ensemble depueurs utiles pour un joueur i, noté RPest 'ensemble des joueurs|N tels que j
contrdle au moins une variable utile de i : RP Uycry T (V).

La définition du graphe de dépendance dijeu booléen est exactement celle donnée défirifidn 2.9
(pagd3B).

Ces définitions ne dépendent pas du langage de représendatipréférences choisi. Pour illustrer
ces concepts, nous donnons un exemple dans lequel lesgoiégérsont représentées par des buts a
priorité, en utilisant le critére leximin.

Exemple 3.19.Soit G= (N,V,1,T,®) un BP-jeu booléen, avec

x* N=1{1,2,3,

x V = {a,b,c},

x T = {a}, = {b}, 3 = {c},
*x Y1=Y2=Y3=1T

* 21:<a>,

x Yo = ((bV—a);a), et

x Y3 = ((cVv—a);a).

Les relations de préférences Pff= (=&, ~IeX ~1eX) sont décrites ci-dessous :

Joueur 1 Joueur 2 Joueur 3
abg—— alg abg———— abg

bo—dpo—ar—ape N /\ LN LN
a. a[ : aT abc\‘—7 < e b abc—abgiabe

al

Nous avons : Rv= {a}, R\ = {a,b}, R = {a,c}, RR = {1}, RBR = {1,2}, RR = {1, 3}.

6—0—@

La définition de la projection d’'uh-jeu booléen sur un ensemble stable est également la méme que
la définition[Z.TL (page—20).

Il est possible de généraliser quelques propriétés quérétanlables pour les préférences dichoto-
miques. Par exemple, la propri€fgl2.3 (pade 40) est gésatoidi dans ce cadre :
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Propriété 3.14. Si B est un ensemble stables 6 (B, Vg, 7,15, Pg), avecdy étant équivalent &g
et ne contenant que des variables @g &5t un L-jeu booléen.

Preuve : La seule différence entre cette preuve et celle de la pt&yiZi8 (pagé40)
est I'étape consistant a veérifier que toutes les variablésaas par les joueurs dans
B appartiennent ¥g. Nous devons veérifier que toutes les variables utilisée$egar
joueurs dan® appartiennent ¥g.

Supposons tout d’abord qu’il existe urE B tel qued; n'est pas indépendant de
V_g =V \Vs. Donc, il existex € V_g, il existe uns € Stel que switclfs, x) ~; s. Dans
ce cas, d’'apres la définiti@n-3129 (page précéderte RV. Commex € V_g, et que

B est stable, pour toute B, x € ;. Soitk € N\ B tel quex € 1. Commex € RV,
on a par définitiork € RR. Donc,k € R(i), maisk ¢ B : c’est en contradiction avec
le fait queB est stable.

®; est donc indépendant deg. D’apres le lemmg=3]9 (page116), il exisbe qui
induit la méme relation de préférences @beet qui ne contient aucune variable de
V_B.

Il en est de méme pour la premiére assertion de la projfr@tépagdb) :

Propriété 3.15. Soit G un L-jeu booléen tel que la partie irréflexive du grapleedépendanc® de
G soit acyclique. Alors G a un équilibre de Nash fort en sig&é pures.

Preuve :

On peut supposer sans perte de généralité que les jouetinsusnérotés de sorte
que pour touti € N, si i dépend dej, alors j < i. Soits= (sy,...,Sy) défini
inductivement comme suit : pour= 1,...,N, on prends tel que pour touts,
(s1,-..,S) =i (s1,-.-,9). Un tels existe cai ne dépend pas depour toutk > i.

On a donc construit un profil de stratégiegel que pour touti, pour touts,
(s,s-i) =i (§,s-i). sest donc un équilibre de Nash fort en stratégies pures.

La propriétd 210 (pade}7) est également généralisabeatacadre :

Propriété 3.16. Soit G= (N,V,m,T,®) un L-jeu booléen, B N un ensemble stable pour R, et
Gg = (B, Vg, T,T's,®g) la projection de G sur B.

Si s est un équilibre de Nash fort pour G, alogsest un équilibre de Nash fort pourgG

Preuve : Soit s un équilibre de Nash fort pou® : Vi € N, VS € S, (5,si) =i
(s,5-i).-

Nous savons que= (sg,S_g), et nous voulons vérifier qug est un équilibre de
Nash fort poulGg.

Soiti € B. Supposons gug; n’est pas un équilibre de Nash fort pdsg, i.e.35 € §

tel que(s,se-i) Zi (S.S8-i)-

Commei € B, et queB est stable, nous savons que les seuls joueurs qui ont une
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influence sur sont dand, et que dons_g n'a aucune influence sur les préférences
dei. On a donc(s,ss-i,S-8) Zi (S,S-i,S-8), C€ qui est en contradiction avec le
fait quesest un équilibre de Nash fort po(.

Reprenons a présent la propriEfe®.11 (jage 48) :

Propriété 3.17. Soit B et C deux ensembles stables de joueurs, et gat G- deux L-jeux booléens
associés.

Si g est un équilibre de Nash fort pourg&t g un équilibre de Nash fort pour &els quevi € BNC,
SBi = Sc,i. alors g ¢ est un équilibre de Nash fort pour le jensG.

Preuve : Bet C sont stables, donc d’apres la propriEfé] 2.2 (dage BQ)C est
un ensemble stable, et d’apres la propriétél3.14 (pagedquét®),Gg c est un jeu
booléen.

Soiti € BUC. 3 cas sont possibles (2 étant symétriques) :

x i € B\C (oui e C\B). sg est un équilibre de Nash fort po@g, donc
on aVvs € S,(5,S-i) =i (S.S8-i). Puisquei ¢ C, nous pouvons écrire
Vs €S, (8,8-i,5) =i (S,S8-i,S), Ce qui revient &S € S, (§,Ssuc—i) =i
(S, Ssuc-i)-

x 1 € BNC. On a alorsvk € BNC, ssx = Sck- S est un équilibre de Nash
fort pour Gg, donc on avs € S, (S,Ss-i) =i (S,S-i); Sc est un équilibre
de Nash fort pourGc, donc on avs € S, (s,Sc-i) =i (S,S-i). Puisque
vk € BNC, ssk = Sck, NOUS avons’s € S, (§,Ss-i,Sc-i) =i (S,S8-i»Sc-i);
c'est-a-direvs € S, (5,Ssuc-i) =i (S, Ssuc-i)-

Ssuc est donc bien un équilibre de Nash fort pdag c.

On peut alors généraliser la proprieie2.12 (dage 50) exextede la méme facon que dans le cha-
pitre[d (pag€31) :

Propriété 3.18. Soit G= (N,V, 7, T',®) un L-jeu booléen, et soit;B..B, p ensembles stables de
joueurs, tels que BJ...UBp = N. Soit G, ..., Gg, les p L-jeux booléens associés.

Si3sg, ...ss, des equilibres de Nash fort poursG...,Gg, tels quevi, j € {1,...p}, Yk € BiNB;j,
SB k = SBj k» lOrs s= (sg,,...,S,) €st un équilibre de Nash fort pour G.

Exemple[3I9, suite : Les ensembles de joueurs=B{1,2} et C= {1, 3} sont stables. Nous obte-
nons ainsi deux nouveaux BP-jeux booléens :

* Gg = (B,Vg,I's, T8, Pg), avec B={1,2}, Vg ={ab}, m=a,m=b,y1=y3=T,%; = (a),
etX, = ((bVv —a);a). Les relations de préférences Pg&f= ('8 =) sont représentées sur
la figure suivante :

Gg a un équilibre de Nash (faible et fort{ab} (noté $ = (ss.1,S8,2))-

g représente la stratégie du jouéwour le jeuGg.
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Joueur 1 Joueur 2

: Y‘/b

* Gc = (C\\Ve,Tc, I, ®c), avec C={1,3}, \c = {ac}, m=a,m=c,y1=y3=T,%; = (a)
etX3 = ((cV —-a);a). Les relations de préférences Pif= (-, =) sont représentées sur
la figure suivante :

N =
:...QJ
S
|

Qe

Joueur 1 Joueur 3
_ /ac\
A ap c\aé/

Gc a un équilibre de Nash (faible et fortfac} (noté & = (sc.1,5¢.3))-
BNC = {1}. Comme nous avong $= Sc,;1 = a: Gguc a un équilibre de Nash en stratégies pures :
{abc}.

On remarque ici que les deux jeux que nous venons d’'étudjéget G-, sont beaucoup plus petits,
et donc faciles a étudier, que le jeu original présenté suigare[3I9 (pagET17).
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représentation compacte

Nous ne sommes pas les premiers a étudier des concepts edissgeguilibres de Nash et les stra-
tégies dominées d’'un point de vue logique. Mis a part les jmniéens|[Harrensteiet all, [2001;
Harrensteinl_2004a; Dunne et van der Haek, 2004], il existeartain nombre d’autres travaux sur
I'étude des jeux statiques dans une perspective logiqua, Ui permettent de représenter de tels
jeux en utilisant des langages de représentation compagiesférences.

4.1 Jeux et programmation logique

Quelques lignes récentes de travail permettent d’expritesrjeux avec des préférenaaslinales
dans des cadres bien connus en intelligence artificielle fdgon, parmi d’autres, de représenter
ces préférences est d'utiliser d@egrammes logiguegomme cela est fait dans [De Vos et \ermeir,
1999; Focet all, 2004].

Nous allons tout d’abord présenter ces programmes logiques nous introduirons les travaux de
[De Vos et Vermeir, 1999] et de [Faet all, 2004].

4.1.1 Programmes logigues

Nous allons ici donner rapidement le vocabulaire et les ifidins utiles pour les programmes lo-
giques.

On considére ici des programmes logiques étendus propasitis avec deux sortes de négation, la
négation classique et la négation de défaubt [Gelfond et Lifschitz] 1991]. Intuitivementot a

est vrai quand il N’y a aucune raison de crard¢andis que-a est vrai lorsqu’il y a une preuve quae
est faux. Urprogramme logique étendudst une collection finie de régles de la forme :

C+«+ a,...,am,not by,...,not by

dans laquelle, a; ethy sont des littéraux.

Le littéral c forme latétede la régler, que I'on pourra notetetg(r). Le corpsde la regler, noté
corpgr), représente les littérawas . .. am, not by, ..., not by. a3,...,am constituent leprérequisde la
régler et sont notépre(r)

«— est oublié quanth = 0 etk = 0, et dans ce cas cette régle sera appeldaitn
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Définition 4.1. Une régle r esentravée par un littéral d s'il existe un ic {1,...,k} tel que d=b;.
r estentravée par un ensemble de littérauxX si X contient un littéral qui entrave r.

Une regle r esapplicable dans X, noté X¥= corpgr), quand elle n'est pas entravée par X et que
ses prérequis appartiennent a X.

Une régle r eskatisfiablepar X, noté Xj=r, sitete(r) € X ou si X}~ corpgr).

Un ensemble de littéraux X esinsistantsi, pour tous les atomes a, sikaX alors—-a ¢ X.

Il est & présent possible de définir 'ensemble des réporisegptbgramme logique.

Définition 4.2. Un ensemble de réponsed’'un programme logique P est un ensemble de littéraux X
satisfiant deux conditions :

1. Sire P est une regle applicable alors elle est appliquée, ef(tgte X,
2. Les seules regles utilisées sont celles qui ne sont pessées par X.

4.1.2 Programme logique de choix

Dans [De Vos et Vermeir, 1999], un jeu est représenté paragramme logique de cho{ghoice lo-
gic program), dans lequel un ensemble de regles exprime=qaedur a choisi la “meilleure réponse”
étant donnés les choix des autres joueurs.

Un programme logique de choix est un programme logggrai-négatifians la mesure ou il n'utilise
pas de négation dans le corps des régles. L'opérateest interprété comme un ou-exclugifd q
signifie donc ‘p ou g, mais pas les deux”.

Définition 4.3 ([De_Vos et Vermeir,_1999]) Un programme logique de choixest un ensemble fini
de regles de la forme
A—B

ou A et B sont des ensembles finis d’atomes.

Intuitivement, les atomes d& sont supposés étre séparés partandis queB est une conjonction
d’atomes (séparés par “,").

Un jeu sous forme normale est alors représenté par un praggalogique de choix de la fagon
suivante :

Définition 4.4 ([De Vos et Vermeir| 1999]) Soit G= (N, S, (>i)ien) Un jeu stratégique. Lero-
gramme logique de choixPg associé & contient les régles suivantes :

x Pour chaque joueur i, ®contient la regle S5—, qui assure que chaque joueur choisit exacte-
ment une stratégie dg.S

* Pour chaque joueur i et pour tout s€ S j, Ps contient une regle Bs_j) < s_j, ou B(s_)
représente la meilleure réponse du joueur i si les autresjosijouent s;. Cette régle modélise
le fait que chaque joueur choisira la meilleure réponse fiesétant donnés les choix des
autres joueurs.

Exemple 4.1. De nouveau, les stratégies du joudufresp.2) sont dénotées AT (resp. A, T,). Le
dilemme du prisonnier peut étre représenté par le programme logique de choix stiiva
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ADOT — (4.1)
ApBTr (4.2)
Al — T (4.3)
AL — A (4.4)
A — T (4.5)
Ay — A (4.6)

L'équation[4.1 signifie que le jouedra le choix entre jouer Aet T,. L'équation4.3B signifie que si le
joueur2 joue b, le joueurl préfére A, etc.

Définition 4.5 ([De_Vos et Vermeir, 1999]) Soit P un programme logique de choix. hase de Her-
brand de P, dénotéBp, est I'ensemble de tous les atomes apparaissant dans lesrdg P. Tout
sous-ensemble dBp est uneinterprétation .

Une interprétation | est umodélede P si pour toute régle A- B, siBC | alors INA est un singleton.
Un modele de P minimal pour 'inclusion est diable

De Vos et Vermeir ont alors montré qu’il existe pour chaqueye programme logique de choix tel
gue 'ensemble des modeles stables du programme coincidd’amsemble des équilibres de Nash
du jeu.

Exemple[4.] (page précédente) — suiteEtudions les différentes interprétations de ce jeu. On sait
tout d’abord que les interprétations d& comprenanf{A;, T1} ou {Az, T>} ne peuvent pas étre des
modéles de P, car les deux premieres régles seraient aloléeg.

Les interprétations composées d’un singleton ne sont paplug des modéles. Etudions par exemple
I'interprétation {A;}. On a pour la réglé-4l6 B {A;},et{A:} N A qui n’est pas un singleton.

Etudions a présen@Al,Az}, {Al,Tz}, {Tl,Az} et {Tl,Tz} :

x {A1,A2} est un modeéle{A;,A;} N A est un singleton pour toutes les régles telle que B
{A1, A2}

x {A1,To} n'est pas un modele : on a pour la re@leld.6 B{Aq, To}, et{A, T2} NA qui n'est pas
un singleton.

x {T1,Az} n'est pas un modele : on a pour la re@leld.4B(T;,A,}, et{T;,A2} NA qui n'est pas
un singleton.

x {T1,T,} n'est pas un modele : on a pour la rédleld.3B{ Ty, T,}, et{T1, T} NA qui n'est pas
un singleton.

Ce programme logique de choix a donc un seul modéks;; Az}, qui est donc un modéle stable et
qui est bien I'équilibre de Nash de ce jeu.

Cette propriété fournit une méthode systématique permtedtacalculer les équilibres de Nash dans
les jeux finis. Cette traduction a une limitation : sa tallle. programme logigue de choix a la méme
taille que la forme normale d’un jeu.
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4.1.3 Programme logique avec des disjonctions ordonnées
4.1.3.1 Présentation et définitions

Lesprogrammes logiques avec des disjonctions ordonfiég& program with ordered disjunction -
LPOD) ont été introduits dans [Brewka, 2002]. Ces programlogiques sont des extensions de pro-
grammes logiques avec deux sortes de négation, et utilsenhnecteurx introduit dans la logique
propositionnelle qualitative (Qualitative Choice Logi€@Q<CL) par [Brewkaet al., 2002]. Intuitive-
ment,a x b signifie “sia est possible, alors je préféagsinon, je vewb'”.
Définition 4.6 ([Brewka, 2002} Gelfond et Lifschitz, 1991])JJn LPOD est constitué de régles r de
la forme :

CLX...XCh+ay,...,an,not by,...,not by

dans laquelle ¢ a; et h sont des littéraux. Intuitivement, la téte d’'une regle déype se lit “si c’est
possible je veux avoir¢si je ne peux pas avoirge préfére g, ..., Si je ne peux avoir aucun deg ¢
ie{l,...,n—1}, alors je veux g

Les littéraux g,...,C, sont appelés leshoix de la régle r.

Exemple 4.2([Brewka,| 2002]) Marjolaine a un apres-midi de libre. Elle a le choix entrealk la
plage ou au cinéma. Elle préfére habituellement aller agia qu'a la plage, excepté lorsqu'il fait
chaud, auquel cas elle préfére aller & la plage. Il fait noferaent chaud en été, mais il peut y avoir

des exceptions, et s'il pleut elle ne veut absolument pas alla plage. Ces informations peuvent
étre représentées par le LPOD suivant :

1. cinemax plage«< not chaud

2. plagex cinema— chaud

3. chaud« etgnot —chaud

4. —plage« pluie
Quelques définitions supplémentaires sont nécessairesl@finir les ensembles de réponses (answer
sets) de ces programmes logigues particuliers.

Définition 4.7 ([Brewka,|200R]) Soitr=c; x ... X ¢, «+ corps une régle. Pour K n, on définit la
kéM€option der par
rK = ¢ < corpsnot Cy, ..., not Cx_1

Définition 4.8. Soit P un LPOD. Pest unepartie de programme deP (split program) s'il est obtenu
en remplacant chaque regle de P par une de ses options.

Exemple 4.3([Brewka, 2002]) Soit P un LPOD formé par les regles

1. axb«notc
2. bxc«notd

On obtient4 parties de programmes :

P, a<notc P, a<notc
b+« notd c«—notd,notb
P; b« notc,nota P, b« notc,nota
b+« notd c«+—notd,nothb
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Définition 4.9. Soit P un LPOD. Un ensemble de littéraux R esensemble de réponsede P si R
est un ensemble de réponses consistant d’'une partie degonoge Pde P.

Exemple[43B (page ci-contre) — suite Les ensembles de réponses pour chacune des parties de P
sont: R : {ab}, P:{c}, Ps: {b},etR: 2.

Le LPOD de cet exemple a donc 4 ensembles de répoRses}; {b}, {c} eto.

Tous ces ensembles de réponses ne nous donnent pas la méfaetiat. {a,b} donne la meilleure
réponse pour chacune des deux regles, ce qui n'est pas lewakep deux autres régles. Pour faire
la distinction entre les ensembles de réponses plus ou ratisfaisants, [Brewka, 2002] introduit
un degré de satisfaction d’'une régle dans un ensemble des&pajui permet ensuite de trouver les
ensembles de réponses préférés.

Définition 4.10([Brewka, 2002]) Soit R un ensemble de réponses d’'un LPOD PBatifait la régle

CLX...XCh+ay,...,an,not by,...,not by

x avec le degrél s'il existe i tel que a¢ R, ou s'il existe | tel queb=e R;
« avec le degréj, (1< j <n), sipourtouti, ae R, pour toutl, ¢ R, et j=min{p|c, € R}.

Définition 4.11 ([Brewka, 2002]) Soit un ensemble de littéraux R(R) représente 'ensemble de
regles de P satisfaites par R au degré i.

Soit R et R deux ensembles de réponses d'un LPOD Peﬂpréfér_é aRy, n_oté R > Ry, si et
seulement s'il existe un i tel qué,@®) c R, (P) et que pour tout k i, R,(P) = Ri(P).

Définition 4.12 ([Brewka,| 2002]) Un ensemble de littéraux R est ansemble de réponses préféré
d'un LPOD P si et seulement si R est un ensemble de réponsestduf n'existe pas d’ensemble
de réponses 'Rle P tel que R> R.

Exemple[L3 (page précédente) — suiteComme nous I'avons vu, ce LPOD a 3 ensembles de ré-
ponses : R={a,b}, R, = {b} et RR = {c}.

R; satisfait les régled. et 2. avec un degrd ; R, satisfait1. avec un degrd, mais2. avec un degré

2; et Rg satisfait1. avec un degre, et2. avec un degrd.

P a donc un seul ensemble de réponses préféare, R

Nous allons a présent présenter le lien, tel qu'il a été étpdr [Focet all, [2004], entre LPOD et
équilibre de Nash.

4.1.3.2 LPOD et équilibres de Nash

Dans [Focet all, [2004], un jeu en forme normale est traduit par un LPOD damseleun ensemble
de clauses représente les préférences de chaque joueas sutisns possibles, étant donnés tous les
profils de stratégies des autres joueurs.

Exemple 4.4([Fooet all, [2004]) Si les stratégies du jouedr (resp.2) sont dénotées ATy (resp.
Ao, To), le dilemme du prisonnier peut étre représenté par I'ensemble de clauses suivant :
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Clauses du joueut :

A1><T1 — T2 (47)
AlxTh «— A (4.8)

L'équation[4Y signifie que si le joue@ choisit de se taire (J), le joueurl préfere, s'il a le
choix, avouer (A que se taire (7). Ses préférences sont les mémes si le jo@eanvoue (cf.
équatiorT4.B).

Clauses du jouel? :

Az X T2 — Tl (49)
AoxTy — A (4.10)
Clauses de mouvement :
AlVTh (411)
AoV T (4.12)

Les clauses de mouvement représentent les choix possibtdsmcdun des joueurs.

Il est alors démontré que les équilibres de Nash en stratggiees correspondent exactement aux
ensembles des réponses préférés.

Exemple[4.3 (page précédente) — suiteOn cherche a présent les degré de satisfaction de chacun
des ensembles de réponses de ce jeu pour chacun des jouedegré de satisfaction de I'ensemble
de réponsesA;, A) est] (1,1) ; le degré de satisfaction dé\1, T>) est(1,2) ; le degré de satisfaction
de(T1,A2) est(2,1) ; et le degré de satisfaction ddi, T») est(2,2).

Ce programme a donc un ensemble de réponses préfé(éges;), qui correspond bien a I'équilibre
de Nash du dilemme du prisonnier.

Comme pour les programmes logiques de choix, cette tramfuetiune limitation : sa taille. Les
LPODs ont la méme taille que les formes normales du jeu (ehdmueur a besoin d’'un nombre
de clauses égal au nombre de profils de stratégies des auimgg). Cependant, cette limitation
vient de la facon dont les LPODs sont construits a partir é@s, jet peut étre corrigée en permettant
aux joueurs d’exprimer leurs préférences par des LPODse&ebdts a priorité) quelconques, ce qui
permettrait d’avoir une représentation beaucoup plus actep

Une différence importante avec notre cadre de travail, gtivalable aussi bien avec Foo et al
[Eooet all, 2004] qu'avec De Vos et Vermeir_[De Vos et Vermeir, 1999}, gase dans un jeu boo-
Iéen les joueurs peuvent exprimer des préférences binaibisaires, jusqu’au cas extréme ou la
satisfaction du but d'un joueur dépend uniqguement de vi@sadbntrblées par d’'autres joueurs.

L(joueur 1, joueur 2)
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4.2 Jeux et représentation graphique

4.2.1 CP-nets et équilibres de Nash

Les CP-nets, que nous avons présentés dans le cHapitreed@®pgont un autre langage de repré-
sentation compacte, et sont utilisés dans [é&mll, [2005], pour représenter des jeux : les CP-nets
sont vus comme des jeux en forme normale et vice Eefslaaque joueur est associé a une variable
X; du CP-net, dont le domaine est I'ensemble des actions pesslb joueur. Les préférences sur les
actions d’un joueur étant données les stratégies des gotimsrs sont exprimées dans une table de
préférences conditionnelles.

Afin de pouvoir exprimer les préférences d’un joueur dangaeles de préférences conditionnelles,
les relations de préférences dans un jeu stratégiques amngtrées par les stratégies des autres
joueurs.

Définition 4.13 ([Apt_et all, 2005]) Un jeu stratégique avec préférences paramétréesst un tuple
G=(N,S,...,S,(s-1),...,>(s_n)), ot chaque s, € S_;.

Dans ce contexte, un profil de stratégies s eséquilibre de Nashd’un jeu stratégique avec préfé-
rences paramétrées G si et seulement si pour teufl,...,n}, pourtout $€ S, 5 =(s_i)Si.

Exemple 4.5([Apt et all, 2005]) Si les stratégies du jouedr (resp.2) sont dénotées H Ry (resp.
H,, Ry), la bataille des sexegque nous avons présentée dans I'exeriple 1.2 (page 11)gpeut
représentée par les préférences paramétrées suivantes :

%(Hz) H]_ b R]_
>—(R2) : Ri=H;
>—(H1) D Ho= Ry
>—(R1) i Ry=H»

Il est montré dans [Apet all, |2005] que tous les CP-nets peuvent étre traduits par unrgegique ;
et que tout jeu stratégique peut étre traduit par un CP-raeis/dllons présenter ici la traduction d’'un
jeu vers un CP-net, la traduction réciprogue étant quagisygnétrique.

Soit un jeu stratégique avec préférences paramé@éesN,S,...,S, (s 1),...,>(s-n)). Ce jeu
peut étre associé a un CP-m¢{(G) de la fagon suivante :

x chaque joueur correspond a une variablg,

* les éléments du domairi(X;) de la variableX; consistent en les stratégies du joueur

x Pa(X) = {Xq,...,%-1,X%+1,..., %} 'ensemble des parents de la variale

* pour chaques_j, la préférence conditionnell¥_; = s_j :>(s_j) est ajoutée, ot-(s_;) est la
relation de préférence sur I'ensemble des stratégies dwjdsi ses opposants jouesit;.

Exemple[4® — suite La bataille des sexes avec préférences paramétrées peldidsi représentée
par un CP-net a deux variables; Xt X, correspondant aux joueurket 2, et telles que DX;) =
{H1,R;1} et D(X2) = {H2,R:}. Ce CP-net est représenté sur la figlird 4.1 (page suivante).

2|| ne s'agit donc pas ici d'utiliser les CP-nets pour exprires préférences de chaque joueur comme nous I'avons fait
dans la sectiof-3.2.2 (paléd 75) du chajiitre 3.
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@ Hz H1 — Rl
R2 R]_ - H]_

@ Hl H2>—R2
R]_ R2> H2

Figure 4.1 —CP-net de la bataille des sexes

Ce CP-net a deux résultats optimaugHi,H,} et {R;, R}, qui sont bien les équilibres de Nash du
jeu.

Il est montré dand [Apet all, 2005] qu'un profil de stratégies est un équilibre de Nashedij si

et seulement si c’est un résultat optimal du CPNgiG). De méme, dans la traduction inverse, il
est montré qu’un profil de stratégies est un résultat optahal CP-net si et seulement si c’est un
équilibre de Nash du jeu associé.

Exprimer un jeu avec des CP-nets peut étre parfois plus cctngpe la forme normale explicite du
jeu, pourvu que les préférences de certains joueurs ne dépiegpas de tous les autres joueurs.

Une différence importante avec notre cadre de travail eshqus permettons aux joueurs de contrdler
un ensemble arbitraire de variables : nous ne voyons donep#mieurs comme étant des variables.
La seule facon d'exprimer dans un CP-net qu'un joueur ctafpfusieurs variables consisterait a
introduire une nouvelle variable dont le domaine seraiidEmble de toutes les combinaisons de
valeurs pour ces variables. La taille du CP-net serait @agponentielle en fonction du nombre de
variables.

Une autre différence (moins technique et plus fondaménetre ces deux lignes de travail,
qui explique en fait les différences avec [Agitall, 12005], mais aussi avec [F@b all, [2004] et
[De Vos et Vermeir, 1999], est que noustreduisonspas des jeux en forme normale en autre chose,
mais que nousxprimonsdes jeux en utilisant un langage logique.

4.2.2 Forme normale graphique

La plupart des travaux permettant de représenter des jefacda compacte utilisent la notion de
dépendance entre les joueurs et/ou les actions. Certadmsrel’eux, dontl [Koller et Milch, 2003;
Kearnset all, 2001;/La Mura) 2000], partagent le mode de représentatnutilités des joueurs
suivant : I'utilité du joueur est décrite par une table associant une valeur numériquacuetcom-
binaison de valeurs de chacun des ensembles de variabesaitiLa représentation des jeux avec
de telles tables d'utilité est appelé@me normale graphiquégraphical normal form, GNF) dans
[Gottlob et all, [2005]. Les dépendances entre joueurs et variables esttaiaturellement une rela-
tion de dépendance entre joueurs, identique a notre notia®gdendancei:dépend dg si la table
d'utilité de i fait référence a une variable contrélée par le jougpubans [Koller et Milch,| 2003;
Gottlobet all, 2005] les nceuds d’'un graphe représentent les agents det jéy,a un arc de a j si

i dépend dg. Cette représentation est plus compacte que la forme nemlogleu si le graphe n’est
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pas une cliqtﬁ

La notion de dépendance entre joueurs et variables darsuegjaphiques est utilisée pour exacte-
ment la méme raison que notre graphe de dépendance, a sactiorfner un jeu en un ensemble de
plus petits jeux en interaction, et pouvant étre résolus plumoins indépendamment.

4.2.2.1 Diagrammes d’influence multi-agents

[Koller et Milch, [2003] ont développé une représentatioapiiique pour les jeux dynamiques a
connaissance incompletenulti-agent influence diagram®1AIDs). Ces MAIDs permettent de re-
présenter des jeux de fagon compacte, et ainsi d’étudieldelades équilibres de Nash en stratégies
mixtes.

Les MAIDs distinguent trois types de variables : les vagahdle chance (permettant de prendre en
compte les connaissances incomplétes sur I'état de mdede)ariables de décision et les variables
d'utilité, permettant de représenter ['utilité de chaqoegur.

Mis a part le fait que les MAIDs permettent de représenterylgachicité et les connaissances in-
complétes, la principale différence entre les MAIDs et &sxjbooléens est la fagon de représenter
les préférences. Comme décrit précédemment, les pré&relans les MAIDs sont représentées par
destables d'utilité : I'utilité d'un joueur est la somme des fonctions d'utilitgcales, dont la taille
est exponentielle dans le nombre de variables (de chance dédision) dont elles dépendent. Les
tables d'utilité ne peuvent pas exprimer en espace polyaloles informations contenues dans une
formule propositionnelle, ce qui implique que méme la sen@présentation propositionnelle que
nous avons présentée dans le chapitre 2 (page 31) peut uis paponentiellement plus compacte
gue la représentation par tables d'utlité

Par exemple, la représentation logique de la versiofoaieurs du dilemme du prisonnier, que nous
avons étudiée dans I'exemflel2.2 (pagk 34), est exporlentmht plus compacte que sa représen-
tation utilisant un MAID. En effet, les fonctions d'utilitde chaque joueur dépendent de toutes les
variables du jeu, comme nous le montrons dans I'exemplasuiv

Exemple 4.6. Soit le jeu booléen G (N,V,,T,®), avec

x* N=1{1,2,3,

x V = {Cq,Cp,Cs},

= {C1}, o = {Co}, T3 = {C3},
Vi=Ye=Y3=T,

$1 = (C1ACAC3) vV —Cy,

oo = (C]_/\Cg/\Cg) Vv -C; et

(|)3 = (Cl NGy /\C3) Vv —Cs.

Ce jeu peut également étre représenté par le MAID suivantnécessite3 variables de décision,
aucune variable de chance &tables d'utilités :

*

* X X X

3Un graphe est une clique si tous les sommets sont deux-aatdiacents.

4Plus précisément, la représentation des fonctions déipr la somme des utilités locales, chacune d’entre ahes é
représentée par une table d’utilité, est polynomiale setesnent si il existe une constamtdimitant le nombre de variables
apparaissant dans chaque table, c’est-a-dire si et sentisibes utilités des joueurs saftadditives. Les fonctions d'utilité
que I'on peut représenter par une formule propositionrsalieK-additives si et seulement si la taille des formules uigsé
dans la représentation sont limitéek &voir par exemple [Chevaleyrt all, [2006]).
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S up | Up | U3 S up | Ux | U3
CiCC3| 1|1 ]|1||CCCs|1|0]|0
CiCC3| 0| 0| 1|CCCs|1|0]|1
CiCC3| 0| 1|0|CCCs|1 (1|0
CiCLC3| 0|1 |1|CCCs|1|1]|1

Quand le nombra de joueurs varie, cette représentation grossit expotientient enn, alors qu'il

reste polynomial pour un jeu booléen.

On peut remarquer que ces tables d'utilités peuvent étréseptées en taille polynomiale par un

arbre de décision, comme le montre I'arbre du joueur 1 :

Ce n’est cependant plus le cas dans I'exemple suivant :

Exemple 4.7. Soit G= (N,V,,I',®), un jeu booléen avec N {1,2,...n},V = {Cy,...,Cy}, Vi €
N, ={C},VieNy=T,VieN,p; =C < (/\j<i_‘cj /\/\k>iCk)-

Ce jeu peut étre représenté par le MAID suivant :

Les tables d'utilités sont les suivantes :

Profils de stratégies| u; | Uy | U3
C1CCs 1700
C1C.C3 0|01
C1C,Cs 0|1]|0
C1C,C3 0|01
C1CC3 01,0
C1C,Cs 1101
C1CCs 1/0]1
C1C.Cs 111]0
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Cette représentation est exponentielle en nombre d’agentscomme la représentation par un arbre
de décision. Nous représentons ici celui du joukur

Cette représentation graphique des jeux est utilisée dacgéy et Koller,|2002] pour trouver des
algorithmes permettant de donner des équilibres appr@bﬁﬂde Ces jeux.

Les jeux an joueurs et deux-actioﬁsont représentés de la méme facon dans [Kestrak, [2001],
c’est-a-dire par un graphe et un ensemble de matrices panhete représenter les utilités des
joueurs. Un algorithme permet alors de calculer les éqatilille Nash (mixtes) a partir de ces jeux.
Une faille de cet algorithme a été trouvée, et corrigée, {Blkind et all, 2006].

4.2.2.2 Formes normales graphiques et restrictions

Les jeux sous forme normale graphique sont également &tddiés |[Gottlotet all, [2005], qui ont
utilisé la notion de voisins pour les définir : les voisinsrdjoueuri dans un jeu graphique sont les
joueurs pouvant influer sur I'utilité de

Définition 4.14 ([Gottlob et all, 2005]) L’ensemble des voisingd’un joueur i, noté?/(i), est I'en-
semble des joueurs qui ont une influence sur i : @i (i), alors la fonction d'utilité de i ne dépend
pas directement des actions de j.

L'ensemble des voisins des joueurs permet de définir le grdptdépendance de la méme facon que
celui défini parl[Koller et Milchl, 2003]. [Gottloket all, 2005] introduit également un hypergraphe de
dépendance d'un jeu de la fagcon suivante :

Définition 4.15 ([Gottlob et all, 2005]) Soit un jeu stratégique G, et N 'ensemble des joueurs de ce
jeu.

Le graphe de dépendancele G est un graphe non orientg(G) dont I'ensemble des noceuds est N,
et 'ensemble des arcs est défini par :

{{i.i}[j eNnie V(j)}

L"hypergraphe de dépendancee G est un graphe non orienté8) dont I'ensemble des noeuds est
N, et 'ensemble des hyperarcs est défini par :

{{ituv(i)]i e N}

5Un équilibre est dit approximatif si la possibilité que chaggent a de dévier est plus petit quaudonné.
6Une généralisation a des jeux ayeactions est donnée dans [Keagsisll, [2001].
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Comme dans les MAIDs, ifBorme normale graphique (GNF)d'un jeu est définie en associant une
table d'utilités a chaque joueur.

L'exemple que nous allons présenter maintenant est unagajiiadion de la bataille des sexes, que
nous avons présentée dans I'exeniplé 1.2 (babe 11), aveedr§ou

Exemple 4.8([Gottlob et all, 2005]) 4 amis, Alexia, Sylvain, Nicolas et Filou, doivent décideme
ment ils souhaitent passer leur soirée. lls ont le choixeerggarder une comédie romantique ou un
film d’horreur. Alexia a envie de passer la soirée avec SyletiNicolas, peu importe le film. Sylvain
a envie de voir un film d’horreur avec Alexia, mais sans Nisofae dernier veut voir une comédie
romantique, avec Alexia mais sans Sylvain. Quant a Filquréférerait voir une comédie romantique
avec Nicolas.

Soit G un jeu stratégique tel queN{1,2,3,4, Alexia étant le joueut, Sylvain le joueu®, Nicolas
le joueur3 et Filou le joueurd. V = {hy,hy,h3,hs}, hy (resp. b, hg et hy) signifiant que le joueul
(resp.2, 3 et4) va voir un film d’horreur, et-h; signifiant qu'il va voir une comédie romantique.

Ona?v(1) ={2,3}, V(2) = {1,3}, V(3) = {1,2} et V(4) = {3}. Le graphe et I'hypergraphe de
dépendance de ce jeu sont représentés sur la figure 4.2.

(1)
1 \o 5©) (3

Figure 4.2 —Hypergraphe et graphe de dépendance d&jeu

Les fonctions d’utilitE de ce jeu sont représentées sur la fiduré 4.3.

1 hz h3 h2ﬁ3 Ez h3 ﬁzﬁg 2 hl h3 hlﬁg ﬁl h3 h1h3
hy | 2 1 1 0 hy | 2 3 1 2
hy| O 1 1 2 hy | 1 2 0 1
3 hl hz hlﬁz thz ﬁlﬁz 4 h3 ﬁg
hs | 1 2 0 1 ha 1 0
hs| 2 3 1 2 ha 1 2

Figure 4.3 —Fonctions d'utilité pour la forme normale graphiqueGle

[Gottlob et all, 200%] ont étudié des restrictions specifiques sur ces jeaphigues, en limitant le
nombre de voisins de chacun des joueurs, ou en imposant &atemede dépendance d'étre acy-
cligue. lls étudient I'impact de telles restrictions suctamplexité du probléme consistant a vérifier
I'existence d’'un équilibre de Nash, et/ou sur le calcul de @guilibres. IIs ont ainsi montré que le
probléme de I'existence d’un équilibre de Nash en strasdoires dans un GNF qui a un voisinage li-
mité (c’est-a-dire que pour tous les joueurs/(i)| < k), estNP-complet. La complexité est la méme
pour les jeux dont le graphe ou I'hypergraphe de dépendast@eyclique.

"Par exempleyp (hihohg) = 2, car Sylvain est content de voir un film d’horredrX), et de le voir avec Alexia{1).
uz(h1hphg) = 3, car Sylvain est content de voir un film d’horreur ), de le voir avec Alexia{1), et que Nicolas aille
voir un autre film ¢1).
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La notion de voisin introduite dans [Gottla al., I2005] est similaire & notre notion de joueur utile.
La principale différence entre le graphe de dépendance dildGet all, [2005] et le nbtre est que
ce dernier est orienté, ce qui n'est pas le cas dans les GNFpIU3, comme pour les MAIDs, la
représentation des jeux par tables d'utilité est parfoisibeup moins compacte que celle utilisant un
jeu booléen.

4.2.2.3 Gnets

Les G nets, introduits par [La Mura, 2000], sont une autreésgmtation compacte des jeux qui prend
en compte la notion de causalité. Un G net est représentémaiaphe, dont les nceuds correspondent
chacun aux variables du jeu, chaque nceud étant controlé e seul agent (ou la natE)eDeux
guantités sont associés a chaque nceud : sa probabilitdjléélpotentielle de ce nceud en fonction de
ses voisins dans le graphe. Les arcs sont de deux types cdasgiantés représentent les dépendances
causales (c’est-a-dire les dépendances issues des pitébalet les dépendances préférentielles sont
représentés par des arcs non-orientés (c’est-a-direflesrices des utilités d’'un nceud sur I'autre).

Comme les MAIDs, cette représentation est compacte siilégsisont indépendantes, mais ne I'est
plus si ce n'est pas le cas. Dans ce cas, la représentatiampan booléen peut étre exponentielle-
ment plus compacte que celle par un G net.

4.2.3 Symeétries dans les fonctions d'utilité

Une autre approche pour représenter des jeux de facon ctergsiale s'intéresser a I'indépendance
des fonctions d'utilité, c’est-a-dire aux possibilitésuquagent a d’'affecter les autres agents, selon les
actions dont il dispose, et donc souvent aussi selon lestegsdans les fonctions d'utilité des agents
[Rosenthal,| 1973; Monderer et Shapley, 1996; Kearns et Man=2002;| Roughgarden et Tardos,
2001]. Cette approche est trés différente de celle utiliisées les jeux booléens, nous la présentons
néanmoins rapidement ici.

4.2.3.1 Jeux de congestion

Les jeux de congestiortgngestion gamef§Rosenthal, 1973], sont des jeux dans lesquels les actions
disponibles consistent en un ensemble de ressourcestil@€l'de chaque joueur dépend du nombre
de joueurs ayant sélectionné les mémes ressources (ad@st-d@yant joué la méme action).

Définition 4.16. Un jeu de congestiorest constitué d’'un ensemble N de joueurs, d’'un ensemble fini
R de ressources, d'un ensemble d’actionpdir chaque joueur i tel qug & 2R, et une fonction de
coltd: Rx N — N telle que d(j) n’est pas décroissant en j.

Soit s= (s1,...,5) un profil de stratégies, € R une ressource, et(r) le nombre de joueurs ayant
choisi la ressource r : g(r) = |{ilr € 5 }|. On a alors

Ci(s) = —ti(s) = ) dr(ns(r))

res

8Les choix pris par la nature dénotent ceux qui relévent dardas
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Intuitivement, chaque joueur choisit un ensemble de resesua partir des ensembles qui lui sont
disponibles). Pour calculer les colts que ces ressourceardient au jouelr(c'est-a-dire I'inverse
de son utilité), on ajoute le colt de chaque ressource édilggari, en sachant que le colt d’'une
ressource dépend du nombre de joueurs utilisant cette ressougCe)).

Définition 4.17. Dans unréseau d’'un jeu de congestionles familles d’ensembles Sont implici-
tement présentées comme des chemins dans un graphe. Scéphe grienté(V,R), deux nceuds
di,a €V pour chaque joueur i. Les arcs du graphe représentent kEsorgces du jeu, et une fonction
de colt est associée a ces arcs. Le sous ensemble de R régpnésemactions disponibles pour i est
I'ensemble de tous les chemins allant ¢g& .

Exemple 4.9([Fabrikantet al,, 2004]) Soit le jeu de congestion suivant : trois joueufd, 2,3}
doivent se déplacer du point S au point T, représentés suyueelid3.

Les arcs de ce graphe représentent les chemins possiblescpacun des joueurs. Ces arcs sont
étiquetés par la fonction colt qui dépend du nombre de jauennpruntant cet arc : le premier chiffre

correspond au co(t de cet arc si un seul joueur 'empruntseleond si deux joueurs 'empruntent,
et le troisiéme si les trois joueurs y passent.

X
2/3/5/ Nsle 123
7
S 128 T
4 wger7 1/5/6
v

Figure 4.4 —Le réseau d’'un jeu de congestion : trois joueurs doiventdd&a T. Chaque arc est
étiqueté avec les codts pour chaque joueur suivant si leioheshparcouru par 1, 2 ou 3 joueurs

Par exemple, si le joueut emprunte le chemin SXYT, le joueur 2 le chemin SXT et le j@iér
chemin SY T, on aura (s) =9, c;(s) = 5etg(s) = 9.

Rosenthal a prouvé dars [Rosenthal, 1973] que tous les ormfestion ont un équilibre de Nash
en stratégies pures. D’'autre part, il est montré dans_[latirét all,[2004] qu'il existe un algorithme
polynomial pour trouver un équilibre de Nash en stratégigepdans le cas ou le réseau du jeu de
congestion est symétrique.

L'utilité d'un joueur dans les jeux de congestion est liéenambre de joueurs utilisant les mémes
ressources, et donc effectuant les mémes actions que Ipiincpale différence entre jeux booléens
et jeux de congestion est que dans les jeux booléens, deexrguui contrélent par définition deux
ensembles de variables propositionnelles disjoints, negye donc pas effectuer la méme action. La
notion de colt d’une ressource ne peut donc étre introdaits dn jeu booléen.

4.2.3.2 Jeux a effets locaux

Les jeux a effets locaurdcal-effect gamed EGs) [Leyton-Brown et Tennenhdaliz, 2003] permettent
de modéliser des situations dans lesquelles les effetsgigdsales uns sur les autres peuvent étre
asymeétriques.
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Définition 4.18 ([Leyton-Brown et Tennenholtz, 2003]Boit G= (4, F,n) un jeu a effets locaux
a n joueurs.4 est 'ensemble des actions disponibles pour les joueur$.C5t@ distribution des
joueurs sur les actions. @) représente le nombre de joueurs ayant choisi I'action 4.

Pour chaque couple d’actions@ € 4, Fay: ZT — R™ est la fonction de co(t, strictement mono-
tone, qui donne le colt des effets locaux de I'action a aibactl qui dépend du nombre de joueurs
qui choisissent I'action a. A partir de ces définitions, it pessible de construire la fonction ¢ d’'un
agent i qui choisit une actiona 4 :

c(i) = Faa(D(a)) + Z) Foa(D(b))
be4,b#a

Un LEG peut étre représenté par un graphe dont les nceudseatest les actions des joueurs, et
les arcs représentent les dépendances d'utilité spédfigmeontexte entre les actions : il existe un
nceud pour chaque action, et un arc du n@ad nceud si Vx, Fap(X) # 0. Les fonctions de la
forme F,.a(X) seront appelég®nctions de nceudtandis que les fonctions de la fornfigp(x) seront
appeléedonctions d’'arcs

Soit¥(a) I'ensemble des noeuds tel qu'il y ait un arc partanaéearrivant sur ce nceud. L'hypothése
suivante est faite :
Va,be 4,be V(a) —ac V(b)

Ces préconditions nécessaires aux LEGs (tous les agert$lean le méme ensemble d'actions ;
I'utilité de chacun se décompose en la somme des effectaXquaur les actions individuelles : et
l'indépendance des utilités est toujours bidirectiorg)athontrent que les LEGs ne permettent pas de
représenter tous les jeux.

Si tous les jeux a effets locaux n'ont pas d’'équilibres dehNais stratégies pures, de nombreux
cas particuliers, possedant des PNEs car satisfaisaainastcaractéristiques particuliéres, ont été
identifiés dans [Leyton-Brown et Tennenhboltz, Z003].

Comme pour les jeux de congestion, la fonction de co(t existans un LEG, qui dépend du nombre
de joueurs ayant choisi une action, ne peut étre introdaites din jeu booléen. D'autre part, I'indé-
pendance des fonctions d'utilité peut ne pas étre bidoentlle dans un jeu booléen.

4.2.3.3 Jeux graphiques d’actions

Les jeux graphiques d’'actiomg¢tion graph gamesAGGSs), introduits dans_[Bhat et [ eyton-Brawn,
2004], peuvent étre vus comme des LEGS non restreints. ligepe représenter tous les jeux, no-
tamment des jeux graphiques comme ceuwx de [Koller et Mil6B3P Comme les LEGs, un AGG est
un graphe tel gqu'il y a un nceud pour chaque action du jeu, eraerdre deux nceudset s’ si et
seulement ss est dépendant d& dans ce jeu, c'est-a-dire si les utilités des joueurs cbgasits sont
dépendantes des joueurs choisissant

Définition 4.19 ([Bhat et Leyton-Brown,| 2004]) Un jeu graphique d’actions est un tuple
(N,S 7,u),ou N={1,...,n} est 'ensemble des joueurs, S est 'ensemble des profilsadégies, S
étant les actions disponibles pour un jouewr N. Les agents peuvent avoir des actions communes,
on note donc? = iy S I'ensemble des actions du jeu.

A représente I'ensemble des distributions possibles destageir les actions, ou une distribution
consiste en le nombre d’agents choisissant une action @oriRgdir une distribution donnée A,
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D(a) est le nombre d’agents ayant choisi I'action a: B— NIl est une fonction qui associe a
chaque profil de stratégies s une distribution d’agents D.

Soit G le graphe d’actionsg contient un noeud pour chaque actioe &. La relation de voisinage
est donnée paf’: 4 — 27, Il y a alors un arc de a a'adansg si et seulement si' & 17/(a). Il est
possible d’avoir & 1V (a).

La fonction d'utilité est la méme pour tous les joueurs. Efsocie une valeur numérique a une
action a et une distribution d’agents D : 14 x A — R.

Le probleme de [l'existence dun équilibre de Nash en stiasegpures a été étudié
dans|Jiang et Leyton-Brown, 2007]. Il a été ainsi montrédpes le cas général, le probleme consis-
tant a décider s'il existe un équilibre de Nash en stratégiees dans un AGG estP-complet.
Pourtant, il existe des classes de ce jeu pour lesquellesbéeme est polynomial, par exemple si
les AGGs ayant un nombre d'actions, et donc de nceuds, linkité a

Comme dans les jeux de congestion et les LEGs, I'utilité ¢bweur dans un AGG dépend du nombre
de joueurs ayant choisi chaque action, et donc ne peut &togliite dans un jeu booléen.
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Nous nous situons ici de nouveau dans le cadre de préférdintetomiques. Comme nous I'avons
vu dans le chapitrEl 2 (pafel31), les jeux booléens permeltergprésenter des jeux stratégiques de
maniere compacte, en utilisant le pouvoir d’expressioa ebhcision de la logique propositionnelle.
Les joueurs d'un jeu booléen ayant des préférences dicliques) la notion suivante émerge natu-
rellement : une coalition dans un jeu booléen est efficackespeut garantir a tous ses membres que
leurs buts sont satisfaits. Notre objectif dans ce chapitale définir et de caractériser ces coalitions
efficaces, et de voir comment elles sont liées a la notion gawndans un jeu coalitionnel (voir la
définition[I.I1 (pagE26)).

Aprés avoir présenté les fonctions d’effectivité en sedfidl, nous allons étudier les propriétés de ces
fonctions d’effectivité associées aux jeux booléens etiwdb.2. Dans la sectidn 3.3, nous étudierons
en détail la notion de coalition efficace : nous donneronscanactérisation exacte des ensembles de
coalitions correspondant a des ensembles de coalitiomsied associées a un jeu booléen, et nous
ferons le lien entre coalition efficace et no@au

5.1 Fonctions d’effectivité

Les fonctions d’effectivité ont été développées en chocia@fin de modéliser le pouvoir des coali-
tions [Moulin,[1983| Abdou et Keiding, 1991]. On rappell€une coalition C est un sous-ensemble
guelconque de I'ensemble des ageMitdN est appelée lgrande coalition. Etant donné un ensemble
d’alternativesS parmi lesquelles un ensemble d’individisdoit choisir, unefonction d’effectivité
Eff: 2¥ — 22° associe un sous-ensemble $la chaque coalitionX € Eff(C) est interprété par “la
coalitionC est effectiv@ pour X”.

Définition 5.1. Unefonction d’effectivité coalitionnelle est une fonctiofeff: 2N — 22° monotone :
pour toute coalition G N, X € Eff(C) implique Y e Eff(C) quand XCY C S.

La fonction Eff associe a chaque groupe de joueurs I'ensemidés issuEsdu jeu que ce groupe a

1| es résultats donnés dans ce chapitre ont fait I'objet dsigus publications | [Bonzoet all, 2008, 2007b]

2| a définition “coalition efficace” pourrait mieux convenitatraduction de “effective coalition”, mais nous utilises
ce terme plus tard (voir définitidn®.4 (pdgell43)), et donesmmnservons ici le terme “effectif”.

3Dans un jeu booléen, une issue du jeu correspond & un profilatégies. Mais, dans un cadre plus général, une issue
du jeu peut correspondre a un plan d’actions, ou a I'utilittenue par chaque joueur.
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le pouvoir d’atteindre. On interpréte habituellemen& Eff(C) comme “les joueurs dar@ ont une
stratégie commune leur permettant d’obtenir une issue Xans

Les fonctions d’effectivité peuvent satisfaire quelquesppiétés additionnelles| ([Pauly, 2001]) :

Coalition-monotone : Eff estcoalition-monotonesi pour toutC C C’' C N, Eff(C) C Eff(C).

Régularité : Eff estC-réguliéresi pour toutX, siX € Eff(C), alorsX ¢ Eﬁ(C)H. Eff estréguliéresi
Eff estC-réguliére pour toute coalitio@.

Maximalité : Eff estC-maximalesi pour toutX, si X ¢ Eff(C), alorsX € Eff(C). Eff estmaximale
si Eff estC-maximale pour toute coalitioB.

Supperaditivité : Eff est superadditivesi pour toutC,C' C N et X,Y C S si X € Eff(C) etY €
Eff(C’) alorsXNY € Eff(CUC').

Pauly (2001) a précisé le sens du mot “effectif” dans le cald® jeux stratégiques en définissant
I' a-effectivité : une coalitiorC C N est ditea-effective pour X C Ssi et seulement si les joueurs
de cette coalition ont une stratégie commune leur permedtahtenir une issue dans, quelles que
soient les stratégies des autres joueurs

Définition 5.2. Pour un jeu stratégique G non vide, ufanction d’a-effectivité coalitionnelle est
une fonctiorEff : 2N — 22° définie comme suit : X Eff% (C) si et seulement Sisc Vs_c, (Sc,S_c) €
X.

5.2 Coalitions et fonctions d’effectivité dans les jeux bdéens

Nous voulons a présent définir les fonctions d’effectivibérespondant au cas particulier des jeux
booléens. Une des patrticularités des jeux booléens editétidd des stratégies individuelles comme
étant I'attribution de valeurs de vérité sur un ensemblendate variables propositionnelles. On peut
se demander a quel point cette spécificité est restrictikgrenent, la définition d& comme étant
Mody (vi) entraine quelques contraintes sur le pouvoir des jouewseNut est de donner une ca-
ractérisation exacte des fonctions d’effectivité indslipar les jeux booléens. Puisque dans un jeu
booléen le pouvoir d'un agemtest indépendant de son by, il suffira de considérer les pré-jeux
booléerﬁ pour étudier les fonctions d’effectivité.

A partir d’'un pré-jeu booléer, on obtient une fonction d-effectivité EfE, qui caractérise les
coalitions composées de joueurs indépendants des jouamsartenant pas a cette coalition pour
obtenir une issuX quelconque.

Définition 5.3. Soit G= (N,V, T, T') un pré-jeu booléen. Léonction d’a-effectivité coalitionnelle
induite par G est la fonctiofff% : 2N — 22° définie par : pour tout XC S et tout G N, X € Eff(C)
s'il existe g € & tel que pour tout sc € S ¢, (s¢,S.¢) € X.

On peut remarquer que les fonctionstgiffectivité induites par des pré-jeux booléens peuvemrt ét
exprimées de fagon équivalente par des foncﬁdfﬁ;(; : 2N — 2Lv associant & des coalitions des

4X représents)\ X, etC représentéN \ C.

SRappelons qu’un pré-jeu booléen est un jeu booléen danellegue considére pas les buts des joueurs, soit le 4-uplet
(N,V,m,T) (voir définition[Z2 (pagE-34)).

5pour simplifier les notations, les fonctionsmekffectivité induites par un pré-jeu boolé&mseront notées Eff au lieu
de EffL.
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ensembles de formules logique¢ & Effg(l) si Mody (¢) € Effg(1). Cette définition entraine évi-
demment une indépendance de syntaxe, c’est-a-dipe=sip alors$ € Effg(l) si et seulement si
Ye EﬁG(| )

Cette définition est un cas particulier de la fonctioa-@ffectivité induite par un jeu stratégique
(voir [Pauly,[2001], Chapitre 2), puisqu’un pré-jeu boalésst une forme stratégique spécifique. Par
conséquent, cette fonction satisfait les propriétés atega(cf. [Pauly, 2001], Theoreme 2.27) :

1. VCC N, @ € Effg(C);

2. VCCN, Se Effg(C);

3. pour toutX C S siX ¢ Effg(@) alorsX € Effg(N) ;
4. Effg est superadditive.

Une fonction dt-effectivité qui satisfait ces quatre propriétés est ftiteement jouable. On peut no-
ter que la propriété “fortement jouable” implique les piiéfis de régularité et de coalition-monotonie
([Pauly, 2001], Lemme 2.26).

Pourtant, nous aimerions avoir une caractérisation enqosegprécise de ces fonctionsdéffectivité
correspondant a un pré-jeu booléen. Pour cela, nous devand'abord définir deux propriétés de
plus, en utilisant la notation suivantét(C) dénotera leensembles minimaux deEff(C), c'est-a-
dire queAt(C) = {X € Eff(C)| il n’existe pas def € Eff(C) tel queY C X}.

Atomicité : Eff satisfait I'atomicitési pour toutC C N, At(C) forme une partition d&.

Décomposabilité : Eff satisfait ladécomposabilitési pour toutl,J C N et pour toutX C S X €
Eff(1 UJ) si et seulement s'il existé € Eff(1) etZ € Eff(J) tels queX =Y NZ.

On peut noter que la décomposabilité est une propriété doiitentraine la superadditivite.

Propriété 5.1. Une fonction da-effectivité coalitionnelldff satisfait
1. lajouabilité forte,
2. I'atomicité,
3. la décomposabilité, et
4. Eff(N) =25\ @.
si et seulement s'il existe un pré-jeu booléer-GN,V, T, T') et une fonction injective yS— 2V tels

que pour tout GC N : Effg(C) = {u(X)|X € Eff(C)}.

La preuve de cette propriété est assez longue. Elle repodessiemme$§ 5]l B 3.5
(pagd14P).

Si G est un pré-jeu booléen, 'ensemble des ensembles mininzgapeles atomes)
pour la fonction d’effectivité E# sera noté pahtc.

Commencons par montrer la directiog) de la propriét€5]1.

Lemme 5.1. Pour tout pré-jeu booléen (Effg est fortement jouable, et satisfait
I'atomicité, la décomposabilité &ffg(N) = 25\ &.
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Preuve du lemme Effg est une fonction (spécifique)akeffectivité. Le Theoreme
2.27 dans|[Pauly, 2001] prouve donc qued=dkt fortement jouable (et, a fortiori,
superadditive).

Pour I'atomicité, remarquons tout d’abord gdes Atg(C) si et seulement X est
'ensemble de toutes leg:-interprétations satisfaisagg = A, i, ce qui implique
clairement que tous les ensembles distinct?A@gC) sont disjoints. Remarquons
ensuite quéJe.cs.{S| SO s} = S Donc,Atg(C) forme une partition d&.

Pour la décomposabilité, de gauche a droite : 8@itEffg (1 UJ). Alors il existe une
stratégie commung,; telle que sSW = {s€ §sD g3}, alorsw C X. Considérons
aprésenY = {se€ SsDO s} etZ={se SsD s;}. Nous avon¥ € Effg(l), Z €
Effc(J) et X =Y NZ. De droite a gauche : sott € Effg(l) et Z € Effg(J), alors
grace a la superaddivit¥,NZ € Effg(1 UJ).

Enfin, on peut facilement vérifier que EfiN) = 25\ &.

Lemme 5.2. S'il existe un pré-jeu booléen & (N,V,1.I') et une fonction injective
u: S— 2V telle que pour tout G- N : Effg(C) = {u(X)|X € Eff(C)}, alors Eff est
fortement jouable, et satisfait I'atomicité, la décompaitité et Eff(N) = 25\ &.

Preuve du lemme Comme Efg satisfait ces propriétés, et quesst une bijection
entreSetu(S), ces propriétés sont transférées a Eff.

Prouvons a présent la directior-§ de la propriét€5l1 (page précédente).
Lemme 5.3. Soit G un pré-jeu booléen et in sous-ensemble minimal &4 s(i).
Alors, T = {s|[s> s} pour tout s € S.

Preuve du lemme : X Effg(i) siX contientS; x ... x S_1 X § x S41%x... S, pour
certainsS§" C §. Donc, les sous-ensembles minimaux desEff sont exactement
ceuxdelaform& x... xS 1 x{s} x S11x...S,, c'est-a-dire de la formés|s D

s}

A partir de maintenant, soit Eff une fonction d’effectivitéalitionnelle, étant forte-
ment jouable, et satisfaisant I'atomicité, la décompdiéatét Eff(N) = 25\ @.
Remarquons tout d’'abord que la décomposabilité impligue Effi est entierement
déterminée pafAt(i),i € N}.

Lemme 5.4. Pour chaque € S il existe un uniquéZs,...,Z,) tel que pour tout i,
ZiceAt(i)etzn...NnZ,={s}.

Preuve du lemme Soits€ S Comme EffN) =25\ {@}, on a{s} € Eff(N), et par
décomposabilité, il exist€Ty, ..., Ty) tel que pour tout, Ty € Eff (i) etTaN...N Ty =
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{s}.

Soiti € N. Par définition deAt(i), il existe Z; € At(i) tel quese Z etz C T,.
Supposons qu'il exist&' € At(i) tel quese Z{ etZ{ C Ti. ZNZ # @, puisques
appartient &; et aZ/. Donc, par atomicitéZ; = Z/, et cela vaut pour tout

Le lemme 5} nous permet d’écrire que, pour chasjeéi, Z(s) est le seul sous-
ensemble dat(i) contenans. Pour toute coalition non vidg, nous écrironZc(s) =

Niec 4 (S)
Ensuite, nous construiso® a partir de Eff comme suit :

x Pour chaque, on numéroteAt(i) : soitr; une fonction bijective dét(i) dans
{0,1,..., |At(i)| — 1}. Ensuite, on crég; = [log,|At(i)|] variables proposi-
tionnellesx',...,x". Enfin, on pos& = {X/'[i e N,1< j < pi};

+ Pour chaqué: 15 = {x},...,x"};

* Pour chaque et chaquej < pj, soitg; j le jéme chiffre dans la représentation
binaire dei. On note queg;, = 1 par définition dep;. Six est une variable
propositionnelle, nous utiliserons alors la notation aate : Ox= —xet 1x=x.
On définit ensuite

= A < A Si,j-&k—ﬁﬁ")

je{2,.pi} =0 \1<k<j—1

+ Enfin, pour chaque € S, soity(s) € 2V défini par :xij € u(s) si et seulement si
le jéme chiffre de la représentation binairerde;(s)) est 1.

Pour chaqué € N et chaqueZ € At(i), soitk =r;(Z) ets(Z) la stratégie du joueur
dansG correspondant a la représentation binairé délisant{x},...,x" 1, xt étant le
bit le plus significatif. Par exemple, pi = 3 etr;(Z) = 6 alorss (Z) = (x',x2, ~3).

Ss+ dénote I'ensemble des états associés* aeux-mémes dénotés psg-. L'en-
semble des atomes de Effest notéAts-(i).

Remarque : Pour suivre cette construction, il peut étre utile de vomoment elle
fonctionne sur un exemple. SaN = {1,2,3}, S= {1,2,3,4,5,6,7,8,%,B,C},
At(1) = {1234,5678, 8BC}, At(2) = {1357B,2468°C}, At(3) =
{1256, 3478AB}{.

Par décomposabilité, on aAt(12) = {13,24,57,68,B,AC}, At(13) =
{12,34,56,78,8,AB}, etAt(23) = {159,3B, 26C, 48A}.

|At(1)| = 3, doncp; = 2. |At(2)| = |At(3)| = 2, doncpz = p3 = 1. Alors,V =
(4¢G5}

SoitAt(1) = {Z0,2Z1,2Z,}, c’est-a-direr1(1234) = 0,r1(5678) = 1 etr1(9ABC) = 2.
De mémer,(1357B) = 0,r2(2468AC) = 1,r3(1256€) = 0 etr3(3478AB) = 1.

70n omet les parenthéses pour les sous-ensembl®s 1234 représentél, 2,3,4 et ainsi de suite.
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Etudionss = 6. Nous avonss = 5678N 2468AC N 1256%, et doncsg- = W(S) =
(—x},x2,x3, -x3). Les contraintes soy = (Xt — —x2),ya=y3 = T.

On aura donG* = (N,V, 1 T) défini parN = {1,2,3}, V = {x},%¢,x3,x3}, g =
Ml m=0 = yn=0— ) ety,=y3=T.

Lemme 5.5. Pour toutie N et Z€ At(i) : W(Z) = {se- € &

e 2s(2)}

Preuve du lemme Soiti € N etZ € At(i). Soitsg- € U(Z) ; par définition dgi(Z),
il existe uns € Stel quep(s) = sg+. Considérons la décomposition slen atomes,
cest-a-dire{s} = Z;(s) N...NZ,(s) (cf. Lemme[&H). Par construction e la
projection deu(s) sur {x},...,x”} correspond & la représentation binairerds).
Doncu(s) = se+ étends (2).

Réciproquement, saét- tel quesg: 2 s(Z). Pour toutj < n, soitk; le nombre dont
la représentation binaire dafis},..., X" } est la projection deg: sur{x},...,x"}.
Soit s défini par{s} = Zi(k;) N...NZ,(ky). Par construction d@, nous avons
U(s) = se+. De plus,zi(ki) = Z par atomicité, c’est-a-diree Z. Doncsg: € U(Z).

Preuve : (Propriété5l1, fin)

Nous devons encore prouver que pour ©UE N et toutX C S X € Eff(C) est vrai
si et seulement gi(X) € Effe-(C).

La décomposabilité de Eff et Eff implique qu’il suffit de montrer que pour tout
et toutX C S X € Eff(i) si et seulement gi(X) € Effe-(i). Puisque Eff et Ef-
satisfont la propriété de coalition-monotonie, il suffit m@ntrer que pour tout
Z € At (i) implique () € Effe- (i) etTi € At (i) implique u=1(T) € Eff(i).
SoitZ; € At(i). Puisque (Z) < pi, nous avons; (Z;) =i, et doncs (Z) € Effe:(i).
Le lemmdXRb, montre qu&Z;) = {se*|Se- 2 S(Z)}. Donc,u(Z) € Eff:(i). Ré-
ciproquement, soif; € Atg-(i). Le lemmdSB montre qug = {s|s2 s} pour tout
s €S. Soits = (&1.4,...,&p.X") etq(s) = TP, 2P Kg . Remarquons que
a(s) < pi, cars € § impliques = vi. A présent, considérons=r;(q(s)). Soit
ZiJ: € At(i) tel qu_eri(Zij) — j. Nous avongu(Z}) = {ss D 5} = T;. Maintenant,
Z) c Eff(i), carz! € At(i). Donc,u 1(T;) € Eff(i).

Nous avons a présent prouvé que pBut N et toutX C S X € Eff(C) est vrai

si et seulement gi(X) € Effe-(C). Donc, si Eff est fortement jouable, et satisfait
I'atomicité, la décomposabilité et Effl) = 25\ &, alors il existe un je@(= G*) et
une fonction injectivet: S— 2V telle que pour tou€ C N : Effg(C) = {u(X)|X €
Eff(C)}.

Nous avons donc caractérisé les fonctiors-dffectivité correspondant a un pré-jeu booléen. Nous
voulons a présent définir et caractériser les coalitionsagffis dans un jeu booléen.
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5.3 Coalitions efficaces

Nous considérons a présent les jeux booléens completsustations définir la notion deoalition
efficace Informellement, une coalition est efficace dans un jeu dmolsi et seulement si tous les
joueurs de cette coalition ont ensemble la possibilité tsfaae tous leurs buts.

5.3.1 Définition et caractérisation

Définition 5.4. Soit G= (N,V,1.I',®) un jeu booléen. Une coalition C N estefficacesi et seule-
ment s'il existe g € S tel que pour tout sc, (¢, S-c) = Aicc §i- On dénote paEC(G) I'ensemble
de toutes les coalitions efficaces d'un jeu G. On considéeelgcoalition video est efficace, car
do = Aicy i = T est toujours satisfait.

Une coalition CC N estefficace minimales’il n’existe pas de coalition B C efficace.

On peut penser que dire que la coalition vide est efficaceasgpand sens. Quoi qu’il en soit, il serait
possible de changer la définition d'une coalition efficaceeriuanta sans gu’il soit nécessaire de
changer les autres notions et résultats.

Exemple 5.1.Soit G= (N,V,T',;, ®), avec V= {a,b,c}, N={1,2,3}, i = T pour tout i,y = {a},
™ = {b}, ™3 = {c}, §p1 = (—aAb), ¢p2 = (-aVv —c) etz = (-bA —cC).

Remarquons tout d’abord quie; A ¢3 est inconsistant. Aucune coalition contenddt 3} ne peut
donc étre efficace{1} n’est pas efficace cah; ne peut pas étre satisfaite en fixant uniquement la
valeur de a. Similairemen{2} et {3} ne sont pas efficaces non pl§4, 2} est efficace : les joueuts
et2 ont une stratégie commune leur permettant de satisfaines lewts : §; 5, =ab= ¢1 A ¢2. {2,3}

est efficace carg 3 = bt = ¢2A ¢3. On adonEC(G) = {2,{1,2},{2,3}}.

On peut déja voir a partir de cet exemple simple que EC n'estééni par le bas, ni par le haut” :
en effet, siC est efficace, un sous-ensemble ou sur-ensemb& it ne pas étre efficace. On peut
également voir que EC n’est fermé ni par intersection, niyveon : {1,2} et {2,3} sont efficaces,
mais ni{1,2} N{2,3}, ni {1,2} U{2,3} ne le sont.

Exemple 5.2(Echange de rein, d’aprés [Abrahasnall, 2007]) Soit n couples d'individus, chacun
d’entre eux étant constitué d’'un receveur & attente d’'un nouveau rein, et d’un donneyy dui est
prét a donner un de ses reins pour sauverGmme le rein du donneur;D’'est pas nécessairement
compatible avec celui de;Ruine stratégie pour sauver le plus de gens possible corssizpasidérer

le graphe({1,...,n},E) qui contient un nceudd 1,...,n pour chaque coupléD;,R;), et un arc(i, j)

si le rein de [ est compatible avec celui dg.RJne solution de ce probleme consiste a identifier dans
le graphe des cycles disjoints ;j Accepte de donner son rein si et seulement; grRecoit un. Une
solution optimale (qui sauve le plus de gens possible) dea@déme serait d’obtenir une couver-
ture optimale du graphe par des cycles disjoints. Ce probl@eut &tre vu comme le jeu booléen G
suivant :

x* N={1,...,n};
* V ={gjli,j € {1,...,n}}; si g est mis a vrai, alors Pdonne un de ses reins §.R
* TE={gj;1<j<n};
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* pour tout i,y = {Aj = (9ij AGik) A (Vigij) — (VkGki) }- La premiére condition exprime le fait
gu’un donneur peut donner au plus un rein, tandis que la sge@xprime le fait qu’un donneur
accepte de ne donner un rein que s'’il en recoit un.

* pour tout i, i = Vi) 9ji exprime le fait que le but de i est de recevoir un rein comeatib
avec R

La seconde condition exprimée dans les contraintes de chdes joueurs est inutile. En effet, le
calcul des coalitions efficace permet de s’assurer que ahagembre d’une telle coalition satisfera
son but, et donc recevra un rein compatible. Il est donc pissle simplifier la description de cette
situation par le jeu booléen G suivant :

x* N={1,...,n};

V ={gijli,j € {1,...,n}}; si gj est mis a vrai, alors pdonne un de ses reins §.R
m={gj;1<j<n};

pour tout i,y = A —~(9ij Adik) exprime le fait qu’'un donneur peut donner au plus un rein.
pour tout i,¢i = V ;e 9ji exprime le fait que le but de i est de recevoir un rein compeatib
avec R

*

*

*

*

Par exemple, soit =5 et E= {(1,1),(1,2),(2,3),(2,4), (2,5),(3,1),(4,2),(5,4)}. Alors, on a :
G=(N,V,I',,®), avec
x* N=1{1,2,3,4,3
V={gj|1<i,j<5};
Vi, Vi = Ajc— (i A Gik)
Ty = {011,012,013, 014,915}, €t de méme poum, etc.
b1 =011V ds1; 92 =012V Oa2; $3 = 023; P4 =G24V G54, P5 = Gos.
Le graphe correspondant est le suivant :

*

*

*

*

:)e

On voit clairement que les coalitions efficaces correspah@eix solutions de ce probléme. Dans
notre exemple, les coalitions efficaces sont{ 1}, {2,4}, {1,2,4}, {1,2,3}, {2,4,5 et{1,2,4,5.

Une caractérisation possible des coalitions efficaces a@afsu booléen est la suivante :

Propriété 5.2. Soit N= {1,...,n} un ensemble d’agents, §C € 22" un ensemble de coalitions. Il
existe un jeu booléen G sur N tel que I'ensemble des coditdiicaces de G estC (i.e. EC(G) =
SC) si et seulement i satisfait ces deux propriétés :

(1) g e Sc.
(2) pourtoutlJe sCtelqueind= g alorsIUJ e SC.
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Ainsi un ensemble de coalitions correspond a I'ensemblecdaltions efficaces d’un jeu booléen
si et seulement si (a) il contient 'ensemble vide et (b) tl fesmé par I'union pour les coalitions
disjointes.

La preuve de cette propriété est également longue. Elleseepor les lemmds™5.6
alb.9 (page suivante).

Lemme 5.6. Soit | et J deux coalitions d’'un jeu booléen G. Si | et J sontatis et
que INJ = @, alors IUJ est efficace.

Preuve du lemme :Sil est efficace, alors nous savons gisg € S tel ques =
Aiei ¢i- Il en est de-méme pou: 3s; € § tel ques; = Ajey ;. De plus, comme
INJ = @, nous avonss;,s;) = Aiciug ¢i, doncl UJ est une coalition efficace.

Le lemmeX5.b prouve la direction) de la Propriét€5l2. La directior<) de cette
preuve est plus complexe, et nécessite de construire legelédnG suivant pour
chaque ensemble de coalitiofig’ satisfaisant (1) et (2) :
x V = {connecti, j)
* Vi, i =T,
x T, = {connecfi, j)|j € N} (toutes les connexions a partir du jouéur
* 0i = Viescje i, 0U

F= (/\ connec(j,k)) /\( A ﬂconnec(j,k)>

j.kel jel kgl

i, € N} (toutes les connexions possibles entre joueurs) ;

(le joueuri veut que tous les joueurs de sa coalition soient intercaéagcet
gu’il n’y ait pas de connexion “sortant” de cette coalition)

Nous voulons montrer que I'ensemble E€ SC (ECg étant 'ensemble des coali-
tions efficaces pouB).

Commencons par montrer qu& C ECs. Soitl € SC. Si chaque agerite | joue
(Ajerconnecti, j)) A (Axa —connecti,k)), alors¢; est satisfait pour touite . |
est alors une coalition efficace paBret.SC est inclus dans E@G).

Afin de prouver que EEC S, établissons les lemmes suivants :
Lemme 5.7. Pour toute collectionsC = {Ci,i = 1,...,q} C 2%, Ai<i<qFc est sa-
tisfiable si et seulement si pour toyf ie {1,...,q}, soitG = Cj, soitGNCj = @.

Preuve du lemme :

(@ SiCy = ... =Cq=C alors A\i<j<qFc = Fc. CommeFc est satisfait par
toute interprétation assignant chaquennecti, j) tel quei,j € C a vrai, et
chaqueconnecti, j) tel quei € C et j ¢ C a faux (I'instanciation des variables
connecti, j) tel quei, j ¢ C est indifférente) ¢ est consistant.

(b) Supposons a présent que pour oyt {1,...,q}, soitC; = Cj, soitCG;NC;j =
.
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Alors, A1<j<qFc est équivalent a

(A1<i<qAj ke connect j,k)) A
(A1<i<qAjeg kec, ~connect j,k))

et Ai<i<qFc est satisfait par toute interprétation assignant chaque
connect j,k) tel que j,k appartiennent au méme€; a vrai, et chaque
connect j,k) tel quej € C; pour chaque etk ¢ C; a faux.A\;<jq Fg, est donc
satisfiable.

(c) Supposons que pout toutj € {1,...,q}, nous avon<iNCj # @ et C #
Cj. Soitk € G NC; et (sans perte de généralitey C; \ C;. Alors, Fg, =
connectk, ) et Fc, = —~connectk,l), doncFg A Fc, n'est pas satisfiable, et
a fortiori, A1<j<qFc non plus.

On définit a présent laouverture d’une coalition | par un sous-ensemble disjoint
de SC comme un tupl€ = (Ci|i € 1) de coalitions tel que : (i) pour chaques I,

Ck € SC; (i) pour toutC;,Cy € C, soitC;j = Cy, soitC; NCy = & (iii) pour chaque
iel,ieC.SoitCoUSC,I) 'ensemble de toutes les couverturesl dgar un sous-
ensemble disjoint dg C.

Par exemple, s§C = {2,1,24,123,124 alorsCov S, 12) = {(1,24, (123,123,
(124, 124}@, CouSC,123) = {(123,123,128}, CoSC,124) = {(1,1,24,
(1,24,29, (124,124,124} etCouSC,234) = CovS(C,1234 = @.

Lemme 5.8. Pour tout | = @, @, est équivalent é'/CGCOV(.SC,I) Niel Fo.-

Preuve du lemme :
D = Aig ¢
Niet Viesciel F)

V<q,ie|> tel queciesc (Nier Fo)
etiec pour toutiel

Le lemmeRl montre qui, Fo est satisfiable si et seulement si pour tioyite |,
soitCi = Cj, s0itGNCj = @. DoNC, P = Vecooy 5o Niel For:

Par exemple, sFC = {1,24,123,124 alors®1, = (F1 AFos) V Fi23V Fiog; @103 =
Fi23; @124 = (FLAFoa) V Fioa; $Poza= L.

Lemme 5.9. Soit | C 2" et sachant qu&l,J € SC, INJ =2 = 1UJ € SC, D, est
satisfiable si et seulement s’il existee X C tel que 1C J.

Preuve du lemme Le casl = @ est simple @ = T est satisfiable, et € SC par
hypothese, donc il existee SC (J = @) tel quel C J.

8l y a 2 joueurs dans = {1,2}, donc chaqué dansCov(S(C,12) contient 2 coalitions, une pour chaque joueur,
satisfaisant les conditions (i), (ii) et (iii).
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Supposons a présent gue &.

= Supposons qu®, est satisfiable. Le lemnie’.8 montre quésiest équivalent
aVéeCoV(.SC,I) Aiei Fe,, alors il existe ur€ dansCow(SC, 1) tel que/ Fc, est
satisfiable, et don€ov(SC,1) n'est pas videC € Cou(SC, 1) implique que :
(i) Pourtoutiel,C € SC;
(i) pour touti, j €1, soitC; = Cj, soitGiNC; = .
(i) 1 CUial G
A partir de (i), (ii) et sachant quel,J € SC, INJ=2=1UJ e SC, on

prouve que Ji, G € SC. (iii) permet alors de montrer qu'il existe uhe SC
(= Uig G) tel quel CJ.

< Supposons maintenant qu'il existe une SC tel quel C J. Alors @, =
®d, et d; est consistant (en considérant linterprétation assigcaaque
connecti, j) tel quei, j € J a vrai).

Preuve : (Propriété5]2, fin)
Il reste a prouver que ECC SC. Soitl une coalition efficace telle queZ SC (ce
qui impliquel # @, a cause de I'hypothese € S().

«x Sil = N alors il n’existe pas dd € SC tel quel C J (carl ¢ SC), et alors
le lemme[5.D impliqgue qué, n'est pas satisfiabld. ne peut donc pas étre
efficace poulG.

* Supposons a présent qug N et définissons l&-strategie suivantg (I =N\

) : pour chaqueé € [, 5 = {—connecti, j)|j €1} (peu importe I'instanciation
des variablesonnecti, j) telles quej ¢ 1). SoitC = (Ci,i € 1) € CoUSC,1).

Nous affirmons tout d’abord qu'il existe uhe | tel queC;- n’est pas contenue
dansl. En effet, supposons que pour towt I, C; C |. Puisqud € C; est vrai
pour touti, nous avong Ji.; Ci = |. A présentC; € SC pour touti, et toutes
lesC;,C; distinctes sont disjointes deux a deux. La propriété anhene C,
ce qui est faux par hypothése.

Soitk € Ci- \ | (un telk existe carCi- n’est pas inclus dank). Il faut que
connectk,i*) soit vrai pour satisfairéc cari etk sont dan<C;. On a donc

& = —Fg, et afortiorisy = —F¢,, ce qui entraing; = = A Fo.

Ceci étant vrai pour toutC € CoVSC,lI), nous avons s k=
/\CGCO\/(.SC,I)_'/\iel Fc, Cest-a-dire st = _'VCGCOV(SC,I)/\iGl Fc. Avec le
lemme[5B, ceci entraing = —®,. Donc| ne contrdle pasb; et ne peut
pas étre efficace po@.

La notion de coalition efficace que nous introduisons est Bmm que celle de coalition
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fructueuse (successful coalition) dans un jeu coalitibnealitatif (QCCE, notion introduite
dans [[Wooldridge et Dunhe, 2004]). En effet, une coalitinrcfueuse dans un QCG est une coali-
tion ayant une stratégie (ou une possibilité) de satistains les membres de cette coalition.

Il est naturel d'utiliser ici la notion de stratégie gagrea(gimilaire celle de coalition efficace, a la dif-
férence prés gu’elle s’intéresse a des singletons de js\genir définitio2Z.b (page_B7))), et d’étudier
les propriétés de ces stratégies gagnantes pour un jouguaruowne coalition de joueurs. Pour cela,
nous utiliserons la notion d’impliquant premier (voir détion 2 (pagdB)).

Propriété 5.3. Soit G= (N,V,1,T,®) un jeu booléen.
1. Vi € N, iaune stratégie gagnante si et seulementosi Pl (¢;) tel quea =y,
2. Une coalition de joueurs € N est efficace si et seulement=&i € Pl _ (Aig ¢i) tel que

o = Aia Vi

Intuitivement, si le but qu’un joueur (resp. un ensemblecdejirs noté) cherche a satisfaire contient
un terme (donc une conjonction de littéraaxdiont tous les littéraux sont contrdlés par le joueur, alors
le joueur (respl) a une stratégie gagnante. En effet, ce teonput étre satisfait, donc le but qui le
contient est aussi satisfait, et le joueur (resp. I'enserdbk joueurs$) gagne.

Preuve :
1. Pour un joueur.

< D’apres la définition[12 (pagél 8), sta € Pl (i), alors a |=¢; et
Lit (a) C 1.
Comme a = v, i possede une stratégies €S telle que
Vs € S, (S_i,S) = ;.
= D’apres la définitio 215 (pade37)possede une stratégie gagnante si et
seulement si :
Js €S,¥si€Si(si,8) F ¢i

Le joueuri peut donc satisfaire son but quels que soient les choix de ses
adversaires. |l existe dorce § tel que :a = ¢; etLit (a) C 15. a estun
Ti-impliquant deg¢;. Soit a est untg-impliquant premier dep;, et donc
a =y (cara € §); soit il existea’ Tg-impliquant premier de; tel que
aEodetd Eaky.
2. Pour une coalition de joueurs, la preuve est identiqueestplacantr; par
Uier T8, Vi par Aic; Vi etéi par Aic; ¢i.

Une coalition de joueurs aura donc une stratégie gagnahte(a donc efficace) si et seulement
si il existe un impliquant premier de la conjonction de toes buts des membres de la coalition, cet
impliquant premier étant composé uniguement de varialoles@eées par les membres de la coalition.

Etudions ce probléme sur un exemple simple.

Exemple 5.3. Soit G= (N,V,1,T,®) un jeu booléen. On donne

9Nous introduirons plus longuement les QCGs dans la secifod Hag@1d1).
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« V ={ab,c},N={1,2,3,

*yi=-a,Y2=Y3=T,

x T = {a}, = {b}, 3 = {c},

x ¢1=(a< (bAcC)),

x ¢ = (—aV—c) et

x 3= (aA —|b)
On constate tout d’abord qu’aucun joueur isolé n'a de stgiégagnante.
On remargue ensuite que les trois joueurs ne peuvent pasegsoms ensemble. En effé, A ¢3 est
incohérent. Donc il ne peut pas exister de coalition efite 3, et les seules coalitions possibles sont
{1,2} et{2,3}. Etudions-les.

x {1,2}

(91A¢2) = (man—b)V (-aA—c)

Il existe un impliquant premiet—aA —b), qui ne contient que des variables controlées par
et 2. et qui satisfait les contraintes des deux joue(rsaA —b) = y1 A y2). Cette coalition a
donc une stratégie gagnante. Comme c’est la plus petitétiomatontenantl et 2, c’est une
coalition efficace minimale.
x {2,3}
(92A¢3) = (aA-bA—cC)

Cette coalition n'a pas de stratégie gagnante car la varab| qui n’est contrdlée par aucun
joueur de cette coalition, appartient au seul impliquargmier. Ce n’est donc pas une coalition
efficace pour le jeu G.

Remarquons que de fagon (presque) équivalente, la reehdhahe stratégie gagnante correspond a
une résolution d€BF, 5 [Stockmeyer, 1977]. En effet, comme on I'a vu dans la pra@BEe3 (page
précédente), la recherche d’'une stratégie gagnante pones la recherche d’un impliquant premier.
Or, cette recherche est du typAvB¢ (A, B) : pour un buth donné, qui peut étre le but d’'un joueur ou
d’une coalitionl, on cherches'il existeun impliquanto de$ ne contenant que des variables contrblées
pari. Sia existe, on veut qupour toutautre impliquantg soit le “plus petit”.

Par ailleurs, I'existence d’'une stratégie gagnante estingtance du probléme dmntrolabilité en
logique propositionnelle [Boutilier, 1994 ; | ang et Marsjid 998b] (voir aussiq] pour une extension
de la contr6labilité a un cadre multi-agents).

5.3.2 Coalition efficace et noyau

Nous allons a présent faire le lien entre la notion de coaligfficace et celle, bien connue, de noyau
(ou ceceur) dans un jeu coalitionnel. Dans des jeux coaliélsnavec des préférences ordinales, le
noyau est habituellement défini comme suit (voir par exelfifplenanin/ 1967; Owen, 1982; Myerson,
1991]) : un profil de stratégiesest dans lanoyaud’un jeu coalitionnel si et seulement s'il n'existe
pas de coalitioi telle que tous les membres de cette coalition ont une sieatégrmunesc qui leur
permet a tous d’'obtenir une meilleure utilité qu'awec

Ici, nous considérerons également une notion de noyau pftes due cette derniére : un profil de
stratégiess est dans leoyau fortd'un jeu coalitionnel si et seulement s'il n'existe pas dalitimn
C telle que tous les membres de cette coalition ont une steatégnmunesc qui leur permet a tous
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d’obtenir une utilité au moins aussi bonne que celle obtavees, et une meilleure utilité pour au
moins un des membres @e

Définition 5.5. Soit G un jeu booléen.

Lenoyau (faible) de G, dénoté par NoydG), est I'ensemble des profils de stratégies sy, ...,5))
tels qu'il n’existe pas de € N et pas dege X tels que pour tout& C ettoutsc €S ¢, (¢, S-c) =i
S.

Le noyau fort de G, dénoté par FNoyd@), est 'ensemble des profils de stratégies ésy,...,s)
tels qu'il n’existe pas de € N et pas dege S tels que pour tout& C ettoutsc € S ¢, (s¢,S-¢) =i
s, et qu'il existe un & C tel que pour tout sc € S ¢, (s¢,S-¢) =i S-

Ce concept de noyau faible est équivalent a la notiéquilibre de Nash fortintroduit par [Aumann,
19591 : dans un équilibre de Nash fort, les coalitions se formemt @ mettre en corrélation les
stratégies de leurs membres. Cette notion implique, auswmiplicitement, I'hypothése que la coopé-
ration impose nécessairement que les joueurs soient espddkigner des “accords d’engagement” :
les joueurs doivent suivre les stratégies sur lesquelieseilsont engagés, méme si certains d’entre
eux tireraient profit & dévier de cette stratégie. Si lesyouie’'une coalitiorC s’entendent sur une
stratégiesc, au moins un de ces joueurs est satisfait par cette stratépgeC tel ques = ¢;.

Dans le cadre des jeux booléens, la relation entre le nogidlg et 'ensemble de coalitions efficaces
est donné par le simple résultat suivant.

Propriété 5.4. Soit G= (N,V,I', . ®) un jeu booléen. s Noyay G) si et seulement si s satisfait au
moins un membre de chaque coalition efficace, c’est-a-poar tout Ce EC(G), sk= Vicc -

Preuve : s= (s1,...,%) € NoyauG) si et seulement si

ACCNtelquedsc € &, VieC, Vs.c €S, (sc,Sc) =i S
ACCNtelquedsc € &, VieC, Vs_c € S, ((sc,s-c) = ¢i) A (s= i)
AC C Ntelquedsc € &, Vi €C,(sc = ¢i) A (S| —di)

AC C Ntelqueds € &, (SC = /\iqu)i) A (S’: Niec _‘¢i)

AC C N tel que(s ': /\ieC _‘¢i) N (EISC €&, ’: /\ieC¢i)

VC CN, (S': Viqu)i) \% (VSC SS =) ’: \/ieC_‘q)i)

VCCN, sidsc € &:5c = Aiec 9i alorss = Vicc i

toeoTO

dsc € &' ¢ = Aiec§i signifie que la coalitiorC est efficace. On a done=
(s1,...,51) € Noyay G) si et seulement 8iC C N, siC € EC(G) alorss = Vicc §i-

En particulier, quand aucune coalition d’'un jeu boolézm’est efficace, alors tous les profils de
stratégies sont daméoyauG). Cette propriété entraine le résultat suivant :

Propriété 5.5. Décider si un profil de stratégies s est dans le noyau faiblm geu booléen G est
I15-complet.

101| est facile de montrer cette équivalence : c’est juste éréariture de la définition donnée dahs [Aunmiann, 1959].
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Preuve : L'appartenance mg est immédiate : le probléme de décider si un profil
de stratégiesn’est pas dans le noyau faible Geest danﬁg. En effet, nous devons
tout d’abord trouver une coalitioB C N, et ensuite deviner une stratégiec S
pour cette coalition telle quéi € C, (s-,s_c) >i S. Nous avons donc a vérifier que
(s.5-c) = ¢i ets= —¢;, ce qui est dans P.

Pour montrer la difficulté, nous allons montrer que le prot@ecomplémentaire
estzg-complet. Cette difficulté est obtenue a partir d'une réidactu probleme
consistant a décider de la validité d’'une instanc€Be 5. SoitQ = 3A,VB, P, ou
AetB sont deux ensembles disjoints de variables? et une formule dea g. On
définit un jeu booléen & deux joueurs gar= X, ¢ = ® Ay, oux ety sont deux
nouvelles variablesx(y ¢ AUB), Ty = BU{x} etth = AU{y}. Ce jeu peut étre
évidemment construit en temps polynomial étant doQné

SoitMa uneA-interprétation quelconqué)g uneB-interprétation quelconque; =
(x,Mp), ets; = (V,Ma). s= (51,%).

* Supposons qu@ est valide. Il existe donc uMa tel queMa = P, ets = —bo.

Il existe doncC = {2} C N telle quePl, (¢2) # @ (donc{2} est une coalition
efficace d’apres la propriéfe 5.3 (pdgell48)), et pourtdiet teie s = —do.
D’apres la propriéte 5l 4 (page précédensej,Noyay G).

x Réciproquement, P n'est pas valide, pour tolMl,, il existe unMg tel que
MaMg = —®. Dans ce cas, 2 n'est pas efficace (puisque 2 ne controle pas
toutes les variables permettant d’obtedircf. propriétd 5.8 (padeIU8)). L'en-
semble des coalitions efficaces de ce jeu est doncE€E {<,{1},{1,2}},
et VC € EC(G), il existe i € C tel ques = ¢; (puisques = ¢;). Donc
se NoyayG).

On a donc biers ¢ Noyau G) si et seulement €D est valide, et dons € Noyay G)
si et seulement $p n'est pas valide, ou de fagcon équivalente-sQi= VA, 3B, ~P
est valide.

On prouve également que le noyau faible d’'un jeu booléen negaes étre vide.
Propriété 5.6. Pour tout jeu booléen G, Noyé@) # .

Preuve : On construit 'ensemble de coalitior’s comme suit. Tout d’abord, on
initialise E a @. Ensuite, tant gu'il existe une coalitidd dans ECG) telle que
CNC' = @ est vrai pour touC’ € E, on ajoute cette coalitio€ dansk (E :=
EU{C}). Une fois cet algorithme achei,est un ensemble de coalitions efficaces
{C,i € |} toutes disjointes entre elles. Grace a la Propriété 2, ongsgaiic|C; est
efficace.

Il existe doncse € & tel quess = Aicg $i, etE contient au moins un élément de
chaque coalition efficace (si ce n’était pas le cas, il ragtane coalition efficac€
telle que l'intersection d€ et de tous le€; serait vide, et dans ce cas I'algorithme
aurait continué de tourner, et incorp@éansk).

Soitsun profil de stratégies étendasgt s satisfait au moins un membre de chaque
coalition efficace, et donc grace a la Propriefé BldyayG) # @.
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Le noyau fort d’'un jeu booléen est plus difficile a carac&risn termes de coalitions efficaces. Nous
avons seulement I'implication suivante :

Propriété 5.7. Soit G= (N,V,I',7,®) un jeu booléen, et s un profil de stratégies. SiENoyau G),
alors pour tout Ce EC(G) et toutie C, s ¢;.

Preuve : Nous allons prouver que s'il exis&@e EC(G) et s'il existei € C tel que
sk= —¢;, alorsse FNoyayG).

3C € EC(G),di € C tel ques = —¢;
& ICCN,3Ic€ &, JieCtelque(sc = Ajecdj) A (SFE i)
= JCCN,3x€S,Vs.ceS,dieCtelque

(((sc.s-c) E i) A(sk=—=0i)) A (sc = Ajec d))
= dCCN,dsc € &,Vs c €S, di eCtelque

(((sc,s-c) =i S A (VieC(s,sc) =i )

On sait donc que $IC € EC(G) etdi € C tels ques = —¢;, alorss¢ FNoyauG).

Donc, une stratégie présente dans le noyau fort d'urGesatisfait les buts de tous les membres de
toutes les coalitions efficaces. L'exemple suivant montie lg réciproque est fausse.

Exemple 5.4. Soit G= (N,V,I',1,®) un jeu booléen avec

V ={ab,c,d,e f}, N={1,2,3,4,5,6,

yi = T pour tout i,

m = {a}, Tp = {b}, 3 = {c}, Ty = {d}, 76 = {e}, 6 = {f},
¢1=bvd,p=avec,d3=-bvd, b4 =¢€,05=-an-bA-Ccetdg=—-an—-CA-d.

* X X% ¥

Ce jeu a deux coalitions efficace$1, 2} et{2,3}.

Soit s= abcdef. Nous avons 5= ¢1 A d2 A dz A —=ds A =ds A =ds. Donc, VC € EC(G), Vi € C,
S': 0.

Pourtant, s¢ FNoyauG) : 3C' = {1,2,3,4,3 C N tel quedsc = abcdel= 1 A G2 Ad3 A s A
—¢s. Donc, Vs ¢, (Sc,S-c) =18, (Sc,S¢) =28, (S¢,S¢) =38, (S,S-¢) =5 S, et(s,Sc) ~4S.
s¢ FNoyayG).

Remarquons que le noyau fort d’'un jeu booléen peut étre vildams I'exempléBl1, 'ensemble des
coalitions efficaces edtzs,{1,2},{2,3}}. Il n’y a donc pas des € Stel que pour tou€ € EC(G),
pour touti € C, s|= ¢, et doncFNoyayG) = @. Pourtant, nous pouvons montrer que la condition
sous laquelle le noyau fort d'un jeu booléen est non videagstélente a la suivante sur les coalitions
efficaces.

Propriété 5.8. Soit G= (N,V,T',,®) un jeu booléen.

FNoyayG) # @ si et seulement $iJ{C C N|C € EC(G)} € EC(G), c'est-a-dire si et seulement si
I'union de toutes les coalitions efficaces est efficace.
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Preuve : SOitMEC(G) = Uccn{C € EC(G) }, MEC signifiantCoalitions Efficaces

Maximales

< FNoyauG) # @. Soits e FNoyayG). A partir de la Propriét€ 5.7, nous sa-
vons quevC € EC(G), Vi € C, s = ¢;. DoncVi € MEC(G), s = ¢;. Donc
MEC(G) € EC(G).

= MEC(G) € EC(G). Soit syec(c) € Svec(e) t€l queVs_yecc), Svece) F
®yec(e)- On cherchestel ques € FNoyayG).
Soits_yiec(e) € S_mec(c) tel queMAX = {i|s= (svec(a),S-mec(e)) F $i}
soit maximal pourC. s_yec(g) existe, dans le pire des cag= Pyecg)-
CommeMAX est maximal, on ne peut pas trouver@i N tel queds: € &
tel queVs c € S ¢, Vi €C, (sc,S.¢c) =i s etdi €C, (sx,S_¢c) =i S Sion sup-
pose queC existe, alors?i € N tel ques = ¢, on asc = ¢;, etJi € N tel que
st~ ¢; etsc = ¢i. Dans ce casAX n’est pas maximal pout.

Nous pouvons a présent identifier la complexité de quelquasémes clés concernant les coalitions
efficaces.

Propriété 5.9. Décider s'il existe une coalition efficace non vide dans wrijeoléen est un probleme
rb-complet, et est)-difficile méme si = 2.

Preuve : L'appartenance EE’ est immédiate. Pour montrer que décider s'il existe
une coalition efficace non vide dans un jeu booléen est unidree)-difficile
(méme avec 2 agents), considérons la réduction polynomipdetir deQBF; 5 Sui-
vante : a chaque instande= Ja;...a,Vb;...byd de QBF 3, considérons le jeu
booléenG, = (N,V,,I',d), avec

x N={1,2},yi=y2=T,

* V ={ay...ap,by...bg,x},

* Ty = {ay,...,ap,X}, To = {by,...,bq},

* p1=0¢etda=-0AX
Ni {2}, ni {1,2} ne peuvent étre efficaces. La seule coalition efficace noa vid
possible est dong1}. Or, {1} est efficace si et seulementlIsest une instance
valide deQBF; 5.

Propriété 5.10.

x décider si un agent i appartient a au moins une coalition afficpour G est un problén@p—
complet, et esEb-difficile méme si = 2.

x décider si un agent i appartient a toute coalition efficacen mide pour G est un probléeme
I15-complet, et est1-difficile méme si A= 2.

Preuve : Pour les deux problémes, I'appartenance est facile a abteni
Pour montrer que décider si un agéemappartient a au moins une coalition efficace
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pour G est un problémélg-difficile (méme avec deux joueurs) considérons la ré-
duction polynomiale d@BF, 5 suivante : a chaque instance- 3a; ... a,Vby ... by
deQBF;, 5, considérons le jeu boolé&h = (N,V, 1, T', D), avec

* N :{1,2},y1:y2:T,

* V = {al,... ,ap,bl,...,bq},

* Th = {al,...,ap}, O = {bl,...,bq},

* ¢1= ¢ etd2 = 9.
{1} est efficace si et seulement s'il existe une stratégtelle ques; = ¢, c’est-a-
dire si et seulement siest valide {1, 2} ne peut pas étre efficace darAdo = T.
Donc, 1 appartient & une coalition efficace si et seulemefit}sest efficace, c’est-
a-dire si et seulement kiest valide.

Pour montrer que décider si un agerdppartient a toute coalition efficace non
vide pour G est un problémel‘[g—difficile, méme s'il n'y a que deux agents,
considérons la réduction polynomiale gery suivante : & chaque instante=
Vay...apdb;...bgd de QBFRy, considérons le jeu boolée@ = (N,V, I, D),
avec

* N={1,2},yi=y=T,

* V= {a]_...ap,b]_...bq,X},

* Th = {8.1, e ,ap,x}, T = {b]_, e ,bq},

* Q1 =0 ethr =P AX
Ni {2} ni {1,2} ne peuvent étre efficaces. Puisque 2 ne peut appartenir aeaucu
coalition efficace, 2 appartient a toute coalition efficacae mide si et seulement
si aucune coalition n’est efficace. Donc, 2 appartient aetcoglition efficace non
vide si et seulement i1} n'est pas efficace, c’est-a-dire 3, ...a,Vbs ... bg—¢
n'est pas valide, ou, de fagon équivalenteyai. .. ap3b; ... by¢ est valide.

5.3.3 Lien avec les graphes de dépendance

Les graphes de dépendance entre les joueurs, introduisle@l@hapitrd12, définition 2.9 (pagel38),
nous permettent de trouver quelques propriétés supplémsnt

Nous savons déja que si deux coalitions disjoittes] sont efficaces, alors leur union sera efficace.
La réciproque est fausse dans le cas général : il peut y agai ensemblek et J disjoints tels que
| UJ est efficace, mais nini J ne I'est. Pourtant, cette réciproque est vraie dans ce casyber :

Propriété 5.11. Soit G= (N,V,I',1,®) un jeu booléen, et | et J deux coalitions teIIes@Je

INJ =g,

| UJ est efficace,

R(I)NJ =g, et

R(I)NI =2.

| et J sont alors toutes deux efficaces.

L R

HR(1) = Uie R(i), avecR la relation de dépendance shidonnée par la définitidid.9 (pagd 38).
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Preuve : Nous savons quéU J est efficace. Dong, il existg; € Su; tel que

sua E (Aiciua 9i)-

Commel NJ = &, nous pouvons ecrire que :

35 €S, IweS: (s.9)E(A o)

ielud
< I5€S,35€S: (s,9) /\¢|/\/\¢J
i€l jed

& Is5eS.3neS: (5.9)F(AM)A((s.5) E(Ad))

iel jed

On sait également qué € |,j € J, | € RR (resp.i € RP)). Donc,Vi € 1,j € J,
WeVar(Pl(¢i)), v¢ 1 (resp.vw e Var(Pl(¢;)), w ¢ T5). On sait donc qu’aucun
joueur del ne contrdle de variable apparaissant dans le but d’un jaleslufet vice
versa).

Comme nous avondls € S, ((s,s5) = (Aic ¢i)) etViel,jed We
Var(PI(¢i)), v¢ 1, nous avons § = (Aig ¢i) (resp.sy = (Ajes dj)-

| etJ sont donc tous deux efficaces.

Propriété 5.12. Soit G= (N,V,T,,®) un jeu booléen. Si B N est un ensemble stable pour R,
alors B est une coalition efficace de G{BEC(G)) si et seulement gig = Az §i est consistant.

Preuve : Soit B un ensemble stable poR Nous avons alors :

VieB,VjtelquejeR(i),j€B

Vie BBRRCB

Vi € B,3ss € S tel quesc = ¢

dsg € S tel quess = Aicg §i Si et seulement si\;cg §i = L

t i

La réciproque n’'est pas nécessairement vraie, comme ongpeait sur I'exemple suivant ;
Exemple 5.5. Soit G= (N,V,T,,®) un jeu booléen défini par :

x V ={ab,c},

x* N=1{1,2,3,

+ T = {a}, /e = {b}, 3 = {c},

x 1= (avc)A-b,pp =an—-betps=arbAc.

Le graphe de dépendandede G est le suivant :
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—

Nous avons : RV= {a,b,c}, R\ = {a,b}, R4 = {a,b,c}, RR = {1,2,3}, RBR = {1,2}, R =
{1,2,3.

La coalition {1, 2} est efficace, mais n’est pas stable pour R{R2}) = {1,2,3} Z {1,2}.

Pourtant, cette réciproque peut étre vraie sous la condigetrictive disant que la satisfaction des
buts des joueurs dépend uniquement des actions d'un seuirjatiest-a-dire SRR est un singleton
pour touti € B.

Propriété 5.13. Soit G= (N,V,I,1;,®) un jeu booléen. Si B N est une coalition efficace de G
(B C EC(G)) telle quevi € B, |RR| = 1, alors B est stable pour R.

Dans ce cas, une coalition B telle qdg = Aicg i = L est efficace si et seulement si B est stable
pour R.

Preuve : Best une coalition efficace, dong g ¢; est consistant, eisg € S tel
quess = Aicg 9i-

On sait que&vi € B, |RR| = 1. Donc,3j € Ntel queRR = {j}, i.e.VveVar(PI(¢i)),
v € ;. Comme nous avonss = ¢;, avecsg € Sg, nous savons quB contréle au
moins une variable dé;. Donc j € B, et doncB est stable pouR.

Dans ce cas particulier dRR est un singleton pour touite B, nous avons cette caractérisation gra-
phique intuitive des coalitions efficaces :

Propriété 5.14. Soit G= (N,V,T', 1t ®) un jeu booléen tel quei € N, |RR| = 1. Pour toute coalition
C C N, C forme une cycle dans le graphe de dépendance si et salsnt est stable pour R et
constitue une coalition efficace minimale.

Preuve :

= CommeYVi, |RR| = 1, chaque joueur ne peut avoir qu’'un arc sortant dans le
graphe de dépendance. Donc, s'il y un cycle eqjeueurs, et si I'on re-
nomme ces joueurs en respectant I'ordre topologique, nms&R = {2},
RR = {3}, ..., RR_1 = {p}, RR, = {1}. SoitC = {1,..., p}. Comme nous
avons évidemmerR(C) = C (Vi € C,RR = {(i + 1)modulo g € C), C est
stable pouR.
De plus, nous savons q, j € C, RR # RP, doncVi,j € C, ¢ A ¢ = L.
D’apres la propirétE5.12 (page précéderiegst efficace.
Supposons gu'il existe C C qui soit efficace. Il existe dong telle ques =
Nic1 9i. Comme|RR| = 1,Vi € I, RR € I. Et doncl = C. C est une coalition
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efficace minimale.

< SiC est stable pouR, alorsVi € C, 3j € C tel queRR = {j}. Donc, siC =
{1,...,p}, on peut renommer ces joueurs de facon a eRéir= {2}, R =
{3}, ..., RR_1 = {p}, RR, = {1}. C forme alors un cycle dans le graphe de
dépendance.

Un autre probléme intéressant est I'étude des coalitiditaeés dans les jeux booléens dont les buts
ont des structures syntactiques spécifiques. Ainsi, sidesdont formés de clauses positives (resp.
termes positifs), c’est-a-dire si les clauses (resp. tgfyme contiennent que des littéraux positifs,
nous avons la caractérisation intuitive suivante :

Propriété 5.15. Soit G= (N,V,T,,®) un jeu booléen.
1. si pour tout ie N, ¢; est un terme positif, alors pour toutBN, B est efficace si et seulement si
B est stable pour R.
2. sipour tout i€ N, ¢; est une clause positive, alors pour toutB\, B est efficace si et seulement
si il existe un cycle dans le graphe de dépendance associéanGles nceuds sont exactement
les membres de B.

Preuve :

1. = Soit B un ensemble stable polt. CommeVi, ¢; est un terme positif,
nous savons qu@.g i est consistant. Donc, d’aprés la proprigieb.12
(pagdI5b)B est une coalition efficace.

< Soit B une coalition efficace. Il existe dongs € S5 telle quesg =
Niedi- Commevi, di = Avelit(o) Vs S8 F Avey,gLit(er) V- DONC, WV €
UicgLit (i), v € T, et doncvi € B, RR C B. B est strable pouR.

2. SoitC = {1,...,p} un cycle entrep joueurs. Doncyi € C, 3j € C tel que
j € RR. CommeVi € N, ¢i = Vit () V, NOus savons quei € C, 3j € C,
ds;j € S telle quesj = ¢;.

Comme tous leg; sont des clauses positives, on sait égalemenp\gued: F=
L. Alors, 3sc € & telle quesc = Ajcc i

5.4 Travaux connexes

5.4.1 Graphe de dépendance et coalitions admissibles

5.4.1.1 Graphe de dépendance

Dans [Sichman et Conte, 2002], Sichman et Conte ont inttathd graphes de dépendance permet-
tant de représenter des dépendances et/ou sur les actaassaiées a un agent pour réaliser son but,
et sur les agents contrdlant ces actions.
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Ces graphes de dépendance sont donc différents de ceux gpi@tiiizons dans ce manuscrit (défi-
nition[2Z.9 (pag€=38)) : 'ensemble des nceuds de ce grapherest fles agents et des actions dispo-
nibles, et les arcs sont étiquetés selon les buts a exécuter :

Définition 5.6 ([Sichman et Conte, 2002])Un graphe de dépendancest un tuple(N,Ac,®,E C
[N x Acx @] U[Acx NJ), ou

x N={1,...,n} est'ensemble des agents,

* Ac= {ay,...,ap} estl'ensemble des actions disponibles,

* ®={@,...,@q} estI'ensemble des buts, et

* E est un ensemble d’arcs étiquetés tels que aj@) € E, alors(a,i) E.

Un arc (i,a,@) € E représente le fait qu@ est un but de I'agent i, que I'action a est nécessaire a i
pour atteindre ce but, et que i n'est pas capable d’effectatie action.

(a,i) € E signifie que I'agent i est capable d’effectuer I'action a.

Nous pouvons a présent définir la dépendance basique, pulépendances et/ou.

Définition 5.7 ([Sichman et Conte, 2002])Soit un graphe de dépendan(é, Ac, P,E).

x Un agent idépend basiquementd’'un agent j pour effectuer une action a, nécessaire pour
atteindre le butp, dénoté par dep_basiq(iej,®,a), si et seulement $i,a,9) € E et(a,j) €E.

x Un agent iou-dépendd’un groupe d’agents Q pour effectuer une action a, nécesgaur
atteindre le butp, dénoté par dep_OU,Q,,a), si et seulement si

1. |Q>1et
2. Q={]j € N|dep_basiqué, j,@.a)}.
* Un agent iet-dépendd’un groupe d’agents @ [2N\ @] pour effectuer I'ensemble d’actions
A C Ac, nécessaires pour atteindre le lytdénoté par dep_AND,Q, @A), si et seulement si

1. |A > 1,

2. A={acAd(i,a,p) cE}et

3. Pe Qsi et seulement si il existe une actior & telle que PC {i € N|(a,i) € E}.
Exemple 5.6([Sauro, 2006]) La figure[5.1 (page suivante) représente les trois types derdéance
gue nous venons de définir.

Le graphe représenté sur la figure (a) représente la dépearalaasique. L'agent a besoin d'effec-
tuer l'action a pour accomplir son bup, et pour cela il a besoin de I'aget

Le graphe représenté sur la figure (b) représente la déparad@l). L'agentl dépend basiquement
des agent? et 3 pour effectuer I'action a lui permettant d’obtenir son lgut

Le graphe représenté sur la figure (c) représente la dépearel&T. L'agentl a besoin d’effectuer
les actions a et b pour obtenir son bpt Pour I'action a, il OU-dépend des ageriset 3; et pour
I'action b il dépend basiquement de

5.4.1.2 Coalitions admissibles

En suivant les idées de_[Sichman et Cbmte, 2002], BoellaroSativan der Torre [Boellet all,
2005h.a; Sauro, 2006; Boekd all, 2006] représentent une coalition par un et-graphe de dépep
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()

Figure 5.1 —Représentation graphique de la dépendance basique (a)ddpdndance OU (b) et
de la dépendance ET (c)

entre agents. L'ensemble de ncewtdde ce graphe est 'ensemble des agents de la coalition, et les
arcs¢ sont étiquetés. Si on note I'ensemble des buts de cette coalition, un et-arc étiquaaté® g o

d’'un agenti vers un ensemble d’ageng¥ signifie quei désire le butp qui peut étre atteint par les
agents de&).

Pour représenter une coalition, le graphe construit de éatbn doit satisfaire deux conditions. La

premiére est que seuls les agents permettant d’obtenir piusieurs buts peuvent étre représentes.
La seconde est qu'il ne peut y avoir d’agents pouvant satslaur but seuls.

Définition 5.8 ([Boella et all, 2006]) Unecoalition est représentée par un et-graplyje= (9,&), ou
9 est un ensemble fini de noeud§ €t 9 x (2°\ @) x P est un ensemble d’'arcs étiquetés.

G satisfait deux conditions :
1. pour tout nceudé4 3, il existe au moins un et-argj, Q, ®) tel que ic Q; et

2. & ne contient aucun et-arc de la fornfg{i}, ¢).

Par abus de notation, nous écrirof@3,¢) € G s'il existe uni tel que(i,Q,¢) € G. (Q,®) est un
engagement d§. Une sous-coalitiorg’ est un sous-graphe dgdans lequel des engagements@le

sont supprimés : il existeQ, @) € G tel que(Q,9) € G'.

Boella, Sauro et van der Torre ont introduit le critdeeut-degpermettant de former des coalitions en
formalisant une notion de réciprocité pouvant étre déarftamellement par “je donne quelque chose
uniquement si je recois quelque chose en retour”, et en pEmme’assurer qu’aucune sous-coalition
ne peut se former indépendamment.

Dans [Boellaet all, [20050,a| Saura, 2006] cette propriété est caractérisérogan d’'une relation
de préférences et d’'une notion de dominance. Nous allonseddai une définition basée sur les
propriétés topologiques des chaines d’échanges issuendédBt all, 2006].

Une séquence finie de et-ar@ig, Q1,¢1) ... (ip,Qp, Pp) est uncheminsi et seulement si pour tout
2>h>p,inh € Qn_1. Ces chemins formalisent les chaines d’échange entresag@ntnoteout(i)
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I'ensemble des et-arcs partantideout(i) = {(i,Q,®)}. out*(i) contient tous les chemins partant de
i, et n’en contient pas d’autres.
Définition 5.9 ([Boella et all, 2006]) Une coalitionG = (§,&) satisfait la propriétédo-ut-dessi et
seulement si
1. il nexiste pas deux engagemenitd, ), (Q,9) € G tels que Q# Q (pas de sous-coalition
indépendante), et
2. pour tout(i,Q,®) € & et pour tout je Q, (i,Q, ) € out*(j) (réciprocité).

Exemple 5.7([Boellaet al,, 2006]) Les deux coalitions représentées sur la fiuré 5.2 (a) etdb) s

do-ut-des.
(0] (o e 4 P
o | Jp G B
(@) J (

b)

Figure 5.2 —Coalitions satisfaisant le critére do-ut-des

Ces définitions aménent la propriété suivante :

Propriété 5.16. Soit G= (N,V,1,T,®) un jeu booléen, et soit C une coalition telle gligc ¢i est
consistant.

Si la coalition G = (C,&) est do-ut-des, avetI'ensemble des arcd,RR, ;) pour tout i€ C, alors
C est une coalition efficace.

Preuve :

Comme un et-arc dang relie un joueur a tous les joueurs qui lui sont utiles pour
satisfaire son butg = (C,&) forme un graphe de dépendanceGur N. (i,RR,¢;)
correspond donc R(i, j) pour toutj € RR. Par définition, on a doneut(i) = R(i)
etout* (i) = R*(i).

Soiti € C. D’apres la définitiol 518 (page précédente), nous savolisegiste un
joueurj e Ctel que(j,RP,0;) €&, etj € RR. D’apres la seconde condition de la
définition[2.9, nous savons qi¢ RPB,¢;) € out*(i) = R*(i). Donc(i,RR,$i) € &.
On sait donc que pour toute C, (i,RR,$;) € &, et donc que pour touk € RR,

k € C. C est donc un ensemble stable, et d'aprés la profdréié 5. p2[HEh)C est
une coalition efficace.

Par contre, la réciproque est fausse, comme le montre l'ebeesuivant :

Exemple 5.8.G = (N,V,,T,®) un jeu booléen tel que N {1,2,3}, V = {a,b,c}, m = {a},
™ = {b}, T3 = {c}, pour tout i,y = T, ¢ = aAc, ¢, =b - c, etpz =b.

La coalition C= {1,2,3} est efficace, et pourtant, d’'aprés la définitibnl59,= (C,§), avec

& =1{(1,{1,3},01),(2,{2,3},92),(3,{2},93) }, nest pas do-ut-des car la réciprocité n’est pas res-
pectée :1 a besoin de8 pour satisfaire son but, mais n'aide personne a satisfarsién.
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Un second critére est introduit dans [Boedtzall, 2006] : la propriétét-dud, qui consiste en trois
conditions :
1. la propriété do-ut-des;
2. pour tout agent € C, out*(i) = &, afin d’empécher une coalition de se séparer en deux sous-
graphes, comme c’est le cas dans la fiure 5.2 (page ci-g@)tre

3. enfin, la troisieme condition consiste a empécher que deus-coalitions puissent se former
plutét que la grande, comme c’est le cas dans la figute 5.2 (pagédente)(b). Il ne doit donc
pas exister un agenet une bipartitior0;, O, deout(i) telle queO; N O} est vide.

Définition 5.10 ([Boella et all, 2006]) Une coalition G = (3,§) satisfait la propriétéit-dud si et
seulement si pour tous les agents#

1. il n'existe pas deux engagemei, @), (Q,¢) € G tels que Q~ Q/,

2. out'(i)=¢, et

3. il n’existe pas de bipartition QO, de outi) telle que QN O; = @.

Comme nous l'avons vu, les deux coalitions de I'exeniple pa)é ci-contre) ne satisfont pas cette
propriété. Par contre, la coalition représentée sur ladBiB est une coalition it-dud.

¢

Figure 5.3 —Coalition satisfiant le critére it-dud

Un algorithme permettant de trouver toutes les sous-amaditd’'une coalitiorC satisfaisant la pro-
priété it-dud est introduit dans [Boelé all, 2006 Saurd, 2006].

[Boellaet all, 20050,a; Sauro, 2006; Boelts all, 2006] utilisent les et-graphes de dépendance entre
agents introduits par [Sichman et Conte, 2002] pour intireddeux critéres d’admissibilité pour les
coalitions : le critérelo-ut-deset le critéreit-dud. Nous avons montré que le critere do-ut-des, et donc
par définition le critére it-dud, est plus restrictif quewia’efficacité que nous avons introduit dans
ce chapitre.

5.4.2 Jeux qualitatifs coalitionnels

Comme les jeux booléens, les jeux qualitatifs coalitiosnelQCG), introduits dans
[Wooldridge et Dunrie| 2004], sont des jeux dans lesquelsagents n'assignent pas des va-
leurs d'utilité a chaque issue du jeu, mais sont satisfaleuss buts sont atteints. Un QCG est défini
de la facon suivante :

Définition 5.11 ([Wooldridge et Dunne, 2004])Un jeu coalitionnel qualitatif (QCG) a n joueurs
est un (n+ 3)-uplet G= (d,N, P4,...,D,,W), ou

x & ={q@,...,@On} est 'ensemble ddsuts possibles
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x N={1,...,n} est 'ensemble demgents

* pour toutie N, d; C  est 'ensemble ddsutsde I'agent i. i est satisfait si un de ses buts I'est,
mais peu importe lequel.

* W: 2N — 22 est undonction caractéristiqugui associe a chaque coalition©N un ensemble
de choix : si®’ C W(C), alors la coalition C peut obtenitous les buts appartenant &’
simultanément.

Exemple 5.9. Soit un QCG défini par
x* N=1{1,2,3,
* D= {1, 0. 03},
x pour touti,®; = {@}, et
x la fonction caractéristique W définie pour chaque coaliti©par

W(C) { {0} {0 @) {02 @a}) si[Cl>2
1%} sinon.
Ainsi définis, les QCGs permettent de modéliser des protdémerants en théorie des jeux coalition-
nels, et de calculer la complexité de problemes associégrdi#éme de I'existence d’'une coalition
fructueuse (c’est-a-dire une coalition ayant la possédiatteindre les objectis de tous ses membres),
ou celui de la vacuité du noyau sont étudiés dans [Wooldrdd#innz| 2004] en utilisant ainsi les
QCGs.

Une premiére différence entre QCG et jeux booléens esty’h aucune fonction d'affectation de
contréle dans les QCG : la fonction caractéristique perreesaloir quels buts peut atteindre une
coalition donnée, mais ne donne pas les “capacités” de eljageur en particulier.

Une seconde est que chaque agent dans un QCG peut avoir ambésle buts, et étre satisfait si au
moins un de ses buts est satisfait, tandis que dans un jeé@droolassique chaque agent n'a qu'un
seul but. Cette différence peut pourtant étre contournégarexemple les buts d’'un joueudans un
QCG sont®; = {@1,@}, ils peuvent étre représentés ihar= @; V @ dans un jeu booléen. Comme
dans un QCG, on aura alors que le joueest satisfait si le bup, ou le butg, est satisfait, et peu
importe lequel.

Enfin, les fonctions caractéristiques des QCGs peuvent sié€fpa monotones, contrairement aux
fonctions d'utilité dans les jeux booléens. |l est cepengassible de représenter un QCG ayant une
fonction caractéristique monotone avec un jeu booléenpo®mous le montrons sur 'exemflels.9.

Exemple[®9, suite : Ce QCG peut étre représenté par un jeu booléen a trois joyegisque les
buts de ces joueurs sont les bygts @, et @s. Il faut ensuite écrire ces buts sous forme de formules
propositionnelles et faire en sorte gu’ils respectent ladiion caractéristiqgue du QCG.

Ce QCG peut étre donc représenté par exemple par le jeu boohed/, i, T', D), avec
x V ={a,b,c,d,e},
x T = {a,b}, = {c,d}, g3 = {e},
x pourtouti,yy =T,
*01=q=(a< (b—c))V(co(d—e)Vv(ac(be),
x P2=@ = (aAbAc)V(a-bAc)V(cAndre)V(c-dAe)V(arbAae)V(a-bAe),

162 Elise Bonzon



5.4. Travaux connexes

* ¢3 =@ = (aA—-bAc)V(-anbAr-c)V(cA-dAe)V(-cAdA—e)V(an—bAe)V (-arbA
—e).
Dans ce jeu, on voit qu’aucun joueur seul ne peut atteindretsd, mais que les coalitiongl, 2},
{1,3}, {2,3} et{1,2,3 peuvent atteindre ensemble les bgis\ @, ¢; A @3 et @ A @3. La fonction
caractéristique W est donc bien respectée.

De méme, un jeu booléen peut étre représenté par un QCG :

Exemple[51 (pag€143), suite : Le jeu booléen G peut étre représenté par un QCHaueurs. La
fonction caractéristique de ce QCG doit associer a chaquege de joueurs les buts qu’ils peuvent
atteindre.

Ainsi, nous pouvons représenter cet exemple par la foncaoactéristique W suivante :
* W({2}) =2,
* W({1}) =W({3}) =W({1,3}) = {92},
* W({1,2}) = {¢1,¢2},
* W({2,3}) = {¢2,¢3},
* W({1,2,3) = {{¢1,¢2}, {92, 03} }.

Les QCGs ont été étendus de deux fagons distinctes.

Dans [Dunne et Wooldridge, 2004], une relation de préfé@snest associée aux buts de chaque
joueur, permettant ainsi de définir desix coalitionnels avec préférencé6@CGPs). Ainsi, comme
dans un QCG, un ensemble de buts est associé a chaque joaésjrdems un QCGP, ce joueur a
des préférences sur ces buts. L'ajout de ces préférenceeipae définir des concepts classiques de
la théorie des jeux coalitionnels, comme la notion de noyad'ensemble stable, et de trouver des
propriétés permettant de caractériser ces concepts da3CBPs.

D’autre part, il est montré dans [Duneeall, 2007] qu'il est possible de raisonner sur les QCGs en
utilisant la logique des coalitions de [Pauly, 2001]. Urlatien de correspondance entre les QCGs et
les interprétations de la logique des coalitions est intited permettant ainsi de définir sous quelles
circonstances ces interprétations permettent de casstéorrectement un QCG.

Comme les jeux booléens, un QCG est un jeu dans lequel lesrfogent satisfaits si leur but est
atteint. Nous avons montré que si la fonction caractétistigiun QCG est monotone, il est possible
de traduire ce QCG en un jeu booléen, et vice-versa.

5.4.3 Logique des jeux coalitionnels

Dans [Agotnet al,, 2006], Agotnes, van der Hoek et Wooldridge ont développe lagique pour
représenter et raisonner sur les jeux coalitionnels salitésitransférables. Contrairement a la lo-
gique des coalitions [Pauly, 2001], la logique des jeuxitoahels (Coalitional Game Logic - CGL)
introduite dansl[Agotnest all, [2006] permet de représenter les préférences des joutétapbt un
lien direct entre les formules de la logique et les propsiéles jeux coalitionnels.

Définition 5.12 (JAgotneset all, 2006]) Un jeu coalitionnel sans utilités transférables a n joueurs
est un (4 3)-uplet G= (N,Q,W, =1,..., =), oU

x N={1,...,n} est un ensemble non videgdents

Jeux booléens 163



Coalitions efficaces dans les jeux booléens

* )= {w,...,wn} est un ensemble non videsBues du jeu

* W: (2N\ @) — 2 est unefonction caractéristiqugui associe a chaque coalition CN un
ensemble de choix : 88 C W(C), alors la coalition C peut atteindre I'issu@ du jeu.

x pour tout agent E N, = C Q) x Q) est unerelation de préférencampléte, réflexive et transi-
tive.

Agotnes et collegues caractérisent ensuite quelques pisnde solution de la théorie des jeux coali-
tionnels dans leur logique, comme le noyau.

Une des principales différences entre jeux coalitionnejeux booléens est, comme avec les QCGs,
le fait que la fonction caractéristique permet de savoitgjbets peut atteindre une coalition donnée,
mais ne donne pas les “capacités” de chaque joueur en piarti€dn remarque aussi ici que la fonc-
tion caratéristique peut étre non-monotone, contrairémex fonctions d'utilité des jeux booléens.

En Sectio ZR2 (pageB3), nous avons mentionné un lien avpmldéme de contrblabilié en lo-
gique propositionnelle étudié par Boutilier [BoutilieQ94] et Lang et al[Lang et Marquis, 1998b].
Une récente ligne de travail dans ce domaine_[van der Hoeloetdidge, 2005] étudie une lo-
gique de coopération dans laquelle on suppose que chaqué¢ @garéle un ensemble de va-
riables propositionnelles. Alors que notre travail a cstésia enrichir les jeux booléens en se
concentrant sur les préférences et les concepts de sotiléissiques, van der Hoek et Wooldridge
[van der Hoek et Wooldridge, 2005] s’'intéressent au pousést des agents : ils raisonnent sur I'en-
semble des états qu’un groupe d’agents peut atteindre.
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Dans un systéme multi-agents, plusieurs agents ratioimelsgissent afin de satisfaire au mieux
leurs préférences. Notre objectif au long de ce travait éimispécifier de fagon concise et efficace
les interactions entre agents rationnels dans de telsnsgstéPour cela, nous avons choisi de nous
appuyer sur la théorie des jeux, qui est un modéle formeltapour I'étude de ces interactions. Une
des principales lacunes de cette théorie est la fagon déseqer les utilités des joueurs, colteuse en
place mémoire et en temps d’exécution. Nous avons vu qualnéan pour pallier ces problémes est
d’utiliser un langage de représentation compacte de grdéés. Nous avons commencé par choisir de
représenter les préférences des joueurs de facon ordiealej nous a mené a la logique proposition-
nelle. En effet, utiliser la logique propositionnelle poeprésenter les préférences des joueurs permet
non seulement de simplifier les jeux, mais aussi d'utilissrgropriétés et les outils bien connus de
cette logique pour étudier les caractéristiques de tels ]daus avons donc choisi d’étudier le cas ou
chaque agent contréle un ensemble fini de variables bin&essjeux, appel§sux booléensont été
introduits parl[Harrensteiat all, 2001 ; Harrenstein, 2004a; Dunne et van der Hoek,2004].

Les jeux booléens permettent de modéliser de maniere coéenpes préférences des joueurs
dans le cadre de jeux statiques. Toutefois, ces jeux bamlémts qu'ils ont été introduits
par [Harrensteiret all, 2001 Harrenstelin, 2004a; Dunne et van der Hoek, 2004 spondent & une
spécification trés particuliére (2 joueurs, jeux a somméenuitilités binaires). Nous avons donc
étendu ces jeux sur plusieurs points :

Jeux booléens an joueurs et somme non nulle :Nous avons tout d’abord généralisé les jeux boo-
Iéens de maniere a représenter des jeux avec un nombraiagbite joueurs et a somme non
nulle, mais en gardant I'hypothése que les préférences alguehjoueur sont représentées par
une formule propositionnelle unique, ce qui ne permet deésgmter que des utilités binaires.
Nous avons ensuite vu que des outils simples issus de lauegippositionnelle permettent de
caractériser équilibres de Nash en stratégies pures gigea dominées. Nous avons ainsi éta-
bli un lien entre les jeux booléens (étendus ou pas) et lésmsotl'impliquants et d'impliquants
premiers (notions bien connues de tous ceux qui S'intémésae probleme de la satisfiabilité
en logique classique). Nous avons également identifié Igptaté algorithmique de quelques
problémes liés aux jeux booléens.

Bien entendu, les jeux booléens évoqués dans [Harrerettaln 2001 ;| Harrenstelin, 2004a]
peuvent étre vus comme des cas particuliers de ces “jeuédm®étendus”.

Introduction de préférences non dichotomiques :Ce choix d'utilités binaires (pour lequel les
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agents peuvent seulement exprimer leur totale satisfaatio leur total mécontentement,
sans niveaux intermédiaires) étant une vraie perte de géaémous avons incorporé des
préférences non dichotomiques dans les jeux booléens aichggue joueur puisse représenter
ses préférences de maniere plus souple. Nous avons vu guaiexgles préférences non binaires
dans un cadre propositionnel est possible en utilisant ngalge de représentation compacte
de préférences. Nous avons choisi de nous restreindre éférgmces ordinales, et nous avons
integré deux de ces langages aux jeux booléensClesetset lesbuts a priorité Nous avons
ensuite calculé les propriétés des équilibres de Nash atégies pures et stratégies dominées

dans ces nouveaux jeux, et identifié la complexité algoijnmde quelques problémes.

Graphe de dépendances entre joueurs Nous avons également montré que la notion intuitive de
dépendance entre joueurs dans un jeu booléen permet derdammearactérisation simple
des équilibres de Nash en stratégies pures. De plus, nons evantré que ces propriétés sont
valables non seulement dans le cas des jeux booléens avprefiences dichotomiques, mais
aussi pour des jeux booléens généralisés, dans lesquelgfésences sont représentées par un
langage de représentation compacte.

Coalitions efficaces :Nous avons prouvé que les jeux booléens peuvent étre enspbayé repré-
senter compactement des jeux coalitionnels pour lesgegislieurs ont des préférences dicho-
tomiques. Cette spécificité nous a amené a définir la notiéneissante des coalitions efficaces.
Nous avons donné une caractérisation exacte des ensembbesldions qui correspondent a
'ensemble de coalitions efficaces pour un jeu booléen, e$ @wons donné plusieurs résultats
sur le calcul de ces coalitions efficaces. Notons que cedale nos notions et de nos résultats
ne s’appuient pas explicitement sur l'utilisation de laidpg propositionnelle. Par exemple, les
coalitions efficaces peuvent étre définies dans un cadregginéral dans lequel les buts sont
simplement exprimés en tant qu’ensembles non vides d'&a&jsendant, beaucoup de notions
(en particulier, la fonctiomd’assignement de contrdle) deviennent beaucoup moineslairs-
gu'on ne prend pas en compte la représentation propostiienn

Une limitation de nos résultats sur les coalitions est g&ippliquent uniquement a des préfeé-
rences dichotomiques. Cependant, comme nous I'avongdlsar I'exemplé 512 (pade_143), il
existe des problémes qui s’expriment avec des buts dichqtas

Ce travail, encore tres préliminaire, ouvre de nombreusesppctives, que nous allons présenter a
présent.

Introduction de langages d’action et partage de variables

Les seules actions disponibles dans un jeu booléen cantséstdfecter une valeur a un ensemble de
variables données. C’est une perte de généralité : en effet peut représenter des actions ayant des
préconditions nécessaires pour pouvoir étre accomplasgemple, pour pouvoir lire la nuit, il faut
gue la lumiére soit allumée), ou encore des actions ayarffetrsar I'instanciation d'autres variables
(par exemple si j'éteins la lumiére, alors je ne peux plues lir nuit). 1l serait donc utile d’avoir un
langage permettant de représenter des actions plus sqpéées.
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Une premiére idée pour cela est de modéliser des jeux a kitlelangage d’actions déterministes.
Dans ce cas, chaque joueur n'aura plus un ensemble de eariptdpositionnelles a mettre a vrai
ou a faux, mais un ensemble d’actions déterministes a adcpmp modifieront I'instanciation
des variables propositionnelles. Un langage d’action &elécrire les effets qu'ont les actions sur
les fluem@. Il existe de hombreux langages d’action, comme par exetegingageA, introduit
dans[Gelfond et Lifschitz, 1993], ou le langa@eintroduit dansi[Giunchiglia et Lifschitz, 1998].

Pour pouvoir appliquer des actions dans un jeu booléemt Ikt monde (les valeurs que prennent
les variables du jeu) a besoin d’étre défini au début du jeudd@trdonc introduire I'état initial dans
la définition d'un jeu booléen. De plus, les joueurs ne cdetoit plus les variables du jeu, mais les
actions.

Définition 1. Soit un ensemble V de variables propositionnelless jL,2,...,n} un ensemble de
joueurs, Ac un ensemble d’actiods= {vyi,...,Yn} un ensemble de contraintes, une fonction d’'as-
signement de contrélg : N — Ac, ® = {§1,...,¢,} 'ensemble des formules représentant les buts
des joueurs, ou chaquig est une formule de\l, et K I'état initial, c’est-a-dire I'instanciation de
chaque variable de V au début du jeu.

Le jeu booléen avec actionsorrespondant est alors représenté par le tuf\eV,Ac,T', 1, @, Ep).

Dans le contexte des jeux booléens, 'ensemble des ﬂepﬁat étre défini comme étant 'ensemble
des instantiations possibles des variable¥ dees jeux booléens étant statiques, les joueurs jouent
simultanément. Il faut donc étudier I'effet des actionsgesiau méme instant.

Plusieurs cas sont alors possibles : les actions peuvendé&terministes sans probleme d’interaction
(auquel cas deux actions ne peuvent pas influer sur la mémablegrou déterministes avec problémes
d’interaction (auquel cas deux actions (ou plus) contedfEge différents joueurs peuvent influer sur la
méme variable du jeu). Lorsque les actions sont déterramns probléme d’interaction, il est pos-
sible de raisonner exactement comme pour un jeu booléesiquias sous réserve que I'on connaisse
I'état initial du jeu.

Par contre, si les actions sont déterministes avec desaonelsl d'interaction, une variable peut étre
modifiée par deux actions différentes. Supposons par exaqufiine lampe éteinte soit contrdlée par
deux interrupteurs. Sil'on active exactement au mémerihsts deux interrupteurs, il estimpossible
de prévoir a 'avance quel sera le résultat de ces deux actianlampe sera-t'elle toujours éteinte,

ou sera-t'elle allumée ?

Cette situation est identique a celle consistant a étudiprdbléme de la gestion de variables parta-
gées, c'est-a-dire de variables contrdlées par plusieueuys dans le cas ou les actions ne sont pas
nécessairement sophistiquées.

Exemple 1. Cédric et Caroline sont invités a une soirée chez des amis leve fille Jade. Caroline
aimerait bien que Cédric aille a cette soirée avec Jade afiprdéiter d’'une soirée tranquille chez
elle. Cédric lui aimerait confier Jade a une baby-sitter afinpaofiter calmement de cette soirée avec
Caroline et leurs amis. Jade n'a qu'un an et n'a pas le cholle fait ce que ses parents décident
pour elle.

Cette situation peut étre modélisée par le jeu booléea (N,V,m,T,®) suivant :

12yn fluent est “quelque chose” qui peut dépendre de la sitatiomme par exemple I'endroit oul se trouve un objet
que I'on peut deplacer. Un fluent propositionnel est unerisagyui peut étre vraie ou fausse selon la situation.
13| es fluents utilisés ici sont des fluents propositionnels.
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*

N = {1, 2}, Caroline étant le joueut, et Cédric le joueul,

V = {a,b,c,d}, a signifiant que Caroline va a la féte, b que Cédric y va, c qaoeJy accom-
pagne au moins un de ses parents, et enfin d que Jade est confiédabysitter.

m = {a,c,d}, T = {b,c,d}, (chacun des parents décide pour lui-méme, mais ils pedvast
deux décider pour leur fille)

pour tout i,yi = {c — (aVb),(aAbA —c) — d} (Jade ne peut aller & la féte que si un de ses
parents y va, et est confiée a une baby-sitter si ses deuxtpareont sans elle.),

x 0 =-aAbAc-detd, =anbA-cAd.

*

*

*

Comment savoir quelle sera I'instanciation des variables d, c’est-a-dire si Jade ira a la féte ou si
elle sera confiée a une baby-sitter ?

Le jeu est statique, les joueurs instancient leurs vargable méme temps. Comment savoir alors
lequel ainstancié la variable ? Cette question est sirifadelle posée lors de I'introduction d'actions
déterministes avec problémes d'interaction.

Il serait donc intéressant d’étudier quels langages aastpeuvent étre utilisés dans un jeu booléen,
et comment les introduire dans ces jeux de facon formellsuif il serait intéressant d’étudier com-
ment raisonner sur des jeux booléens ayant des actionsniiditdes avec problemes d’interaction, et
sur des jeux ayant des variables partagées.

Pour cela, une idée a exploiter serait de considérer quenkooonnait pas la valeur des variables
partagées (ou de celles modifiées par plusieurs actionsigentes), et de voir les résultats que I'on
obtient ainsi. Un seconde serait d'introduire un joueurrpzhaque variable partagée (modifiée par
des actions concurrentes) qui contrdlerait cette varjatldont le but serait la conjonction des buts
des joueurs contrblant cette variable si ces buts sontstanss, et leur disjonction sinon.

Relations d’inférences et jeux booléens

Une autre piste de travail consiste a voir un jeu booléen cemtant une base de connaissances (en
assimilant connaissances et profils de stratégies), etaj/es de trouver de nouvelles connaissances
- ou les connaissances les plus pertinentes de ce jeu - agafitrences non monotones. Pour cela,
il faut définir des relations d’'inférences non monotonesriimpde ces jeux booléens étendus, sur le
modéle de celles définies a partir des jeux booléens classipar[Harrenstein, 2004b] .

SiG= (N,V,m,T,®) estun jeu booléen, etBNE est I'ensemble des équilibres de Nash en stratégies
pures deG, il est possible de définir les relations d’inférence non atone suivantes :

UNI: G |~ 0 sietseulement sise PNE, s|= ¢.
EXI: G |~gx 9 sietseulement sise PNE, s|= ¢.
ARG : G |~ arah si et seulement sise PNE, s|= ¢ etVse PNE, s = —¢.

Exemple 2. Soit G= (N,V,,T',®) un jeu booléen tel que :
x V={ab,c},N={1,2,3,
m = {a}, e = {b}, 3 = {c},
pour touti,y; =T,
$¢1=-aVv(an—c),p=a« (b c) etz = (aA—-bAr-c)V(-arbAc).

*

*

*
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stratégie de 3¢ stratégie de 3¢
2 - 2 _
1 b b L b b
a (0,1,0)| (0,0,0) a (1,0,0)| (1,1,1)
a (1,0,1)| (1,1,0) a (1,1,0)| (1,0,0)

Ce jeu a deux équilibres de Nash en stratégies pufec, abc}.
Onadonc:

* G|NUNI —b,
* Glvey & Glvexma, Glvey) =b, Gl ey =€, Glvey €,
* G~ prg b

I serait intéressant d'étudier les propriétés de dédnctidKrausetal, 11990;
Gardenfors et Markinsor, 1994] de ces relations d'infé@enaon monotones, afin de voir si
elles permettent d’obtenir des résultats intéressantseRample, ces relations de conséquences
permettent-elles de sélectionner un “meilleur” équiliblee Nash s'il en existe plusieurs ? Ou une
“meilleure” stratégie dominée ?

Argumentation

Une autre piste de recherche consiste a utiliser les jeuééns pour résoudre des problémes d'argu-
mentation, et vice versa. La premiére idée serait de coirdegoarguments avancés par les individus
comme étant les “coups” d’'un joueur dans un jeu stratégiGette idée a été introduite par [Dung,
1995], et a été étudiée par [Rubinstein, 2000] et par [SHEZD04].

Cette démarche se base sur I'aspect dynamique du jeu. Gravous étudié jusqu‘a présent quasi-
ment exclusivement des jeux statiques. Dans notre cadnmadlt il pourrait donc étre intéressant
de raisonner de maniere statique sur le graphe des arguriiegntsysteme d’argumentation avec
des outils de la théorie des jeux, et notamment ceux spéegigux jeux booléens. Pour cela, il faut
commencer par traduire un systeme d’'argumentation en usojeléen.

Commencons par rappeler comment se compose un systémeré&rgation|[Simari et Loui, 1992;
Cayral,[1995} Durig, 1995]. Une des définitions est la suadnt
Définition 2. Un systéme d’argumentationSA est défini par :

*x K : ensemble de connaissances

x Ass : ensemble d’hypothéses (littéraux)

x 4 : ensemble d'arguments, de la forrfa,,...,a,}, avecva, g = (E,¢), ou E est le support
de g et¢ sa conclusion, tel que :

(1) Z C Ass,
(2) KUE - L,
(3) KUZ = ¢, et

14)| existe de nombreuses autres maniéres de définir un systamgeimentation.
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& minimal pour l'inclusion parmi les ensembles vérifiddd, (2) et (3)
x R : 4 — 4 une relation d’attaque telle que :

* SOit R = undercut
(E1,¢1)undercutE,, ¢2) si et seulement sip € E; et = 6.
x SOIt R = rebut:
(E1,¢1)rebut(E,, ¢2) si et seulement gi; = -, (rebutest une relation symétrique).

Une idée pour traduire un systéme d’argumentation en jeléboest de considérer chaque argument
comme étant un joueur ayant deux buts : le but principal esptelusion de I'argument, et le but
secondaire est le support de I'argument. Il va donc falltliser des buts a priorité. Il faut également
prendre en compte I'ensembie des connaissances du SA. Pour cela on introduit un enserable d
contraintes globaleg” dans un jeu booléen, telles que :

« Un profil de stratégies est cohérent si et seulemenssi C j= L,

x Un profil de stratégies ne peut étre un équilibre de Nash fort ou faible en stratgmiess que
si sest cohérent,

« Un profil de stratégies satisfait une formule si et seulement SU C = ¢,

Un systéme d’argumentation SA se traduit alors en un jeldleo®@ = (N,V,1.T, C,®) de la maniére
suivante :

x N ={1,...,n} avecn = |4]| (un joueur dans un jeu booléen pour chaque argument dans un
systéme d’argumentation) ;

C=K,;

V = {v|Var(v) € Asg ('ensemble des variables du jeu est I'ensemble des vasatintenues
dans I'ensemble des hypothéses du 88scontenant des littéraux)) ;

pour touti, T, = {v|Var(v) € &i};

pour touti, y, = T et

Zi = (¢i; &)

S'il existe plusieurs argumeniy, ...,ap) tels qu'il existe une variable € Z,N...NE, il faut
réécrire le SA avant de le traduire afin d’éviter qu’'une Jagane soit contrdlée par plusieurs joueurs.
Cette réécriture peut étre faite de la maniére suivante :

*

*

*

*

*

* pour chaquey;, v est renommée ew,
* v est remplacee par A ... Avp dans tous leg; dans lesquels apparait,
* les contraintes suivantes sont ajoutéés:avi A ... AVp) V (V1A ... A—Vp) etV (VAL A
Vp).
Cette transformation permet de conserver le fait que chagtiable est contrblée par un et un seul
joueur.

Exemple 3. Soit le systeme d’argumentation SA suivant :

* K ={(-ACKAIMP) — PUB,PRIV — ACK},
x Ass= {-ACK,IMP,PRIV},
x 4={a,a}, avec a = ({-ACK,IMP},PUB) et & = ({PRIV},ACK).

Ce SA peut étre traduit dans le jeu booléer=GN,V, T, C,P) suivant :
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x* N=1{1,2},

x C={(-ACKAIMP) — PUB,PRIV — ACK},
x V = {ACK,IMP,PRIV},

x Ty = {ACK,IMP},

x T = {PRIV},

x pourtouti,yy =T,

x X1 = (PUB,—-ACKAIMP), et

x Lo = (ACK;PRIV)

Il serait intéressant de voir par exemple si cette tradactiermet de retrouver les attaques d'un
systeme d’argumentation a partir d'un jeu booléen, ou enderretrouver les extensions d’arguments
(cf. [Dung,11995]) a partir d’'un jeu booléen, et de faire da@isgnnements sur la traduction inverse
(d’'un jeu booléen a un systeme d’argumentation).
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