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ours :1. Voir 
ours en ligne.2. (i) Φ(x) = Mx + b = y ∈ R
d et yi = Φi(x1, . . . , xd) =

d
∑

k=1

Mikxk + bi,
omme M est inversible le 
hangement de variable Φ est une bije
tion de R
d sur R

dOn 
al
ule ∂Φi

∂xj
(a) = Mij pour 1 ≤ i, j ≤ n, les d.p. sont don
 
ontinues eton a J(Φ)(a) = M et det(J(Φ))(a) = det(M)2. (ii) I
i det(M) = 1, M est inversible et Φ un 
hangement de variable qui véri�e toutesles hypothèses.

m(Φ(A)) =

∫

Φ(A)

1 dx1 · · ·dxd =

∫

A

1 |det(M)| dy1 · · · dyd = m(A) = (b1 − a1)(b2 − a2) .

Exer
i
e 1 :
f(x) = xα

(

1 − e−1/
√

x
) est dé�nie et 
ontinue sur ]0, +∞[, elle est don
 lo
alement inté-grable.

• Étude en 0+ : f(x) ∼0+ xα =
1

x−α
, on a 
onvergen
e en 0 si et seulement si α > −1.

• Étude en +∞ : on a e−1/
√

x = 1 − 1√
x

+ o

(

1√
x

) et
f(x) = xα

(

1√
x

+ o

(

1√
x

))

= xα · 1√
x

(1 + k(x))où k(x) tend vers zéro quand x tend vers plus l'in�ni, don
,
f(x) ∼ 1

x1/2−α
quand x → +∞ .On a 
onvergen
e en +∞ si et seulement si α < −1/2 .

• Con
lusion : l'intégrale impropre est 
onvergente si et seulement si −1 < α < −1
2
.



Exer
i
e 2 :1.On a f(x, y) =
1

(1 + x2)(1 + y2)qui est 
ontinue, don
 intégrable sur Det on pourra appliquer les propositionsdu 
ours. PSfrag repla
ements y = x

x = 1 ou r =
1

cos θ

x

y

D

θ
r

10

I =

∫ 1

0

(
∫ x

0

1

(1 + x2)(1 + y2)
dy

)

dx =

∫ 1

0

1

(1 + x2)
[Arctan(y)]y=x

y=0 dx

=

∫ 1

0

1

(1 + x2)
Arctan(x) dx =

[

1

2
Arctan2(x)

]x=1

x=0

=
π2

32
.2. On utilise les 
oordonnées polaires x = r cos(θ) et y = r sin(θ), le ja
obien vaut r et ledomaine A = Φ−1(D) =

{

(r, θ) / 0 ≤ θ ≤ π

4
, 0 ≤ r ≤ 1

cos(θ)

}don

I =

∫

D

f(x, y) dxdy =

∫ π

4

0

(

∫ 1
cos(θ)

0

r

(1 + r2 cos2 θ)(1 + r2 sin2 θ)
dr

)

dθ

=

∫ π

4

0

(

∫ 1
cos2 θ

0

1

2(1 + u cos2 θ)(1 + u sin2 θ)
du

)

dθ où on a posé u = r2

=
1

2

∫ π

4

0

(

∫ 1
cos2 θ

0

cos2 θ

cos(2θ)

1

1 + u cos2(θ)
− sin2 θ

cos(2θ)

1

1 + u sin2(θ)
du

)

dθ

=
1

2

∫ π

4

0

1

cos(2θ)

[

ln

(

1 + u cos2 θ

1 + u sin2 θ

)]u= 1
cos2 θ

u=0

dθ =
1

2

∫ π

4

0

ln(2 cos2 θ)

cos(2θ)
dθ3. Posons g(θ) =

ln(2 sin2 θ)

2 cos(2θ)
=

ln 2

2 cos(2θ)
+

ln(sin θ)

cos(2θ)
=

ln(1 − cos(2θ))

2 cos(2θ)
.

• Étude en 0+ : le signe de g(θ) est 
onstant négatif et
g(θ) ∼0+

ln 2

2
+ ln(sin θ) ∼0+

ln 2

2
+ ln(θ)où la dernière somme est une fon
tion de signe 
onstant négatif, intégrable en 0+.

• Étude en π
4
− : le signe de g(θ) est 
onstant négatif et cos(2θ) = − sin

(

2θ − π

2

)

= − sin(h)où h = 2θ − π
2
tend vers 0− quand θ tend vers π

4
−, d'où

cos(2θ) ∼h→0− −h et g(θ) ∼h→0−
ln(1 + h)

−2h
∼0− −1

2
.La fon
tion g admet don
 un prolongement par 
ontinuité en π

4
− et y est intégrable.

• L'intégrale est don
 
onvergente et K existe.



4. Posons h(t) =
ln t

1 − t2
=

ln t

(1 − t)(1 + t)
.

• Étude en 0+ : h(t) ∼0+ ln t, d'où intégrale 
onvergente en 0+.
• Étude en 1− :

h(t) =
ln t

2(1 − t)
=

ln(1 − h)

2h
où h = 1 − t, d'où h(t) ∼h→0+

−h

2h
= −1

2
,d'où 
onvergen
e en 1−.

• L'intégrale est don
 
onvergente et J existe.
• Montrons que J = −I + K :

K − I =

∫ π

4

0

ln(2 sin2 θ) − ln(2 cos2 θ)

2 cos(2θ)
dθ =

∫ π

4

0

ln(tan θ)

cos(2θ)
dθ ,on pose t = tan θ, alors dt = (1 + tan2 θ) dθ et 
omme cos(2θ) =

1 − tan2 θ

1 + tan2 θ
, on a

I − K =

∫ 1

0

1 + t2

1 − t2
ln t

dt

1 + t2
= J .

• En reprenant les 
al
uls du 2, on véri�e que l'on peut interpréter K 
omme étantl'intégrale de f sur le domaine
{

(r, θ) / 0 < θ ≤ π

4
, 0 ≤ r ≤ 1

sin θ

}

= {(x, y) / 0 ≤ x , 0 < y ≤ min(x, 1) }Don

K = −

∫

D∪D∞

f(x, y) dxdy

= −I −
∫

D∞

f(x, y) dxdyoù D∞ = [1, +∞[×[0, 1].
PSfrag repla
ements y = x

y = 1 ou r =
1

sin θ

x

y

D ∪ D∞
θ

r

1

10Or Dn = [1, n] × [0, 1] ր D∞ et
∫

Dn

f(x, y) dxdy =

(
∫ n

1

dx

1 + x2

)(
∫ 1

0

dy

1 + y2

)

=
(

Arctan(n) − π

4

) π

4
→ π2

16
(n → ∞) .d'où K =

∫

D∪D∞

f(x, y) dxdy = −I − π2

16et J = K − I = −2I +
π2

16
= −π2

8
.


