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Questions de cours :

1. Voir cours en ligne.

d
2. (i) P(x) = Mo +b=ycRlet y, = Di(xy,...,74) = ZMikxkiji,
k=1
comme M est inversible le changement de variable ® est une bijection de R? sur R4

0, o :
On calcule 8—(a) = M;; pour 1 <4, j <n, les d.p. sont donc continues et
x .

on a J(®)(a) = M et det(J(®))(a) = det(M)

2. (ii) Ici det(M) = 1, M est inversible et ® un changement de variable qui vérifie toutes
les hypothéses.

m(®(A)) = [I)(A) ldzy - -dxg = /Al |det(M)| dy; - - - dyqg = m(A) = (by — a1)(by — az) .

Exercice 1 :

f(x) =z* <1 — e_l/ﬁ> est définie et continue sur |0, +ool, elle est donc localement inté-

grable.

e Etude en 07 : f(z) ~p+ 2% = ——, on a convergence en 0 si et seulement si o > —1.
—

. 1 1
e Etude en +oo:onae_l/ﬁ:1—ﬁ+o<ﬁ> et

@) = 2° (%m(%)) :at"-%(ljtk(x))

ou k(zx) tend vers zéro quand x tend vers plus l'infini, donc,

1
f(z) ~ prypEn quand x — 400 .

On a convergence en +o00 si et seulement si v < —1/2.

e Conclusion : 'intégrale impropre est convergente si et seulement si —1 < a < —% .



Exercice 2 :

1. yleourz 1

cos 6

1
qui est continue, donc intégrable sur D
et on pourra appliquer les propositions
du cours.

N\ _ _ - - - -

-/ ([ e ) - [ e et o

=1
7T2

| 1 )
= /0 ) Arctan(z) dx = bArctan (x)} =35

=0
2. On utilise les coordonnées polaires x = r cos(#) et y = rsin(f), le jacobien vaut r et le

domaineAzCD_l(D):{(r,@)/Ogﬁgg,Ogrg

cos(0)

donc

i [=m r
I = dxdy = dr | df
/Df(:c,y) e /0 (/0 (14 12cos?6)(1 + r2sin?6) T)

/ /0052 0 1 d d@ R é 2

- u oll on a posé u =r
0 0 2(1 + ucos? 0)(1 + usin? ) P

1 [ w73 cos? 0 1 sin? @ 1
= _ - —5—~du | df

2 Jo 0 cos(26) 1 +wucos?(d)  cos(20) 1+ usin®(0)

11 1 1+ wcos? 0\ ] "~ @77 1 [7In(2cos®6)
_ - I (2 “Cos Y I B G )
2 /0 cos(26) { N ( 1 + usin? 9)] @b 2 /0 cos(26) b

u=0

&3

|

) . B
3. Posons g(9) = “ZS00) 2 In(sing) _ In(l — cos(20))

2co0s(20)  2cos(20) * cos(260) 2 cos(26)
e Etude en 0% : le signe de g(f) est constant négatif et

In2 In2
9(0) ~os “7 + In(sin 6) ~o+ “7 +1In(6)

ou la derniére somme est une fonction de signe constant négatif, intégrable en 0.

e Etude en I : le signe de g(6) est constant négatif et cos(20) = — sin (29 — g) = —sin(h)

o h =20 — 7 tend vers 0~ quand 6 tend vers 7, d’ou
In(1+ h) 1
cos(20) ~,_o- —h et g(0) ~po0- ———— ~o- —=.
(20) ~n—o 9(0) ~h—o ok - 75
La fonction g admet donc un prolongement par continuité en 7~ et y est intégrable.

e L’intégrale est donc convergente et K existe.



4. Posons h(t) = It _ ot

-2 (1-tHl+0)

e Etude en 0% : h(t) ~o+ Int, d’oul intégrale convergente en 0%.

e Etude en 1~

Int In(1 — h) —h 1
g ) g ]_ —_ (17 U ~p_ —_— ==,
20— o7 ou h t, d’ott h(t) ~p_o+

ht) = oh 2

d’oll convergence en 1.
e L’intégrale est donc convergente et J existe.

e Montrons que J = —1 + K :

I in20) — 2 z
KT :/ In(2sin® #) — In(2 cos* ) &0 :/ In(tan 6) i
0 0

2 cos(26) cos(20)
1 —tan?6
t = tan®, alors dt = (1 + tan0) df et 20) = ———5
on pose and, alors (1 + tan®0) df et comme cos(26) = T+ tan2g’ °

1+¢2 dt
I— K= =J.
/il—ﬁ 1+¢2 J

e En reprenant les calculs du 2, on vérifie que l'on peut interpréter K comme étant
I'intégrale de f sur le domaine

{(7'79)/0<9§%,0§7“§ .1 }:{(:E,y)/OSx,O<y§min(x,1)}

sin 0

Donc Y P
K= —/ f(z,y) dxdy y =z
DUDso

=-1- f(:c,y) dl’dy

Doo

ot Dy = [1, +00[X]0, 1].
Or D, =[1,n] x [0,1] /" Dy et

" dx U dy ™ T
an(:c,y)dxdy—<l 1+x2) (/0 l_l_yQ)—(Arctam(n)—z)Z—>E (n — 00).

2
dou K = f(z,y)dedy = —1 — T
DUDw 16

2 7.(.2

t K-—T=-2+—=——.
et J = +16 3



