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Questions de cours :

1. f est de classe C? si f admet des dérivées partielles d’ordre un et deux sur €2, et que
les dérivées partielles d’ordre deux sont continues sur €2.

2. La fonction réelle ¢ : R — R, est obtenue par composition, sa dérivée va dépendre des
dérivées partielles de f: R? — Ret h: R — R? avec h(t) =a+tv. On a:

oy N~ Of
©'(t) :Zax'(ajttv)vi =< Vf(a+tv),v> .
i=1 !

3. D’aprés 2. on a ¢'(0) =< Vf(a),v >.
PO = pl0) _ flatto)— f(a)

Or par définition, ¢'(0) = lim " lim =D, f(a)

est la dérivée directionnelle de f en a dans la direction v.

On retrouve le résultat donné en cours : D, f(a) =< V f(a),v >.

Exercice 1 :

a) Sur Pouvert R?\ {(0,0)} la fonction f est définie par f(z,y) = ol elle est donc
ey

continue et différentiable.
Les dérivées partielles d’ordre un sur R? \ {(0,0)} sont données par :

g(z ) = 7y2—x2 et ﬁ(96 )—5673:2_y2
or Y TV e T gy Y T e

Note : comme f(x,y) = f(y,x) un seul calcul est nécessaire!

On constate que les d.p. d’ordre un sont continues et différentiables par rapport a chacune
de leurs variables. De facon générale, en fixant par exemple la variable y, on remarque
que f et ses d.p. d’ordre un, sont dérivables par rapport a = a tout ordre, tant que 1'on
ne se trouve pas au point (0,0) (c¢’est-a-dire x =y = 0).

b) La fonction f est définie en (0,0), il faut donc vérifier que

lim )f(l’,y)Zf(O,O):O-

(,y)—(0,0

2cosfsind
Or, pour (z,y) # (0,0)), on a f(z,y) = x2aj|?-Jy2 ~ L cosrz Y~ cosOsind.
Donc f(x,y) est indépendant de la distance a l'origine r = /22 + y? et n’admet pas de
limite pour (x,y) > (0,0), f n’est donc pas continue en (0,0).




c¢) Par définition de la dérivée partielle de f par rapport & z on a :

Ox 9000 = hljo h

=0.

Par symétrie, on a de méme Z (0,0) = 0.

d) On a déja calculé les d.p. d’ordre un sur R?\ {(0,0)} en a). Avec les calculs de ¢) on
peut donc affirmer que les d.p. d’ordre un de f existent sur R2.
Pour étudier la continuité on procéde comme en b) : il faut vérifier que

of af _
(x,y)lgzop) %(x,y) e —(0,0) = 0. Or pour (z,y) # (0,0), on a

af

2 2
%(1'7?/):?/7(?; . Zl(sin29—cos29)

224y r
pour 0 # 7/4 + nmw/2, cette expression tend vers l'infini, quand r tend vers 0.

On obtient un résultat équivalent pour on en déduit que les d.p. partielles d’ordre un

a_ya

ne sont pas continues en (0, 0).

e) Pour étudier I'existence des dérivées partielles secondes en 0, il faut revenir a la défi-

of of

nition de la dérivée. On a vu que %(O ,0) = By —(0,0) = 0. Donc :
0.0 = 5 (32000 = iy 5700
Or, g—i(h,o) = 0, donc : ;‘Z(O 0) = 0. De méme :
0.9 = 33 (5700 = iy 50,1 =
Pour les dérivées « croisées », on a :
aizgy( ,0) = ax@g)(o 0) = Lo; gjyc(h 0) = %h}é—i =t
e 000 = 3, () 0.0 = 5000 = =

Ces dérivées croisées n’existent donc pas.

Exercice 2 :

1. Calcul de la matrice jacobienne de g(r,0) = (¢1(r,0) , go(r,0)) :

cosf@ —r sinf

dg1 Og
87‘( ) 89( )

992 092
W(Tﬁ) W(Tﬁ)

sin 6 r cosf



2. Si on remarque que la matrice jacobienne de l'identité ((z,y) — (z,y)) est la
matrice identité [, comme la matrice jacobienne de la composée de deux appli-
cations est le produit des matrices jacobiennes de ces deux applications, on a :
Dg.D(g7Y) = D(gog™') = I, et donc : D(g7') = (Dg)~ .

Le calcul de l'inverse de la matrice est immédiat : transposée de la matrice des
cofacteurs de Dy, divisée par le déterminant de D, :

}Dg’ =rcos2f 4+ rsin®f =r. Don :

1 rcosf rsind
Dgfl - ;
—sinf  cosf

Cette matrice est définie en dehors de l'origine : r # 0.



