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ours :1. f est de 
lasse C2 si f admet des dérivées partielles d'ordre un et deux sur Ω, et queles dérivées partielles d'ordre deux sont 
ontinues sur Ω.2. La fon
tion réelle ϕ : R → R, est obtenue par 
omposition, sa dérivée va dépendre desdérivées partielles de f : R
d → R et h : R → R

d, ave
 h(t) = a + t v . On a :
ϕ′(t) =

d
∑

i=1

∂f

∂xi

(a + tv) vi =< ∇f(a + tv), v > .3. D'après 2. on a ϕ′(0) =< ∇f(a), v >.Or par dé�nition, ϕ′(0) = lim
t→0

ϕ(t) − ϕ(0)

t
= lim

t→0

f(a + tv) − f(a)

t
= Dvf(a)est la dérivée dire
tionnelle de f en a dans la dire
tion v.On retrouve le résultat donné en 
ours : Dvf(a) =< ∇f(a), v >.Exer
i
e 1 :a) Sur l'ouvert R

2 \ {(0, 0)} la fon
tion f est dé�nie par f(x, y) =
xy

x2 + y2
, elle est don

ontinue et di�érentiable.Les dérivées partielles d'ordre un sur R

2 \ {(0, 0)} sont données par :
∂f

∂x
(x, y) = y

y2 − x2

(x2 + y2)2
et ∂f

∂y
(x, y) = x

x2 − y2

(x2 + y2)2
.Note : 
omme f(x, y) = f(y, x) un seul 
al
ul est né
essaire !On 
onstate que les d.p. d'ordre un sont 
ontinues et di�érentiables par rapport à 
ha
unede leurs variables. De façon générale, en �xant par exemple la variable y, on remarqueque f et ses d.p. d'ordre un, sont dérivables par rapport à x à tout ordre, tant que l'onne se trouve pas au point (0, 0) (
'est-à-dire x = y = 0).b) La fon
tion f est dé�nie en (0, 0), il faut don
 véri�er que

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = f(0, 0) = 0 .Or, pour (x, y) 6= (0, 0)), on a f(x, y) =
xy

x2 + y2
=

r2 cos θ sin θ

r2
= cos θ sin θ.Don
 f(x, y) est indépendant de la distan
e à l'origine r =

√

x2 + y2 et n'admet pas delimite pour (x, y) −→
6=

(0, 0), f n'est don
 pas 
ontinue en (0, 0).




) Par dé�nition de la dérivée partielle de f par rapport à x on a :
∂f

∂x
(0, 0) = lim

h−→
6=

0

f(h, 0) − f(0, 0)

h
= 0 .Par symétrie, on a de même ∂f

∂y
(0, 0) = 0.d) On a déjà 
al
ulé les d.p. d'ordre un sur R

2 \ {(0, 0)} en a). Ave
 les 
al
uls de 
) onpeut don
 a�rmer que les d.p. d'ordre un de f existent sur R
2.Pour étudier la 
ontinuité on pro
ède 
omme en b) : il faut véri�er que

lim
(x,y)→(0,0)

∂f

∂x
(x, y) =

∂f

∂x
(0, 0) = 0 . Or pour (x, y) 6= (0, 0), on a

∂f

∂x
(x, y) = y

y2 − x2

(x2 + y2)2
=

1

r
(sin2 θ − cos2 θ)pour θ 6= π/4 + n π/2, 
ette expression tend vers l'in�ni, quand r tend vers 0.On obtient un résultat équivalent pour ∂f

∂y
, on en déduit que les d.p. partielles d'ordre unne sont pas 
ontinues en (0, 0).e) Pour étudier l'existen
e des dérivées partielles se
ondes en 0, il faut revenir à la dé�-nition de la dérivée. On a vu que ∂f

∂x
(0 , 0) =

∂f

∂y
(0 , 0) = 0. Don
 :

∂2f

∂x2
(0 , 0) =

∂

∂x

(∂f

∂x

)

(0 , 0) = lim
h→0

1

h

∂f

∂x
(h , 0)Or, ∂f

∂x
(h , 0) = 0, don
 : ∂2f

∂x2
(0 , 0) = 0. De même :

∂2f

∂y2
(0 , 0) =

∂

∂y

(∂f

∂y

)

(0 , 0) = lim
h→0

1

h

∂f

∂x
(0 , h) = 0Pour les dérivées � 
roisées �, on a :

∂2f

∂x∂y
(0 , 0) =

∂

∂x

(∂f

∂y

)

(0 , 0) = lim
h→0

1

h

∂f

∂y
(h , 0) =

1

h
h
h2

h4
= +∞

∂2f

∂y∂x
(0 , 0) =

∂

∂y

(∂f

∂x

)

(0 , 0) = lim
h→0

1

h

∂f

∂x
(0 , h) =

1

h
h
h2

h4
= +∞Ces dérivées 
roisées n'existent don
 pas.Exer
i
e 2 :1. Cal
ul de la matri
e ja
obienne de g(r , θ) = (g1(r , θ) , g2(r , θ)) :

Dg =













∂g1

∂r
(r , θ)

∂g1

∂θ
(r , θ)

∂g2

∂r
(r , θ)

∂g2

∂r
(r , θ)













=













cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ















2. Si on remarque que la matri
e ja
obienne de l'identité ((x , y) → (x , y)) est lamatri
e identité I2, 
omme la matri
e ja
obienne de la 
omposée de deux appli-
ations est le produit des matri
es ja
obiennes de 
es deux appli
ations, on a :
Dg.D(g−1) = D(g ◦ g−1) = I2 et don
 : D(g−1) = (Dg)−1.Le 
al
ul de l'inverse de la matri
e est immédiat : transposée de la matri
e des
ofa
teurs de Dg, divisée par le déterminant de Dg :
∣

∣Dg

∣

∣ = r cos2 θ + r sin2 θ = r. D'où :
Dg−1 =

1

r













r cos θ r sin θ

− sin θ cos θ











.Cette matri
e est dé�nie en dehors de l'origine : r 6= 0.


