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oursVoir le 
ours, pages 13 et 14 sur le résumé (site web).Exer
i
e 1. Soit f : R
2 −→ R dé�nie par :

f(x, y) = y2 sin
x

y
pour y 6= 0 et f(x, 0) = 01. f est dé�nie sur R

2 puisqu'une valeur est donnée à la fon
tion pour la seule valeur de y interditepar le 
al
ul : f(x, 0) = 0.2. Sur U , la fon
tion : (x , y) −→
x

y
est de 
lasse C1, puisque quotient de deux fon
tions de 
lasse

C1 dont le dénominateur ne s'annule pas. La fon
tion f est une 
omposée de 
ette fon
tion etdes fon
tions sinus et produit qui sont aussi de 
lasse C1 (et même C∞).3. Puisque f est de 
lasse C1 sur U , f admet des dérivées partielles en tout point de U . On a :
∂f

∂x
(x , y) = y2 1

y
cos

x

y
= y cos

x

y

∂f

∂y
(x , y) = 2y sin

x

y
− y2 x

y2
cos

x

y
= 2y sin

x

y
− x cos

x

yEn dehors de U , 
'est-à-dire sur l'axe des abs
isses, il faut revenir à la dé�nition de la dérivéepour montrer qu'il y a une dérivée en tout point de la forme : (x0 , 0).
∂f

∂x
(x0 , 0) = lim

x→x0

f(x , 0) − f(x0 , 0)

x − x0Or, ∀x ∈ R, f(x , 0) = 0. La fon
tion f(x , 0) est don
 
onstante par rapport à x et sa dérivéepartielle par rapport à x est don
 nulle.
∂f

∂y
(x0 , 0) = lim

y→0

1

y
(f(x0 , y) − f(x0 , 0)) = lim

y→0
y sin

x0

y
= 0, puisque sin

x0

y
est borné.4. Si y 6= 0, on a : ∂f

∂x
(x , y) = y cos

x

y
qui est don
 
ontinue.Il reste à montrer la 
ontinuité de ∂f

∂x
en tout point (x0 , 0). On a vu que ∂f

∂x
(x0 , 0) = 0 ;Il faut don
 
al
uler : lim

(x ,y)→(x0 ,0)

∂f

∂x
(x , y) = lim

(x ,y)→(x0 ,0)
y cos

x

y
.On a ∀(x , y) : 0 ≤ |y sin

x

y
| ≤ |y|. La limite est don
 nulle et ∂f

∂x
est 
ontinue sur R

2.5. Pour que la fon
tion f soit de 
lasse C1, il faut que les deux dérivées partielles soient 
ontinuessur R
2, or ∂f

∂y
(x0 , 0) = 0, d'après 3.Et ∂f

∂y
(x , y) = 2y sin

x

y
− x cos

x

y
n'a pas de limite en (x , 0) puisque 2y sin

x

y
a pour limite 0quand y tend vers 0 et x cos

x

y
n'a pas de limite dans les mêmes 
onditions.



Exer
i
e 2. Soit f dé�nie sur R
2 par f(x, y) = sin(x2 − y2) et g : R

2 −→ R
2 dé�nie par g(x, y) =

(x + y , x − y). Cal
uler les dérivées partielles de f ◦ g1. Sans 
al
uler f ◦ g.Puisqu'on ne 
al
ule pas f ◦g, il faut utiliser le théorème des fon
tions 
omposées. Page 27 desnotes de 
ours, on a :
g : R

d −→ R
d et f : R

d −→ R on pose h = f ◦ g : R
d −→ R

Djh(a) =

d∑

i=1

Dif(g(a))Djgi(a) pour 1 ≤ j ≤ dEn adaptant à notre 
as : d = 2, on pose : g(x , y) = (u(x, y) , v(x, y)) ave
 u(x , y) = x + y et
v(x , y) = x − y. On obtient :

∂h

∂x
(x, y) =

∂f

∂u
(u(x, y) , v(x, y))

∂u

∂x
(x , y) +

∂f

∂v
(u(x, y) , v(x, y))

∂v

∂x
(x , y)

= 2u(x, y) cos(u2(x, y) − v2(x, y)) − 2v(x, y) cos(u2(x, y) − v2(x, y))
= 2(x + y) cos(4xy) − 2(x − y) cos(4xy)
= 4y cos(4xy)

∂h

∂y
(x, y) =

∂f

∂u
(u(x, y) , v(x, y))

∂u

∂y
(x , y) +

∂f

∂v
(u(x, y) , v(x, y))

∂v

∂y
(x , y)

= 2u(x, y) cos(u2(x, y) − v2(x, y)) + 2v(x, y) cos(u2(x, y) − v2(x, y))
= 2(x + y) cos(4xy) + 2(x − y) cos(4xy)
= 4x cos(4xy)2. Après 
al
ul de f ◦ g.Le 
al
ul de h = f ◦ g est très simple :

h(x, y) = f(x + y , x − y) = sin((x + y)2 − (x − y)2) = sin(4xy)On retrouve ainsi les deux dérivées partielles 
al
ulées à la question pré
édente.


