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Questions de cours
Voir le cours, pages 13 et 14 sur le résumé (site web).

Exercice 1. Soit f : R? — R définie par :
fley) =y*sin> pour y#0 et f(x,0)=0
Yy

1. f est définie sur R? puisqu’une valeur est donnée a la fonction pour la seule valeur de y interdite
par le calcul : f(z,0) =0.

2. Sur U, la fonction : (z,y) — = est de classe C!, puisque quotient de deux fonctions de classe
Y

C! dont le dénominateur ne s’annule pas. La fonction f est une composée de cette fonction et
des fonctions sinus et produit qui sont aussi de classe C! (et méme C).

3. Puisque f est de classe C! sur U, f admet des dérivées partielles en tout point de U. On a :

8f( ) 1z x
——(x,y) =y —cos — =|y cos —
Oz y oy y
of x5 T x x x

—(z,y) =2y sin— —y — cos — =|2y sin— — xcos —
Y Y Yy

dy

En dehors de U, c’est-a-dire sur ’axe des abscisses, il faut revenir & la définition de la dérivée
pour montrer qu’il y a une dérivée en tout point de la forme : (z¢,0).

O (1o L0 = (0.0)

ox T—x0 T — T

Or,Vx € R, f(x,0) =0. La fonction f(z,0) est donc constante par rapport & x et sa dérivée
partielle par rapport & = est donc nulle.
of

1 . . 2o . . T
—(x9,0) = lim —(f(xo,y) — f(x0,0)) = lim y sin — = 0, puisque sin — est borné.
ay( 0,0) y—>0y(f( 0,Y) — f(20,0)) Ny sin = puisq )

ox

0 T
4. Siy#0,o0n a: —f(x,y) =y cos — qui est donc continue.
Yy

. 0 . 0
Il reste & montrer la continuité de or en tout point (zg,0). On a vu que —f(xo ,0)=0;

ox ox
x

Il faut donc calculer : lim —(x,y) = lim Y COS —.
(@ )= (w0.0) 55 Y) (z )= (x0,0) y

x 0
On aV(x,y):0<|ysin—| <|y|. La limite est donc nulle et a—f est continue sur R
Y T

5. Pour que la fonction f soit de classe C', il faut que les deux dérivées partielles soient continues

0
sur R?, or a—f(xo,O) =0, d’apres 3.
Y

0 x T x
Et —f(:n,y) = 2y sin — — x cos — n’a pas de limite en (x,0) puisque 2y sin — a pour limite 0
Yy

dy

quand y tend vers 0 et x cos — n’a pas de limite dans les mémes conditions.
Y



Exercice 2. Soit f définie sur R? par f(z,y) = sin(z? — y?) et g : R?> — R? définie par g(z,y) =
(x +y,z —y). Calculer les dérivées partielles de fog

1. Sans calculer fog.
Puisqu’on ne calcule pas f o g, il faut utiliser le théoréme des fonctions composées. Page 27 des

notes de cours, on a :

g:RT—R? et f:R— R onpose h=fog:R' —R

d
Djh(a) = Y Dif(g(a)) Dyjgi(a) pour 1<j<d
=1

En adaptant a notre cas : d = 2, on pose : g(z,y) = (u(z,y),v(x,y)) avec u(x,y) = x + y et
v(z,y) =z —y. On obtient :

oh
%(‘Tay)

8_y(x’y)

2. Aprés calcul de fog.

O (e, o) 2 )+ ) 0t ) 2 ()
2U($, y) COS(U2($, y) - ,U2($a y)) - 22}(33) y) COS(U2($, y) - ,U2($a y))
2(z + y) cos(dxy) — 2(z — y) cos(4xy)

4y cos(4zy)

S u(e.) o) G e 0) + () o) 5 o10)
2U($, y) COS(Uz(.Z'7 y) - U2(‘T7 y)) + 2'0(.’1', y) COS(Uz(.Z'7 y) - U2(‘T7 y))
2(z + y) cos(4dxy) + 2(x — y) cos(4zy)

4x cos(4zxy)

Le calcul de h = f o g est trés simple :

h(z,y) = fz+y,z—y) =sin((z +y)* — (z — y)*) = sin(4ay)

On retrouve ainsi les deux dérivées partielles calculées a la question précédente.



