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i
e 1.On 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur R
2 par

f(x, y) =

{

xy√
x2+y2

cos(x2 + y2) si (x, y) 6= (0, 0)

0 sinon.a) Pour étudier la 
ontinuité de f au point (0, 0), on utilise les 
oordonnées polaires :
x = r cos(θ) et y = r sin(θ) pour r ∈ R+ et θ ∈ [0, 2π[.Alors, pour (x, y) 6= (0, 0), on a f(x, y) = f(r, θ) = r cos(θ) sin(θ) cos(r2).Don
 lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = lim

r→0
f(r, θ) = 0 = f(0, 0)
ar cos(θ) sin(θ) cos(r2) est bornée pour tout (r, θ).On en déduit la 
ontinuité de f à l'origine.b) Détermination des d.p. de f .

• Soit (x, y) ∈ R
2 \ {(0, 0)}, alors
∂f

∂x
(x, y) =

y3

(x2 + y2)
3

2

cos(x2 + y2) − 2x2y
√

x2 + y2
sin(x2 + y2)En remarquant que f(x, y) = f(y, x), l'on obtient

∂f

∂y
(x, y) =

∂f

∂x
(y, x) =

x3

(x2 + y2)
3

2

cos(x2 + y2) − 2y2x
√

x2 + y2
sin(x2 + y2)

• On a
∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0) − f(0, 0)

h
= 0.De même ∂f

∂y
(0, 0) = 0.

• Finalement, f admet des dérivées partielles sur R
2, la question suivante va étudier la 
onti-nuité de 
es fon
tions.
) La fon
tion f est 
lasse C1 si les d.p. sont 
ontinues. D'après la question pré
édente, 
e
i estle 
as en tout point (x, y) ∈ R

2 \ {(0, 0)} puisque les dérivées partielles de f sont 
omposésde fon
tions dé�nies et 
ontinues sur R
2 \ {0, 0}.Étudions la 
ontinuité des dérivées partielles de f au point (0, 0). On a

lim
(x,y)→(0,0)

∂f

∂x
(x, y) = lim

r→0

(

sin3 θ cos(r2) − 2r2 cos2 θ sin θ sin(r2)
)

= sin3 θCette limite n'existe pas, don
 ∂f

∂x
n'est pas 
ontinue à l'origine.De même, lim

(x,y)→(0,0)

∂f

∂y
(x, y) = cos3 θ et ∂f

∂y
(x, y) n'est pas 
ontinue à l'origine.Con
lusion : la fon
tion f est de 
lasse C1 sur R

2 \ {(0, 0)}.



d) Soit g l'appli
ation dé�nie sur R
2 pour tout (u, v) ∈ R

2 par : g(u, v) = (u + v, u − v)et w = f ◦ g.La matri
e ja
obienne de w au point (u0, v0) ∈ R
2 \ {(0, 0)} est donnée par :

Dw(u0, v0) = Df(g(u0, v0))Dg(u0, v0)et un 
al
ul fa
ile montre que Dg(u0, v0) =

(

1 1
1 −1

).Par ailleurs, Df(g(u0, v0)) =
[

∂f

∂x
(g(u0, v0)) , ∂f

∂x
(g(u0, v0))

].En remarquant que x2 + y2 = 2(u2 + v2), l'on peut é
rire
∂f

∂x
(g(u0, v0)) =

(u0 − v0)
3

(2(u2
0 + v2

0))
3

2

cos(2(u2
0 + v2

0)) −
2(u0 + v0)

2(u0 − v0)
√

2(u2
0 + v2

0)
sin(2(u2

0 + v2
0))

∂f

∂y
(g(u0, v0)) =

(u0 + v0)
3

(2(u2
0 + v2

0))
3

2

cos(2(u2
0 + v2

0)) −
2(u0 − v0)

2(u0 + v0)
√

2(u2
0 + v2

0)
sin(2(u2

0 + v2
0))Don


Dw(u0, v0) =













2u0(u
2
0 + 3v2

0) cos(2(u2
0 + v2

0))

(2(u2
0 + v2

0))
3

2

− 4u0(u
2
0 − v2

0) sin(2(u2
0 + v2

0))
√

2(u2
0 + v2

0)

−2v0(3u
2
0 + v2

0) cos(2(u2
0 + v2

0))

(2(u2
0 + v2

0))
3

2

− 4v0(u
2
0 − v2

0) sin(2(u2
0 + v2

0))
√

2(u2
0 + v2

0)













t

Exer
i
e 2.a) La formule de Taylor à l'ordre 2 au point (0, 0) est donnée par :
f(h1, h2) = f(0, 0) + h1

∂f

∂x
(0, 0) + h2

∂f

∂y
(0, 0) +

1

2
h2

1

∂2f

∂x2
(0, 0)

+
1

2
h2

2

∂2f

∂y2
(0, 0) + h1h2

∂2f

∂x∂y
(0, 0) + o(‖h‖2)Pour f(x, y) = (x− y)exy, on a f(0, 0) = 0, on peut aussi remarquer que f(y, x) = −f(x, y).On a

∂f

∂x
(x, y) = (1 + xy − y2)exy d'où ∂f

∂x
(0, 0) = 1

∂f

∂y
(x, y) = −(1 + xy − x2)exy d'où ∂f

∂x
(0, 0) = −1

∂2f

∂x2
(x, y) = exy(2y + xy2 − y3) d'où ∂2f

∂x2
(0, 0) = 0

∂2f

∂y2
(x, y) = −exy(2x + x2y − x3) d'où ∂2f

∂y2
(0, 0) = 0

∂2f

∂x∂y
(x, y) = −exy(2y − 2x + xy2 − x2y) = exy(x − y)(2 + xy) d'où ∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 0Finalement,

f(h1, h2) = h1 − h2 + o(‖h‖2).



b) Pour déterminer les points 
ritiques de f on va 
her
her les points a qui annulent la gradientde f :
∇f(a) =





∂f

∂x
(x, y)

∂f

∂y
(x, y)



 =





(1 + xy − y2)exy

−(1 + xy − x2)exy



 =

(

0
0

)

.D'où le système
{

1 + xy − y2 = 0
1 + xy − x2 = 0

⇔
{

x2 − y2 = 0
1 + xy − x2 = 0 (∗)Or x2 − y2 = 0 entraîne x = y ou x = −y.Pour x = y, l'équation (*) donne 1 = 0, 
e qui est impossible, don
 x = −y.Pour x = −y, l'on obtient 2x2 = 1, don
 x = 1√

2
ou x = − 1√

2Les poins 
ritiques de f sont don
 ( 1√
2
,− 1√

2
) et (− 1√

2
, 1√

2
).En utilisant les 
al
uls de la question pré
édente, on a

Hf(
1√
2
,− 1√

2
) = e−

1

2





− 1√
2

3√
2

3√
2

− 1√
2



Dont la forme quadratique asso
iée est donnée par :
q( 1

√

2
,− 1

√

2
)(h1, h2) =

e−
1

2

√
2

[

h2
1 + h2

2 − 6h1h2

]

=
e−

1

2

√
2

[

(h2
1 − 3h2

2)
2 − 8h2

2

]Don
, q( 1
√

2
,− 1

√

2
)(h1, h2) peut être négative ou positive selon les valeurs h1 et h2.On peut don
 
on
lure que le point ( 1√

2
,− 1√

2
) est un point selle.Par ailleurs,

Hf(−
1√
2
,

1√
2
) = e−

1

2





1√
2

− 3√
2

3√
2

1√
2



On 
onstate que Hf(− 1√
2
, 1√

2
) = −Hf (

1√
2
,− 1√

2
),on en déduit fa
ilement que q(− 1

√

2
, 1
√

2
)(h1, h2) = −q( 1

√

2
,− 1

√

2
)(h1, h2).Le point (− 1√

2
, 1√

2
) est don
 aussi un point selle.


