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Exercice 1.
On considére la fonction f définie sur R? par

—__cos(2® +y?) si(z,y 0,0
rioyy = | TR s ) £ (00)
0 sinon.
a) Pour étudier la continuité de f au point (0,0), on utilise les coordonnées polaires :
x =rcos(f) et y =rsin(f) pour r € Ry et 0 € [0, 27].

Alors, pour (z,y) # (0,0), on a f(z,y) = f(r,0) = rcos() sin(#) cos(r?).
Donc  lim ) f(z,y) = }nl_I)I(l) f(r,0) =0= f(0,0)

(z,y)—(0,
car cos(6) sin(f) cos(r?) est bornée pour tout (r,0).
On en déduit la continuité de f a lorigine.

b) Détermination des d.p. de f.
e Soit (x,y) € R?\ {(0,0)}, alors

of _ Y’ 2, 2 22% 5o
%(Jf,y) = mCOS(SL’ +vy ) - WSID(I +y )

En remarquant que f(z,y) = f(y,z), Uon obtient

of of z3 2% .,

“J — 2J - 2 2y e 2
ay (xuy) 8x(y7x) (1'2 +y2)% COS(QE‘ _'_y ) 1'2 +y2 SlIl(.ZL’ _'_y )
" One of f(h,0) = £(0,0)
gz 0 0) = Jim n =0

0
De méme —f(0,0) =0.

dy
e Finalement, f admet des dérivées partielles sur R?, la question suivante va étudier la conti-
nuité de ces fonctions.

¢) La fonction f est classe C! si les d.p. sont continues. D’apreés la question précédente, ceci est
le cas en tout point (z,y) € R?\ {(0,0)} puisque les dérivées partielles de f sont composés
de fonctions définies et continues sur R? \ {0,0}.

Etudions la continuité des dérivées partielles de f au point (0,0). On a

0
(x,yl)ii}%0,0) 8—£(:c, y) = }E% (sin3 6 cos(r?) — 2r? cos® 0 sin 0 sin(r2)) = sin®§

Cette limite n’existe pas, donc % n’est pas continue a l’origine.

De méme lim  %(x = cos30 et L(x n’est pas continue a l’origine.
L 7, (7.Y) 3, (T ) p g

Conclusion : la fonction f est de classe C* sur R? \ {(0,0)}.



d) Soit g I'application définie sur R? pour tout (u,v) € R? par : g(u,v) = (u+v,u — v)
et w= fog.
La matrice jacobienne de w au point (ug, vo) € R?\ {(0,0)} est donnée par :

Dw(ug,vo) = D f(g(ug,v0))Dg(ug, vo)

et un calcul facile montre que Dg(ug, vg) = < 1 _11 )

Par ailleurs, D (g(uo, v0)) = [2(g(uo, vo)) , L (gluo, ))].

En remarquant que z2 + y? = 2(u? + v?), I'on peut écrire

g g, U = —(uo— %) cos(2(u + v? _2(u0+vo)2(u0—v0) sin(2(u + v?

00 w) = S cos(2(uf + o) s sl + )

g Ug, U = —(UO—HJO) cos(2(ul + v2)) — 2(uo — vo)*(uo + vo) sin(2(u + v?

gy 900 00) = S8 cos2uf + o) — S 2 + o)
Donc

2u(ug + 3vg) cos(2(ug +v3))  duo(ug — vg) sin(2(ug + v7)) !

(2(uf +3))? 2(ug + v5)

Dw(ug, vo) =

—20p(3ug + v§) cos(2(ug +vg))  4vo(ug — v) sin(2(ug + v3))
(Q(UO‘I‘UO))% 2(ug + vg)

Exercice 2.
a) La formule de Taylor a 'ordre 2 au point (0,0) est donnée par :

of of

Ox dy
2
i :

(0.0)+ b —2-(0.0) + of 1)

2
f(hy, hy) = f(0,0) + hy=— fg];
2 0°f
28 2

(0,0) + ha==(0,0) + =h>=2(0,0)

+h

Pour f(z,y) = (z —y)e™, on a f(0,0) = 0, on peut aussi remarquer que f(y,x) = —f(z,y).
On a

of = —y?)e™ on

5 LY) = (L+ay—yie donr =-(0,0) =1
of — _ g?)en on _

ay(ﬂ?,y) = —(I+ay—a?e donr =-(0,0) = —1
0? 5?2

axé‘(x,y) = (2 + a2y’ —y?) d’'od 35(0 0)=0
82f 82f

_ 7 — Ty 2, _ 3 IR

ay2(x,y) e (2x + 'y — a°) d’ont 8y2(0 ,0)=0
PI (2y) = —e(2y— 20+ 0y — %y) = (a — )@+ 2y) dFou (0,0 =0
0xdy ny= Y Wy Y Y ! oxdy
Finalement,

F(hi, ha) = hy — ha + o(|[B]|*).



b) Pour déterminer les points critiques de f on va chercher les points a qui annulent la gradient
de f :

0 T
8_£(I7y) (1+$y—y2)6 Y 0
2 (a,y) —(1 4y — a?)e
D’ou le systéme
l+ay—1y?>=0 22—y = 0
l+ay—a*=0 l+ay—a® = 0 (x)
Or 22 — y? = 0 entraine r = y ou = —.
Pour x = y, I’équation (*) donne 1 = 0, ce qui est impossible, donc = = —y.
_ : 2 _ _ 1 _ 1
Pour ZE.— g./,.l on obtient 2z° =1, d?nc T=sour=—x
Les poins critiques de f sont donc.(ﬁ, _f) et (— \/i’ f)
En utilisant les calculs de la question précédente, on a
1 3
1 1 , V2o V2
H = _— = 6_5
f(\/§ V2 ) 3 1
V2 V2
Dont la forme quadratique associée est donnée par :
e % e_%
_ 2 2 _ 2 212 2
Q2,2 (P, h2) = 7 (AT + h3 — 6hihy] = NG [(hT — 3h3)* — 8h3]

Donc, q(%,_%)(hl, hy) peut étre négative ou positive selon les valeurs hy et hs.

On peut donc conclure que le point (%, —%) est un point selle.
Par ailleurs,

1 3
g L1 V2V
——, =) = e 2
V2 V2
On constate que Hy(——5, 5) = Hf(\/_ —75);
on en déduit facilement que g1 (hl, ho) = — 935~ y(ha, ho)
27

Le point (—7 %) est donc auss1 un point selle.



