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Comparaison locale de fonctions
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Comparaison locale de fonctions

On va présenter trois types de relations locales entre deux fonctions f
et g en un point zo de R :

(E) f et g sont équivalentes quand x tend vers z ;

(N) f est négligeable devant ¢ quand x tend vers xg ;

(D) f est dominée par g quand x tend vers x.

Pour zy € R on va définir un voisinage de o V (z) :

esSixy € R, alors V(xo) = {ZE € R/‘I—Id < 6} I]l'o — &, +E[,
pour ¢ > 0 donné (suffisamment petit) ;

e Si xg est “+o00”, alors V(zp) = {z € R /z > A} =]A, +00],

pour A > 0 donné (suffisamment grand) ;

e Si xg est “—o0”, alors V(zg) ={z e R /z < —A} =] — 00, —A],
pour A > 0 donné (suffisamment grand) ;
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Comparaison locale de fonctions : équivalence

Définition. Soit D C R, g € Retf,g: D — R.

On dit que f () est équivalent & g(z) quand x tend vers x,

s'il existe un voisinage de xg, V' (z¢), et une fonction k : D NV (z9) — R
telle que f(x) = g(z)k(x) pourtoutx € DNV (zg) et lim k(z) = 1.

T— X

On note f(x) ~ g(x) pour x — zg.

Proposition. Soit D C R, zg € Retf, g, f1,91: D — R avec
f(x) ~ 9(55) pourx — Xg eff1(96) ~ gl(x) pourx — xq. Alors

f(@) f1(x) ~ g(x)g1(x) pourx — Xg ;

0 ¢ (D)0 £ (D) L~ L pours g
mais, en général : f(x) + fi(x) % g(x) + g1(x)  pourx — xq .
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Comparaison locale de fonctions : négligeable

Définition. Soit D C R, g € Retf,g: D — R.

On dit que f () est négligeable devant g(x) quand x tend vers o,

s'il existe un voisinage de xg, V' (z¢), et une fonction k : D NV (z9) — R
telle que f(x) = g(z)k(x) pourtoutx € DNV (zg) et lim k(z) = 0.

T— X

On note f(x) = o(g(z)) pour z — xo.

Proposition. f(x) ~ g(x) pourx — xq siet seulement si
f(x) —g(x) = o(g(x)) pourx — xy.

Exemples :

o (f(x) = o(1) pour z — a:o) & ( lim f(x) = 0)

T—Tq
e In(x) = o(z®) quand z — +oo et z* = o(e”) quand z — +oo
pour tout a € R,
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Comparaison locale de fonctions : dominé

Définition. Soit D C R, g € Retf,g: D — R.

On dit que f () est dominé par g(z) quand x tend vers x,
s'il existe un voisinage de xg, V' (), et M € R

telle que | f(x)] < M |g(x)| pour tout z € D NV (xg).

On note f(x) = O(g(z)) pour z — .

Exemple :
(f(x) = O(1) pour z — :c0> & (f(x) reste borné pour r — xo)

Remarques.

e 0(g(x)), resp. O(g(x)), désigne une fonction négligeable devant, resp. dominée
par, g(x) quand x tend vers (.

e Ecrire uniquement o(g(x)) ou O(g(x)) (sans indiquer o) n'a pas de sens.
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Comparaison locale de fonctions

O(f)£0(f) = 0O(f), 00(f)) = O(f), O(f)0O(g) = O(f9),

o(f) £o(f) = olf), olo(f)) = olf), olflolg) = olfg),
O(f)£o(f) = 0O(f), O(@(f)) = olf), olO(f)) = olf)
Exemples :

sin(z) = o(y/z) quand x — 0 et sin(z) = O(z) quand = — 0.

N -2
3N? 4+ N—-14 —— + NIn(N) = O(N?) quand N — +oo.

vV'N
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Fonctions de plusieurs variables réelles
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Introduction

On se propose d’étudier des fonctions qui dépendent de plus que d’un
seul paramétre réel et qui sont a valeurs réelles :

= (x1,...,29) €D CRY— f(x1,...,24) ER .
ou D C R? est le domaine de définition de la fonction f.
Le graphe de f est un sous-ensemble de R?*! :

(z1,...,%q, f(x1,...,2q)) C R

Les domaines D inclus dans R? (ou R?,...) peuvent avoir des formes
trés diverses et pour aller d’'un point « € D a un point b € D il existe en
général une infinité de chemins, en opposition avec la situation sur la
droite réelle R !
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Introduction : exemple

Exemple : La fonction f(z,y) = 1 + /1 — 22 — y2 est définie pour tout
(z,y) € Domf = {(z,y) € R*/a® +y* < 1}.
Son graphe est une surface incluse dans R3 :

2.0
1.8
e f
1.4
1.2
1.0
Z o8
06
0.4
0.2
00 J
15 -
20,5
0.0
05
. _ 15
y 15 1.0 0.5 0.0 -05 =
’ X

Dans la suite on va se dem_ander Si cgtte fopgtion e_st L
continue, reguliere, integrable.
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Norme, suites

On définit la norme euclidienne d’un point x = (x1,...,24) € R? par :

loll = /23 + - + 23

Ceci permet de calculer la distance entre deux points x et y de R? :

lz =yl = V(21 = y1)? + - + (24 — ya)?

On dira qu’une suite de points de R?, (z(™),,cn tend vers un point
r € R? ssi:

lim [|z™ —z||=0.
n—-4oo

ot z(™ = (:Bgn), . .,:cgln)) etx = (z1,...,24).
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Norme, suites (suite)

Comme en dimension 1, on écrit la définition de la limite :

lim [z(™ —z||=0
n—-+oo

)
Ve >0,IN eNVn> N : |z™ —z| < e

Exemples :
Trouver les limites des suites suivantes ( p > 0)

le(n) _ pnein et y(n) — (pn7p2n)
Tracer les chemins.
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Ensembles ouverts dans R¢

Soit z € RY, un voisinage ouvert de = dans R? est donné par la boule
ouverte de centre z € RY et de rayon ¢

Bo(z,¢) = {y eRY / /(1 —21)2 + -+ (g — xd)2<€}

Un ensemble € C est un ouvert de R? si pour tout point = € € il existe
un voisinage ouvert inclus dans (2.

Gréace au produit cartésien, on obtient des ouverts de R? a partir
d'ouvertsde R :

10, 1[x]0, 1[=]0, 1[? est la carré unité ouvert de R? ;
10, 1[x]0, 1[x]0, 1[=]0, 1[? est la cube unité ouvert de R3.
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Limite de fonctions

Soit f: D C R — R, a e D CR? alors
lim f(z) =1

r—a

Ve >0,dn > 0,Vz: ||z —al| <n=|f(z)-1] <e

ou, de facon équivalente,
si pour toute suite (2(™),cy € D quitendvers a : lim f(z(™) = 1.

n—-4oo

Attention, le calcul des limites dans R¢, d > 2 est plus difficile que dans
R, calculer : lim

T
(21,22)—(0,0) \/x2 + 23
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Limite de fonctions, exemple

En utilisant les coordonnées polaires :

f(@1,32) = \/ﬁ = cos(8) = f(r,0) .

z = f(r,0) = cos(0)
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Continuité

Une fonction f : 2 € D ¢ R? —— f(z) est continue en a € D ssi

lim f(z) = f(a)

r—a

)
Ve > 0,9 >0,V : ||z —al| <n=|f(x) - fla)| <e

La somme, la difféerence, le produit, la division et la composition d’un
nombre fini de fonctions continues est une fonction continue
(sur le domaine de définition adéquat!)
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Dérivée directionnelle

Soit Q un ouvertde R%et f : QO — R.

On veut étudier la variation de f au voisinage de a € () :
on va d’abord se restreindre a un probléme 1D,
i.e. un segment passant par le point a.

Soit v € RY, la dérivée de f au point a, dans la direction v, est définie
par

D, f(a) = lim %(f(a tho)—f(@) (heR).

h—0

Si v = e;, on obtient la dérivée partielle de f par rapport a la :®variable,

_of
= 9. (a).

notée, D, f(a)
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Fonctions dérivées partielles

On a 5 )
D;f(a) = f(a):lim—(f(al,...,aiJrh,...,ad)—f(a)) (h €R).

N 8[[’1 h—0 h

La dérivée partielle de f en a par rapport a la :°-variable s’obtient en
laissant fixe toutes les variables, sauf la :°.

On définit les fonctions dérivées partielles 2L : R? — R

‘ d
a 8;2(@)

Ce sont des fonctions de d variables !

of
8$i
en considérant que les autres variables sont des constantes.

Pour calculer (a) on dérive f par rapport a sa i®-variable,

Exemple : f(x,y) = z°y, alors
D1 f(a) = 2ajay €t Daf(a) = a3 ol a= (a1, az).
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Dérivée directionnelle (suite) _
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Différentielle

Pour étudier la variation de f au voisinage de a € 2
on peut aussi approximer f par une fonction plus “simple” au voisinage
de a.

Soit 2 un ouvert de R et f : Q@ — R™. On dit que f
est différentiable en a €

s'il existe une application linéaire L € £(R?, R™) qui vérifie

If(a+u) = f(a) = L(uw)| = o(llull)  (ue€RY).

On note L = df, la différentielle de f en a et D f(a) € M(m,d) la
matrice associée est appelée matrice jacobienne.

Pour m = 1, la matrice jacobienne est un vecteur ligne.

Quel est le lien entre les dérivées directionnelles de f en a, pour toute
direction v, et la matrice jacobienne de f en a ?
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Dérivée directionnelle et différentielle

Proposition. Soit ) un ouvert deR? et f : Q — R différentiable au point a € €,
alors pour toutv € R% :

D, f(a) = dfo(v) = Df(a)v.

La matrice jacobienne s’écrit D f(a) = ( g—i(a) oo 2L (q) ) :

d

va(a) — Zvi

gg (a) = < Vf(a),v > = V(@) v

ot Vf(a)= (Df(a))’ = : est le gradient de f au point a.

Attention : la réciproque est fausse, il existe des fonctions pour lesquelles toutes les
dérivées directionnelles existent et qui ne sont pas différentiables.
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Matrice jacobienne pour f :  C RY — R™

Proposition. Soit ) un ouvertde R et f : Q — R™ différentiable,

c-a-d qu’il existe une application linéaire de R< dans R™ qui approxime f et dont la
matrice jacobienne est D f (a) € M(m, d).

Sion note f1,..., fm, les fonctions coordonnées de f : f = (f1,...

oufi :RT— R, 1<i<m.

La matrice jacobienne s’écrit

0 o
(a) 8(a)
0 0
5L(a) §2(a)
Ofm Ofm
aj;l (a) a];2 (a)

9f1
Oxq

Ofo
awd

Ofm

Bmd

(@)

(a)

(a) /
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Dérivée directionnelle et différentielle (suite)

Proposition. Soit ) unouvertdeR?, f : O — Reta € Q.
Si au point a toutes les dérivées partielles D; f(a), 1 < i < d, existent et si les
fonctions x — D, f(x) 1 < i < d, sont continues dans un voisinage de a, alors f

est différentiable en a.

On dit que f est continiment différentiable, f € C (€, R), si on a continuité des d.p.

en tout point de 'ouvert ).

On dit que f est de classe CP, f € CP(), R), si on a existence et continuité des d.p.
jusqu’a l'ordre p en tout point de l'ouvert ).

Dans la suite, on va considérer des fonctions suffisamment réguliéres,
c.-a-d. de classe C' ou €2, ainsi ne se posera plus la question de

différentiabilité.
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Différentielle de fonctions composées

Proposition. Soient g : R — R™, f : R™ — RP des fonctions différentiables.
Onpose h = f o g, alors h : R* — RP est différentiable et, pour touta € R? :

dha = df 4(a) © dga -

Pour les matrices jacobiennes : ~ Dh(a) = D f(g(a)) Dg(a) ou

Dihy(a) ... Dghy(a)
Dihy(a) ... Ddf;p(a)

Difi(g(a)) .. Dmfi(9(a))\ [ Digi(a) ... Dagi(a)
: lep:(g(a)) Dmfp:(g(a)) Dlg;n(a) Ddg;n(a)
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Différentielle de fonctions composées, exemple 1

eSid=p=1,mquelconque:g: R —>R™et f: R"™ — R,
donch:R — Reth(a) = f(g1(a),...,gm(a)) € R, poura € R et

h(a) = Df(g(a))Dg(a)

_ (le(g(a)) Dmf(g(a)))

_ ZDif(g(a)) gi(a) .
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Différentielle de fonctions composées, exemple 2

eSid=m,p=1:g:R? - R%et f:R? = R,
donc h: RY — R et h(a) = f(g1(a),...,g4(a)) € R, pour a € RY,

Ona Djh(a) = zd:Dif(g(a)) Djgi(a),pour1 <j <d

et -

Dh(a) = (Dlh(a) Ddh(a)>

Digi(a) ... Dggi(a)

_ (le<g<a>> Ddf<g<a>>) . :
Digq(a) ... Dggq(a)

L2 - semestre 4 - 2010/11

Analyse pour I'lngénieur — p. 27

Bijections et continuité

Soit f: ACR™ — B CR", (m <n).
On dit que f est un homéomorphisme de A sur B ssi
f est continue et bijective et si la réciproque f~! est continue.

Exemples :
f:B(0,1) c R? —» R? avec f(x;,x3) = —A—(x1,2) €stun

homéomorphisme ;

g:[0,2r[Cc R — C(O,1) C R? avec g(f) = (cos b, sin f) n’est pas un
homémorphisme ;

h:R — A CR?avec h(t) = (t,at + b) et A = h(R) est un
homéomorphisme.

Proposition : Lhomémorphisme f transforme un ensemble ouvert de A
en un ensemble ouvert de B.
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Bijections et différentiabilité

Soit f: Q C R* — f(Q2) C R™, on suppose ici m = n|
On dit que f est un C!-difféomorphisme de 2 sur f(Q) ssi
f est de classe C! et bijective et si la réciproque f~! est de classe C!.

Exemples :
f:R — R avec f(x) = 23 n'est pas un difféomorphisme ;

g : R% x]0,2n[— R?\ {(z,0)/z € R} }
avec g(r,0) = (rcos d,rsin #) est un difféomorphisme.

Proposition : Pour le diffeomorphisme f et siy = f(x) € f(2), les
matrices jacobiennes D f(x) et D f~1(y) sont inverses I'une de l'autre :

Df(z)Df~'(y) = Df'W)Df(@) = L: Df~'() = (Df(@) .
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Dérivées partielles d’ordre deux

Proposition. Soit ) unouvertdeR?, f : O — Reta € Q.
On suppose que f € C2(Q, R). La différentielle d'ordre 2, d f,, est une forme
bilineaire symetrique, dont la matrice s’écrit

Dy1f(a) Diaf(a) ... Diaf(a)
Doy f(a) Daaf(a) ... Daaf(a) o2

Hy(a) = 21; 22: 2d3 N (8$iaij (a)) 1<ij<d
Doif(a) Dnaf(a) ... Daaf(a) -

C’est la matrice hessienne de f ena, pour h, k € R¢ :

A2 f.(h, k) = ht Hp(a) k .

Note : grace a la régularité ©2 de f on a identité des fonctions d.p. :
*f  0°f
8951'(9903' n 895]895,

1<i,j<n.
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Formule de TayLor a 'ordre 2

Proposition (Formule de TAYLOR & l'ordre 2).
Soit Q un ouvertde R4, f : QO — Reta € Q.
On suppose que f € C2(Q,R), alors

fla+h) = f(a)+dfa(h)+ 5 d*fa(h, h) + o(||n]?)

= fla)+(Vf(@) h+gh" He(a) h+o(|h]*) (b eRT).

Cas particulier: f : R? — R, a = (a1, az) eth = (hy, hs) :

0 %)
fla1 + hi,a9 + he) = f(a1,a2) + 8_551(@)}” + a_gi(a)h2
1 0°f S 2 0* f 2 2
+§ Ox12 (a)hl + 2 D152 (a)h2 + 92102, (a)h1h2 + O(hl + h2) .
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Extrémas locaux

Définition. Soit Q unouvertde R?, f : @ — Reta € Q.
Alors a est un minimum local (strict) de f sur €2 si pour tout x € V(a) :

f(a) < f(x), (resp. f(a) < f(z)).

Alors a est un maximum local (strict) de f sur € si pour tout = € V(a) :

f(a) = f(x), (resp. f(a) > f(x)).

Dans les deux cas on parle d’extrémum local.

Définition. Soit Q unouvertde R?, f : @ — Reta € Q.
On dit que a est un point critique de f si Vf(a) = O.

Proposition (CN d’ordre 1).
Soit Q un ouvert de R?, f : Q) — R de classe C' eta € (.
Si a est un extrémum local, alors a est un point critique, cad V f (a) = O.

Attention, c’est une CN : f(z,y) = 22 — y? admet comme point critique
a = (0,0) qui n’est pas un extrémum local !
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Extrémas locaux : fonctions de deux variables

Définition. Soit ¢ une forme quadratique sur R? et H la matrice symétrique
associée : ¢(h) = h! H h pour tout h € R?.
On dit que q, resp. H, est

dégénérée, s'il existe h € R? non nul, tel que g(h) = 0;

définie positive si pour tout & € R? non nul, g(h) > 0;

définie négative si pour tout 4 € R? non nul, ¢(h) < 0.

Soit Q un ouvert de R?, f : Q — R de classe €2 et a € Q fixé. La
matrice hessienne de f en a est symétrique et définit une forme
quadratique sur R?.

Pour tout h = (h1> c R?:
ho

2f (4, °f (4
d(h) = W Hy(@h= (b hy)| 227 Fopml®) (h)

39?1 éfx2 (a) aangz (a) ha
0% f > 0% f 0% f 2
= 8(1}12 (a) h’l + 2m(a) h1h2 aF 8:8—22(0,) h2.

|
L2 - semestre 4 - 2010/11

Analyse pour 'Ingénieur — p. 33

Extrémas locaux : fonctions de deux variables (suite)

Proposition (CS d’ordre 2).
Soit Q) un ouvertde R?, f :  — R de classe C? eta € 2 un point critique de f.
On note q la forme quadratique définie par H ¢ (a) :
(a) siq est définie positive, alors a est un minimum local strict ;
(b) siq est déefinie négative, alors a est un maximum local strict;
(c) s'ilexiste h, h' € R? non nuls, tel que q(h) > 0 etq(h) < 0,
alors a est un point selle ;
(d) siq est degénéréee positive ou dégénérée négative,
on ne peut pas conclure directement.

Note : ces résultats concernent les extrémas locaux, pour savoir si un point est un
extremum global il faut faire une analyse appropriéee.
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Extrémas locaux : fonctions de deux variables,

exemples
(@) f(z,y) = z*+ y?, (0,0) est un minimum strict;
(b) f(z,y)=1—2%—192 (0,0) est un maximum strict;
(c) f(z,y) =2 — 192, (0,0) est un point selle;
(d) f(x,y) = 2?2, pour tout 3 € R, (0, 3) est point critique et c’est un

minimum ;
(d) f(x,y) =22+ 13, (0,0) est point critique unique, c’est un point
selle.
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Intégrales multiples

1
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Intégrales multiples : introduction

On veut étendre le calcul d’'intégrales a des fonctions de plusieurs
variables, c’est-a-dire dont le domaine de définition est inclus dans R¢
oud=2,3,...etlegraphe dans R¢+!,

Exemple : f(z,y) = 1+ /1 — 22 — 42 est définie et continue pour tout
(z,y) € Domf = {(z,y) € R?/z? + y? < 1}.

Probleme : Comment définir et calculer/ f(x,y)dedy ?

Dom f
2.0
1.8
1.6 f
1.4
1.2
1.0
2 o8 ]

0.6
0.4
0.2
0.0

B\
15
s [
05

0.0

0.5

1'95

. - 15
Y 15 10 05 00 05 1.0

3
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Intégrales multiples : introduction

e Lintégrale d’une fonction positive f : [a,b] C R — R est 'aire
compris entre le graphe (z, f(z)) C R? et I'axe des abscisses R.

e Lintégrale d’une fonction positive f : D ¢ R? — R, est le volume
entre le graphe (z,y, f(z,y)) C R3 et le plan R2.

e Soit f: D C R - R,

alors le graphe (z1,...,zq, f(x1,...,24)) C R4TL:
on doit donc mesurer des domaines dans R4t1,

|
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Intégrales multiples : mesurer des volumes dans R¢

Définitions.
e On dit qu'une partie D C R est bornée, si il existe R € R__ tel que D est inclus
dans I'ensemble

Bf(O,R):{a::(asl,...,a:d)ERd/\/x%+...+x§§R} :

la boule fermée de centre O = (0,...,0) € R? et de rayon R.

e Un pavé fermé P de R? est défini par
P={z=(z1,...,24) €R?/a; <w; <b;,1 <i < d}

= [al,bl] X - X [ad,bd] :

oules a;,b; € R;a; <b;,pouri=1,...,d.
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Intégrales multiples : mesurer des volumes dans R4

Définitions.
e La mesure d'un pavé fermé P = [a1,b1] X - -+ X [ag, b4)
d
est définie par m(P) = H(b@ —a;).
i=1

e Une partie N C R? est négligeable dans R?, si pour tout ¢ € R* , il existe un
nombre fini de pavés fermés P, (1 < k < n) de R tels que

n n
N C UPk et Zm(Pk)<€.
k=1 k=1

Note : pour x € N négligeable, il n’existe aucune boule ouverte de centre x incluse
dans NNV.

1
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Intégrales multiples : mesurer des volumes dans R¢

Exemples :
e Dans R les pavés fermés sont les segments [a, b] ;
tout ensemble fini de points {x1,...,x,} est négligeable dans R.

e Dans IR? les pavés fermés sont les rectangles [a1,b1] X [as2, bo] ; toute
union finie de segments est négligeable dans R?,

p. ex. le bord d’un carré.

e Dans R? les pavés fermés sont a1, b1] X [ag, ba] X [as, b3] ;

toute union finie de rectangles est négligeable dans R3,

p. ex. le bord d’'un cube.
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Intégrales multiples : Courbe de von KocH K

ensemble de R?, délimité par la courbe VON KOCH, est :
borné, de périmetre infini, d’aire finie et n"'admet de tangente en aucun

A S if;”é

n=0 = =
La courbe K, (n>0) est composee de s, = 3 : 4" segments de longueur
l, = 1/3". Le périmétre vaut p, = 3 (3)" et l'aire vérifie

ap = Qp—1 + Sn_ll%§ (n>1) avecC ag = \/Tg

2v3
K, — K lim p, =+oo et lim an:T\/_.

n—-+oo n—-—4oo

L2 - semestre 4 - 2010/11

Analyse pour I'lngénieur — p. 42



Intégrales multiples : mesurer des volumes dans R¢

Définitions.
e Le bord d’un domaine D C R% est I'ensemble
oD ={z R /Ve € R, ;
Bo(x,e) N D # (et By(x,e) N (Rd\D) Q)}

ou

£
Bo(x,6)={y€Rd/\/(y1—sc1)2+ A+ (Yyqg — x4)? }

est la boule ouverte de centre z € RY et de rayon €.

e On dit qu’'un ensemble borné D C RY est quarrable si son bord est négligeable

dans RY.
d
e Lintérieur du pavé fermé P, défini par Int(P) = H a;,b
1=1
a comme mesure ou volume m(Int(P)) = m(P).

|
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Intégrales multiples : mesurer des volumes dans R4

Pour D € RY quarrable, la mesure m(D) est définie grace a des

recouvrements de D par des pavés de R,
Propriétés fondamentales :

1. m(0)=0;
2. m(D1 U Dy) =m(D;y) + m(D2) si D; N Dy est négligeable ;
3. Si Dy C Do, alors m(Dy) < m(D>);

Des ensembles «exotiques», comme la courbe de VON KOCH, ne
seront pas considérés. ..

Tous les domaines considérés dans la suite sont quarrables.

On va souvent utiliser des domaines D dont les bords 0D sont
composés de courbes regulieres.

Ceci est motivé par la proposition suivante.
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Intégrales multiples : mesurer des volumes dans R¢

Proposition. (admise)
Soit f : B,(0, R) C R — R de classe C*.
Alors, pour tout pavé fermé P C B, (0, R), I'ensemble

{(xl,...,:):d,f(azl,...,xd)) c Rd+1/(x1,...,:1:d) c P}

est négligeable dans R4+,
C-a-d : toute partie bornée du graphe de f est négligeable dans R4+

Proposition.
Soit D C R® un ensemble borné dont le bord est une réunion finie de graphes de
fonctions régulieres. Alors DD est quarrable.

Exemple : D(A,r), le disque de centre A et de rayon r est quarrable.
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Intégrales multiples : définition

Définitions.
e Soit P un pavé fermé de R?, la fonction caractéristique I p, associée a P est

T Ip(z) {1 si veP
éfinie par : I p(x) =
0 si x¢P

e Une fonction h : R? — R est une fonction en escalier si et seulement si h s'écrit
comme combinaison linéaire finie de fonctions caractéristiques de pavés P;, 1<i<n,
dont les intérieurs sont disjoints :

Vo € R : h(:v):ZaiI[pi(x), a; €eR1<i<n.
i=1

e On définit 'intégrale d’une fonction en escalier h par

/Rd h(z) da = ia m(P;) .

1
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Intégrales multiples : définition

Soit f : RY — R une fonction bornée qui s’annule en dehors d’un pavé
fermé @ € R<,
Soit P = { P, ..., P,} une partition de @,

ie.Q=|J P etInt(P) N Int(P;) =0, 1<i<j<n.
p=1
e La somme de RIEMANN associée a f et P est définie par

R(f,P)=>_ f(z;)m(P;) ol x; estle barycentre de P;.
1=1
e Soit d(P) = max diam(F;), alors

f est intégrable si et seulement si  lim R(f,P) existe.

d(P)—0
On note alors dr = lim R(f,P).
. Rdf(x) T (f,P)
|
i
Intégrales multiples : définition
de = i Hm(P;) .
| f(@)dz d(;ggoi;f(x)m( )

Lintégrale est définie comme une limite d’'intégrales de fonctions en
escalier, définies sur des partitions de plus en plus fines.
Si cette limite existe, elle est indépendante des partitions choisies.
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Intégrales multiples : caractérisations

e f estintégrable si et seulement si,
pour tout € > 0, il existe des fonctions en escalier h et k telles que

Vz € R?: h(z) < f(x) < k(z) et
/de‘(az)d:v—/Rd h(z)dz < e.

e Une fonction définie et bornée sur un domaine quarrable borné et qui
est continue en dehors d’'un ensemble négligeable, est intégrable.
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Intégrales multiples : propriétés

e Soient f, g intégrables, a,b € R :

/Rd(af(iv) + bg(x)) dx = a/Rd f(x) dx—l—b/Rd g(x) dz.

e Soit f intégrable vérifiant, pour tout € R?, f(x) > 0, alors

f(x)dx > 0.
]Rd

e Sil'ensemble A c RY est quarrable, alors 14 est intégrable et

/Rd Ta(z) dz = m(A).

e Si f est intégrable et A ¢ RY est quarrable, alors f 14 est intégrable

et on note /Af(;c) dx = /Rd f(x)la(x) d.
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Intégrales multiples : propriétés

e Soit f et g intégrables, A c R? quarrable, avec f < g, alors

Lﬂ@msﬁm@m.

e Soit f intégrable, A c R? quarrable, et |f(z)| < M, alors
x) dx

< M m(A).

e Soit f intégrable, A et B des ensembles quarrables avec
AN B négligeable, alors f(x)dz = / f(x)dz + / f(x
AUB

e Soit A quarrable, f, g intégrables et {z € R?/f(x) # g(x)}

négligeable, anrs/Af x da::/g(a:) dz.

A
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Calcul d’intégrales multiples

Théoréme. (FUBINI)
On considére f : R +42 — R une fonction intégrable,
A; € R% Ay € R% des ensembles quarrables, et I'on pose

pour toutx € A; : Fy(x / flz,y)dy et
pour touty € Ay : Fy(y) = f(x,y)dx
Ay

Alors, les fonctions Fy et F'5 sont définies, intégrables et

Joon, 1082 [, Fi0rto= [ P

Onnote/A Fl(a:)d:v:/A ( ) f(:c,y)dy) dzx.
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Calcul d’intégrales multiples

e On pose, pour tout (z,y) € R?,
y=2 si0<z<y<l
flz,y) =< —272 si0<y<z<l1
0 sinon

Alors /01 (/Olf(:zr,y)da:) dyzlet/O1 (/Olf(x,y)dy) dr = —1.

La fonction f n’est pas intégrable !

e Soient A ¢ R% et B C R?% quarrables,

f:R% - Retg:R% — R intégrables.

On pose, pour z = (z,y), h(z) = f(z)g(y),

alors la fonction h : R% x R% — R est intégrable et

[RRCEE ( IRC daz) ( [ o dy).
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Calcul d’intégrales multiples

Proposition. (Principe de CAVALIERI)

Soit A C R quarrable tel que A C P x [a, b],

ol P est un pavé fermé de R? et [a, b] C R.

Pour t € [a,b], onpose A; = {x € R? / (x,t) € A} C R%.

On pose a(t) = my(A;) la mesure dans RY du quarrable A;, et on a
b

de(A):/ a(t) dt.
b i R

1
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Calcul d’intégrales multiples

Proposition.
Soit A C R? quarrable, ®, ¥ : A — R continues
et vérifiant ® < W, alors I'ensemble

C={(z,y) eER™M Jz € A et ®(z) <y < V(z))
est quarrable. Si f : C — R est continue, alors,

/Cf(z) dz:/A ([;j) f(x,y)dy) de.
R

v
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Calcul d’intégrales multiples

Volume d’un corps de révolution dans R3

Soit f : [a,b] — R, positive et continue, appelons A le corps engendré
par la rotation du graphe de f autour de I'axe des abscisses.

b
On a a(t) = aire(A;) = 7 f(t)?, dou  wvol(A) = 7r/ f(x)? d.

Y

1
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Calcul d’intégrales multiples

d
Soit f intégrable sur R? et P = | [[a;, b;] C RY, alors
p=il

/Pf(x) dx = /azd </aidll ( . ( :1 () dx1> ) dxd1> dxg .

Le théoréme de FUBINI permet de ramener le calcul d’'une intégrale
multiple sur un pavé de R? a une succession de d intégrales simples.

Si le domaine d’intégration n’est pas simple (p.ex. un pavé) on peut
souvent le transformer grace a un changement de variables.
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Changement de variables dans les intégrales multiples

Coordonnées polaires sur R? \ {(0,0)} :

rcos(f) }(_){ r = \/m

= rsin(0) 0 = arctan(y/x)
/ Y
]
)
—>
&,
a p T a L x
: . b+a
Aire=(b — a)(0 — «) AIre:T (b—a)(B — ).

|
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Changement de variables dans les intégrales multiples

Il faut donc tenir compte de l'influence d’'un changement de variables
sur la mesure des volumes !

Comme dans le cas 1D, la correction est donnée par les variations
d’ordre 1 du changement de variables ® : RY — RY,

De facon précise, c’est la

valeur absolue du déterminant de la matrice jacobienne
qui intervient dans la formule du changement de variables pour les
intégrales multiples.
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Changement de variables dans les intégrales multiples

Soit®: RY — R4

r — y=®(x)
Orz=(x1,...,24) ERety = ®(x) = (®1(2),...,P4(x)) € RY, ol
®;:RT - R, y; = O5(xq,...,24).

La matrice jacobienne de ®, au point a € R¢, est définie par

Gri(@) o 5
0P, a .. 0P a
s = |
2i(a) o S(a)
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Changement de variables dans les intégrales multiples

Le jacobien de ®, au point a € RY, est défini par

o0dq 0P,
o (@) gl
92(q) ... i(g)

det(I(@)(@) = P ) =| e
8a(q) ... B2u(g)
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Changement de variables dans les intégrales multiples

Théoréme. Soit A un pavé fermé, borné quarrable de R¢ et soit & : R — RY,
On suppose que P est bijective sur A, que les dérivées partielles de P existent et
sont continues et que le jacobien ne s’annule pas sur A.

Alors, ®(A) est quarrable et si f : RY — R est continue sur ®(A) alors

fo)dy = [ (@) |D@1"“’®d>
B(A) A

D(xy,...,24) (z)] da.

D(A) ¢!

N A
~

1
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Changement de variables dans les intégrales multiples

e Transformation affine, ®(z) = Mz + b,

ol M est une matrice carrée inversible (d, d) et b € RY,
d

On a (I)z(.il?) — Z M.z + b; et
k=1

m(®(A)) = L(A) ldy = /A 1 |det(M)|dzx = |det(M)| m(A).
e Coordonnées polaires dans R? :
(z,y) = D(r,0) = (P1(r,0), Pa(r,0)) = (r cos(0), rsin(h))

cos(f) —rsin(0)
sin(f)  rcos(0)

D(®4, D) B
i) "

‘:r.

Sur R?\ {(0,0)}, ® est bijective, ses dérivées partielles sont continues
et le jacobien est non nul.

|
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Changement de variables dans les intégrales multiples

Coordonnées sphériques dans R3 : (z,y, 2) = ®(r,0,) avec
Oy (r,0,9) = 1rcos(vh)cos(d)
= ®y(r,0,9) = rcos(y)sin(h)
= ®O3(r,0,9) = rsin(y)
oureRy,0el0,2r] ety € [—n/2,+7/2]
D(®q, Do, P3)
D(r,0,)

N e R

et

(r,0,1) = r? cos() .

\
\
O
\
\

1
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Changement de variables dans les intégrales multiples

Coordonnées cylindriques dans R? : (z,y, 2) = ®(r, 0, 2) avec

x ®y(r,0,z) = rcos(d)
y = Po(r,0,2) = rsin(f)
z = P3(r,0,2) = =z
our eRy,0e(0,2n] etz eR.
D(¢17®27q)3)
0,9)=r.
et D(T‘7 9, w) (Ir7 71/}) r
Z | |
_____ . _
0/
X
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Changement de variables dans les intégrales multiples

Coordonnées sphériques dans R? : (z1,...,24) = ®(r,01,...,04_1) OU
(1 = rcos(f1)cos(fz) -+ cos(0y,)cos(0g—2)cos(0g—1)
T = rcos(f1)cos(fz) -+ cos(04,)cos(Bi—2)sin(fg—1)
< T3 = rcos(f1)cos(fz) -+ cos(0y,)sin(0y—2)
Tqg—1 = rcos(fy)sin(fs)
| Zd = rsin(6,)

our e Ry, 041 €[0,2n] etb, € [-n/2,+7/2],1 <p<d-—2,

D(®q,...,04)
D(T, 91, 500 79d—1)

= r? 1 cos?72(0;1) cos?3(0y) - - - cos(04_2) .

et

(7’, 91, .. 79d—1)
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Intégrales multiples impropres

Comme pour le cas de fonctions a une variable, on veut étendre le
calcul d'intégrales multiples a des domaines non bornés dans R et &
des fonctions ayant une singularité, c’est-a-dire non bornées au
voisinage d'un point du domaine d’intégration.

Remarquons tout de suite que la convergence des intégrales multiples
ne peut étre que absolue :

f estintégrable sur A C RY
si et seulement si
| f| est intégrable sur A C R,
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Intégrales multiples impropres

Démarche pratique pour intégrales doubles

e Soit A C R?, on dit qu’une suite d’ensembles fermés bornés (K, ).,en
épuise A, si la suite est croissante, K,, C K,, .1, et si pour tout fermé
borné K C A, il existe N € Ntelque K C Ky.

Exemple : A = (R,)? alors K,, = [0,n]? et
L, ={(z,y) € (Ry)?*/1/n < 2%+ y? < n} sont des suites de fermés
bornés qui épuisent A.

e Soit f une fonction localement intégrable sur A, alors l'intégrale de f
sur A est convergente si et seulement si il existe g : A — R, dont
I'intégrale converge sur A et telle que | f| < g sur A.
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Intégrales multiples impropres

Démarche pratique pour intégrales doubles (suite)

e Lintégrale sur A d’une fonction positive g est convergente si et

seulement si la suite positive «,, = / g(z) dx est majorée.
K,

e Lintégrale de f sur A est convergente si et seulement si I'intégrale
de | f| sur A est convergente.

On a alors /f(:z:)d:r;z lim / f(x)dx.
A n—-+o00 K,

Le résultat étant indépendant du choix de la suite K,,.
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