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IntrodutionSilab (ontration de Sienti� Laboratory) est un logiiel distribu�e librement, main-tenu et d�evelopp�e par le Consortium Silab depuis la r�eation de ette struture en2003. Il est t�el�ehargeable gratuitement depuis le site oÆiel http://www.silab.org.C'est un environnement num�erique qui permet d'e�etuer rapidement les aluls etrepr�esentations graphiques ouramment renontr�ees en math�ematiques. Il ne faut pasattendre de e ours d'initiation une doumentation ompl�ete de Silab, pas plus qu'unmanuel de programmation ou un ours d'utilisation avan�ee. Le but de e qui suit estd'aider le d�ebutant en introduisant quelques unes des fontionnalit�es de base.Il est onseill�e de lire e doument apr�es avoir lan�e Silab, en ex�eutant les om-mandes propos�ees une par une pour en observer l'e�et. Les exemples ont �et�e test�es surla version 5.3.0 pour Linux. �A l'exeption peut-être des exemples utilisant les outilsgraphiques (qui ont beauoup �evolu�e), ils devraient fontionner sur tous supports ettoute version du logiiel.Ce doument se trouve aussi sur les pages Maths en Ligne de Bernard Yart �al'Universit�e Joseph Fourier, Grenoble : http://ljk.imag.fr/membres/Bernard.Yart/mel/.Table des mati�eres1 Cours 11.1 Veteurs et matries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21.2 Graphiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161.3 Programmation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271.4 Calul num�erique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31Index 382 Entrâ�nement 422.1 Vrai ou faux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 422.2 Exeries . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 492.3 QCM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 562.4 Devoir . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 592.5 Corrig�e du devoir . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 613 Compl�ements 663.1 Un voyage �a Antiyth�ere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 663.2 La pasaline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 673.3 Les mahines �a aluls . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 683.4 La manufature �a logarithmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 693.5 Que alule la alulette ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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L2 - ECSM - 2012-2013 11 Cours�A savoir pour ommenerUne fois Silab harg�e, une premi�ere invite de ommande, indiqu�ee par -->, ap-parâ�t dans la fenêtre. Tapez 1+1, puis Entr�ee . Le r�esultat est donn�e : ans = 2.Pour d�emarrer, et pour une utilisation � l�eg�ere �, vous rentrerez ainsi des om-mandes ligne par ligne. Un � retour-hariot � Entr�ee ex�eute la ligne, sauf dans deuxas :� si la ligne se termine par deux points, la s�equene de ommandes se prolonge surla ligne suivante ;� si la ommande d�e�nit une matrie, les lignes de ette matrie peuvent êtres�epar�ees par des retour-hariot. Cei sert essentiellement �a importer de grandesmatries depuis des �hiers.Dans une ligne de ommande, tout e qui suit // est ignor�e, e qui est utile pourles ommentaires. Les ommandes que nous proposons sur des lignes suessives sontsuppos�ees être s�epar�ees par des retour-hariot.A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9℄ // definit une matrie 3X3A=[1,2,3;4, // message d'erreurA=[1,2,3;4,.. // attend la suite de la ommande5,6;7,8,9℄ // la meme matrie est definieA=[1,2,3; // premiere ligne4,5,6; // deuxieme ligne7,8,9℄ // fin de la matrieAjouter un point virgule en �n de ligne supprime l'aÆhage du r�esultat (le alulest quand même e�etu�e). Cei �evite les longs d�e�lements �a l'�eran, et s'av�ere viteindispensable.x=ones(1,100); // rien n'apparaitx // le veteur x a bien ete definiSouvent des ommandes doivent être r�ep�et�ees, ou l�eg�erement modi��ees. On peutnaviguer dans les ommandes pr�e�edentes ave les touhes " et # . Une fois rappel�eeune ommande, elle peut être modi��ee en se d�epla�ant dans la ligne :  ou ! . Lesr�esultats sont a�et�es par d�efaut �a la variable ans (� answer �), qui ontient don ler�esultat du dernier alul non a�et�e.Dans les noms de variables, les majusules sont distintes des minusules. Toutes lesvariables d'une session sont globales et onserv�ees en m�emoire. Des erreurs proviennentsouvent de onfusions ave des noms de variables d�ej�a a�et�es. Il faut penser �a ne pastoujours utiliser les mêmes noms ou �a lib�erer les variables par lear. Vos variables sontlist�ees par who_user.a=[1,2℄; A=[1,2;3,4℄; // affete a et A



2 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes1+1 // affete answho_user // vos variableslear awho_user // a disparaitlearwho_user // a, A et ans disparaissentFaites attention �a ne pas utiliser des noms de fontions pr�ed�e�nies.gamma(1) // appel de la fontion gammagamma=3 // warninggamma(1) // 1er element de la variable gammagamma(4) // erreur : pas de 4e element dans gammalear // effae les variables de l'utilisateurgamma(4) // la fontion gamma est de nouveau disponibleL'aide en ligne est appel�ee par help. La ommande apropos permet de retrouver lesrubriques d'aide quand on ignore le nom exat d'une fontion. On peut aussi a�eder�a l'aide par la touhe F1 .help helphelp aproposapropos matrix // rubriques dont le titre ontient "matrix"help matrix // aide de la fontion "matrix"1.1 Veteurs et matriesTout alul, programmation ou tra�e graphique peut se faire �a partir de matriesretangulaires. En Silab, tout est matrie : les salaires sont des matries 1 � 1, les�el�ements de R
n sont des veteurs olonnes, 'est-�a-dire des matries n�1 et les veteurslignes sont des matries 1� n.Construire des matriesOn peut saisir manuellement des (petites) matries. Les oeÆients d'une mêmeligne sont s�epar�es par des blans ou des virgules (pr�ef�erable). Les lignes sont s�epar�eespar des points-virgules. La transpos�ee est not�ee par une apostrophe. Elle permet enpartiulier de hanger un veteur ligne en un veteur olonne.x=[1,2,3℄x'A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9℄A' On a souvent besoin de onnâ�tre les dimensions d'une matrie (par exemple pourv�eri�er si un veteur est une ligne ou une olonne). On utilise pour ela la fontionsize. Les options "r" ou "" d�esignent les lignes (rows) ou les olonnes (olumns).1.1 Veteurs et matries



L2 - ECSM - 2012-2013 3La fontion sizesize(A) nombre de lignes et de olonnessize(A,"r")ou size(A,1) nombre de lignessize(A,"")ou size(A,2) nombre de olonnessize(A,"*") nombre total d'�el�ementshelp sizeA=[1,2,3;4,5,6℄size(A)size(A')size(A,1)size(A,"")size(A,"*")Les ommandes d'it�eration permettent de onstruire des veteurs de nombres s�epa-r�es par des pas positifs ou n�egatifs. La syntaxe de base, [deb:pas:fin℄, retourne unveteur ligne de valeurs allant de deb �a fin par valeurs s�epar�ees par des multiples depas. Les rohets sont faultatifs. Par d�efaut, pas vaut 1. Selon que fin-deb est ounon un multiple entier de pas, le veteur se terminera ou non par fin.Si l'on souhaite un veteur ommen�ant par deb et se terminant par fin ave noordonn�ees r�eguli�erement espa�ees, il est pr�ef�erable d'utiliser linspae(deb,fin,n).v=0:10v=0.10v=[0:10℄v=[0;10℄v=[0,10℄ // attention aux onfusionsv=[0:0.1:1℄size(v)v=[0:0.1:0.99℄size(v)v=[0:0.15:1℄v=[1:-0.15:0℄v=linspae(0,1,10)v=linspae(0,1,11)v=linspae(0,1) // attention, n=100 par defautv=logspae(1,2,11) // puissanes de 10v-10^(linspae(1,2,11))L'�el�ement de la i-i�eme ligne, j-i�eme olonne de la matrie A est A(i,j). Si v et wsont deux veteurs d'entiers, A(v,w) d�esigne la sous-matrie extraite de A en onservantles �el�ements dont l'indie de ligne est dans v et l'indie de olonne dans w. A(v,:) (res-petivement : A(:,w)) d�esigne la sous-matrie form�ee des lignes (resp. : des olonnes)indi�ees par les oordonn�ees de v (resp. : w). Les oordonn�ees sont num�erot�ees �a partirde 1. Le dernier indie peut être d�esign�e par $.



4 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesA=[1,2,3;4,5,6℄A(2,2)A(:,2)A(:,[1,3℄)A(1,$)A($,2)On peut modi�er un �el�ement, une ligne, une olonne, pourvu que le r�esultat resteune matrie. Pour supprimer des �el�ements, on les a�ete �a la matrie vide : [℄A=[1,2,3;4,5,6℄A(1,3)=30A(:,[1,3℄)=[10,20℄ // erreurA(:,[1,3℄)=[10,30;40,60℄A(:,[1,3℄)=0A(:,2)=[℄Il suÆt d'un indie pour rep�erer les �el�ements d'un veteur ligne ou olonne.v=[1:6℄v(3)v(4)=40v([2:4℄)=[℄w=[1:6℄'w([2,4,6℄)=0Faire appel �a un �el�ement dont un des indies d�epasse le nombre de lignes ou deolonnes de la matrie provoque un message d'erreur. Cependant on peut �etendre unematrie en a�etant de nouvelles oordonn�ees, au-del�a de sa taille. Les oordonn�eesinterm�ediaires sont nulles par d�efaut.A=[1,2,3;4,5,6℄A(0,0) // erreurA(3,2) // erreurA(3,2)=1v=[1:6℄v(8) // erreurv(8) = 1 Veteursx:y nombres de x �a y par pas de 1x:p:y nombres de x �a y par pas de plinspae(x,y) 100 nombres entre x et ylinspae(x,y,n) n nombres entre x et yv(i) i-i�eme oordonn�ee de vv($) derni�ere oordonn�ee de vv(i1:i2) oordonn�ees i1 �a i2 de vv(i1:i2)=[℄ supprimer les oordonn�ees i1 �a i2 de v1.1 Veteurs et matries



L2 - ECSM - 2012-2013 5MatriesA(i,j) oeÆient d'ordre i,j de AA(i1:i2,:) lignes i1 �a i2 de AA($,:) derni�ere ligne de AA(i1:i2,:)=[℄ supprimer les lignes i1 �a i2 de AA(:,j1:j2) olonnes j1 �a j2 de AA(:,$) derni�ere olonne de AA(:,j1:j2)=[℄ supprimer les olonnes j1 �a j2 de Adiag(A) oeÆients diagonaux de ASi A, B, C, D sont 4 matries, les ommandes [A,B℄, [A;B℄, [A,B;C,D℄ retournerontdes matries onstruites par blos, pourvu que les dimensions o��nident. En partiulier,si v et w sont deux veteurs lignes, [v,w℄ les onat�enera, tandis que [v;w℄ les empilera(s'ils sont de même longueur).A=[1,2,3;4,5,6℄M=[A,A℄M=[A;A℄M=[A,A'℄ // erreurM=[A,[10;20℄;[7,8,9℄,30℄M=[A,[10,20℄;[7,8,9℄,30℄ // erreurDes fontions pr�ed�e�nies permettent de onstruire ertaines matries partiuli�eres.Matries partiuli�ereszeros(m,n) matrie nulle de taille m,nones(m,n) matrie de taille m,n dont les oeÆients valent 1eye(m,n) matrie identit�e de taille min(m,n), ompl�et�ee par des z�erosrand(m,n) matrie de taille m,n �a oeÆients al�eatoires uniformes sur ℄0; 1[diag(v) matrie diagonale dont la diagonale est le veteur vdiag(v,k) matrie dont la k-i�eme diagonale est le veteur vdiag(A) extrait la diagonale de la matrie Adiag(A,k) extrait la k-i�eme diagonale de la matrie Atriu(A) annule les oeÆients au-dessous de la diagonaletril(A) annule les oeÆients au-dessus de la diagonaletoeplitz matries �a diagonales onstantesd=[1:6℄D=diag(d)diag(d,1)A=[1,2,3;4,5,6℄d=diag(A)B=[A,zeros(2,3);rand(2,2),ones(2,4)℄diag(B,1)



6 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartesdiag(B,-1)diag(B,0)help toeplitzM=toeplitz([1:4℄,[1:5℄)triu(M)tril(M)Les ommandes zeros, ones, eye, rand retournent des matries dont la taille peutêtre sp�ei��ee soit par un nombre de lignes et de olonnes, soit par une autre matrie. Siun seul nombre est donn�e omme argument, e nombre est ompris omme une matriede taille 1� 1.A=ones(5,5) // 5 lignes et 5 olonnesrand(A) // idemeye(A) // idemeye(5) // 1 ligne et 1 olonneones(5) // idemrand(size(A)) // 1 ligne et 2 olonnesOn dispose de deux moyens pour r�eordonner des oeÆients en une nouvelle matrie.La ommande A(:) onat�ene toutes les olonnes de A en un seul veteur olonne(on peut jouer ave la transpos�ee pour onat�ener les veteurs lignes). La fontionmatrix r�ee une matrie de dimensions sp�ei��ees, pourvu qu'elles soient ompatiblesave l'entr�ee. On peut même r�eer ave matrix des tableaux �a plus de deux entr�ees(hypermatries), e qui ne sert que rarement.v=[1:6℄help matrixA=matrix(v,2,2) // erreurA=matrix(v,3,3) // erreurA=matrix(v,2,3)A=matrix(v,3,2)'w=A(:)A=A'; w=A(:)'H=matrix([1:24℄,[2,3,4℄)Un peu d'alg�ebre permet souvent de onstruire des matries partiuli�eres �a peu defrais, en utilisant le produit, not�e *, et la transpos�ee. Le produit de Kroneker, kronou .*., peut �egalement être utile.A=ones(4,1)*[1:5℄A=[1:4℄'*ones(1,5)B=[1,2;3,4℄kron(B,B)kron(B,eye(B))1.1 Veteurs et matries



L2 - ECSM - 2012-2013 7kron(eye(B),B)kron(B,ones(2,3))kron(ones(2,3),B)Un g�en�erateur de nombres pseudo-al�eatoires plus performant que rand est fournipar la ommande grand. Dans sa syntaxe, il faut indiquer les dimensions du tableau,la loi de distribution et les param�etres n�eessaires :grand(2,2,'bin',100,0.5)grand(1,10,'uin',-100,100)help grandOp�erationsLes op�erations num�eriques s'e�etuent en suivant les ordres de priorit�e lassiques(puissane avant multipliation, et multipliation avant addition). Pour �eviter les doutesil est toujours prudent de mettre des parenth�eses.2+3*4(2+3)*42^3*42^(3*4)2^3^4(2^3)^4Toutes les op�erations habituelles +, -, *, ^, / sont matriielles. Tenter une op�e-ration entre matries de tailles non ompatibles retournera en g�en�eral un messaged'erreur, sauf si une des matries est un salaire. Dans e as, l'op�eration (addition,multipliation, puissane) s'appliquera terme �a terme.A=[1,2,3;4,5,6℄A+ones(1,3) // erreurA+ones(A)A+10A*10A*ones(A) // erreurA*ones(A')A'*ones(A)Il n'y a pas d'ambigu��t�e sur l'addition, mais il est souvent utile de pouvoir appliquerdes multipliations terme �a terme sans qu'elles soient interpr�et�ees omme des produitsmatriiels.Dans e as on onsid�ere que les matries sont des tableaux qui doivent avoir lesmêmes dimensions a�n de garantir un sens aux op�erations terme �a terme. Le symboled'op�erateur, * ou ^, doit alors être pr�e�ed�e d'un point, .* ou .^



8 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesA=[1,2,3;4,5,6℄A*A // erreurA*A'A.*A' // erreurA.*AA=[1,2;3,4℄A^3A.^3 // attention2.^A2^A // attentionA.^ALa division est un as partiulier dangereux. Par d�efaut, la division �a droite, A/B,alule une solution d'un syst�eme lin�eaire, X*B=A.A=[1,2;3,4℄B=[1,2;2,2℄D=A./BX=A/BX*BSi v est un veteur olonne, 1/v retourne un veteur ligne w tel que w*v=1. Ceiengendre des erreurs fr�equentes, d'autant que 1./v, ompris omme (1.0)/v, retournela même hose. Il y a plusieurs solutions �a e probl�eme, dont la plus simple onsiste �amettre des parenth�eses : (1)./vv=[1,2,3℄'w=1/vw*v1./v(1)./vones(v)./vv.^(-1)v=v'w=1/v1./v Op�erations matriielles+ - addition, soustration* ^ multipliation, puissane (matriielles).* .^ multipliation, puissane terme �a termeA\b solution de A*x=bb/A solution de x*A=b./ division terme �a terme
1.1 Veteurs et matries



L2 - ECSM - 2012-2013 9Types de donn�eesCertaines onstantes sont pr�ed�e�nies, et leur valeur ne peut être modi��ee.Constantes pr�ed�e�nies%pi 3.1415927%e 2.7182818%i p�1%eps pr�eision mahine%inf in�ni%t vrai%f faux%s variable de polynômeSilab est un langage faiblement typ�e. Les variables ne sont pas d�elar�ees, et lamême lettre peut d�esigner un r�eel, un entier, un polynôme, ou une fontion. Les typesexistent ependant, et peuvent être obtenus par typeof. Par d�efaut, les nombres sonttrait�es omme des r�eels en double pr�eision. Les aluls ne sont don pas � exats �.La pr�eision mahine est donn�ee par la onstante %eps, de l'ordre de 10�16. Cela nesigni�e pas que les nombres inf�erieurs �a %eps ou sup�erieurs �a 1/%eps sont inaessibles,mais Silab ne peut distinguer deux r�eels que �a %eps pr�es.help typeof%eps1/%epsa=1+%epstypeof(a)a-1b=(1+a)/2b-ab-11/%inf1/0.00000000000000000000000000000000000000031/300000000000000000000000000000000000000000A=[1,2,3;4,5,6;7,8,8℄A/AA*(1/A)2^[1:20℄2^2^[1:20℄La ommande format permet de modi�er l'aÆhage des r�eels.a=1/3format("v",15); aformat("e",5); aformat("e",15); a



10 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartesformat("v",25); a%eps100000/3tan(atan(1))v=[-1:0.1:1℄;v(11)w=linspae(-1,1,21);w(11)format('v',10) // retour aux valeurs par defaut�A part les r�eels, les entr�ees d'une matrie peuvent être des bool�eens, des omplexes,des polynômes ou des hâ�nes de arat�eres.Les bool�eens sont %t (true) et %f (false) pour les saisies, T et F pour les aÆhages.L'�egalit�e logique est not�ee == pour la distinguer de l'a�etation.a=2==3b=2<3=%ta|(b&) Op�erateurs logiques== �egalit�e ~ non< < > ><= 6 >= >& et | ouLes matries bool�eennes sont le r�esultat d'op�erations logiques matriielles (toujoursterme �a terme). Par exemple, si A et B sont deux matries (r�eelles) de même taille,A<B est la matrie des bool�eens A(i,j)<B(i,j). Les op�erateurs and et or peuvents'appliquer �a l'ensemble des �el�ements d'une matrie bool�eenne, �a ses lignes ou �a sesolonnes selon l'option hoisie. La ommande find(v) retourne la liste des indies desoordonn�ees � vraies � du veteur bool�een v. Si v est une matrie, ses olonnes sontpr�ealablement onat�en�ees. Si A est une matrie et B est une matrie de bool�eens, laommande A(B) extrait de A les oordonn�ees orrespondant aux indies pour lesquelsB est �a vrai. La fontion bool2s transforme des bool�eens en 0 ou 1.x=rand(2,10)b=x<0.5bool2s(b)and(b)and(b,"")and(b,"r")or(b)or(b,"r")b1=b(1,:); b2=b(2,:);1.1 Veteurs et matries



L2 - ECSM - 2012-2013 11b1 & b2b1 | b2b1find(b1)y=[1:10℄y(b1)A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9℄x=[%t,%f,%t℄A(x,x)A(~x,x)B=rand(3,3)<0.5A(B)Les omplexes sont d�e�nis �a l'aide de la onstante %i (p�1) ou bien en a�etantsqrt(-1) �a une nouvelle variable. A noter que par d�efaut A' est la transpos�ee onjugu�eede A. La transpos�ee non onjugu�ee est A.'. Les fontions lassiques appliqu�ees �a unomplexe donnent toujours un r�esultat unique, même si math�ematiquement elles nesont pas d�e�nies de fa�on unique (raine arr�ee, logarithme, puissanes).A=[1,2;3,4℄+%i*[0,1;2,3℄real(A)imag(A)onj(A)A'A.'abs(A)phasemag(A)i=sqrt(-1)%i*iA*i%e^(%i*%pi)x=log(%i)exp(x)x=%i^(1/3)x^3 Complexesreal partie r�eelleimag partie imaginaireonj onjugu�eabs modulephasemag argument (en degr�es)



12 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesLes polynômes et les frations rationnelles onstituent un type de donn�ees par-tiulier. On peut onstruire un polynôme omme r�esultat d'op�erations sur d'autrespolynômes. Il existe par d�efaut un polynôme �el�ementaire, %s. On peut onstruire unpolynôme d'une variable quelonque �a l'aide de la fontion poly, en sp�ei�ant soit sesraines (par d�efaut), soit ses oeÆients. Les frations rationnelles sont des quotients depolynômes. Par d�efaut, Silab e�etue automatiquement les simpli�ations qu'il reon-nâ�t. Pour �evaluer la fontion polynôme assoi�ee �a un polynôme on utilise la fontionhorner. Cei permet une diminution du nombre d'op�erations et �evite la manipulationde nombres tr�es grands.apropos polyhelp polyv=[1,2,3℄p1=poly(v,"x")roots(p1)p2=poly(v,varn(p1),"") // meme variable que p1oeff(p2)horner(p2,0) // evaluation en x=0horner(p2,1) // evaluation en x=1horner(p2,2) // evaluation en x=2p1+p2p3=1+2*%s-3*%s^2p1+p3 // erreur : variables differentesp4=(%s-1)*(%s-2)*(%s-3)p3/p4// Raines omplexes : raines n-i�eme de l'unit�en = 6v = [-1, zeros(1,n-1), 1℄;pn = poly(v,"x","")R = roots(pn) // observer les ouples de raines onjugu�eesphasemag(R)*%pi/180 // arguments des raines, onvertis en radiansfators(pn) // regroupement des raines onjugu�eesPolynômespoly(v,"x") polynôme unitaire dont les raines sont les �el�ements de vpoly(v,"x","") polynôme dont les oeÆients sont les �el�ements de vinv_oeff(v) idemoeff(P) oeÆients du polynôme Proots(P) raines du polynôme Pfators fateurs irr�edutibles r�eels d'un polynômehorner �evaluation d'un polynômevarn(P) ind�etermin�ee du polynôme PLes hâ�nes de arat�eres, enadr�ees par des apostrophes, en anglais quotes, ("..."ou '...'), permettent de d�e�nir des expressions math�ematiques, interpr�etables ensuite1.1 Veteurs et matries



L2 - ECSM - 2012-2013 13omme des ommandes �a ex�euter ou des fontions �a d�e�nir. Elles servent aussi d'in-term�ediaire pour des �ehanges de donn�ees ave des �hiers. On peut transformer etformater des nombres en hâ�nes de arat�eres (voir apropos string).expression=["x+y","x-y"℄ // matrie de 2 haines de aratereslength(expression) // longueurs des 2 hainessize(expression) // taille de la matriepart(expression,2) // deuxieme aratere de haque haineexpression(1)+expression(2) // onatenation des deux hainesx=1; y=2;evstr(expression)x=1; instrution="y=(x+1)^2"exestr(instrution)ydeff("p=plus(x,y)","p=x+y")plus(1,2)plus(2,3) Châ�nes de arat�eresevstr �evaluer une expressiondeff d�e�nir une fontionexestr ex�euter une instrutionlength longueurpart extraire+ onat�enerstring transformer en hâ�neFontionsSilab propose beauoup de fontions dans des domaines tr�es vari�es. On peut enobtenir la desription par help. On peut retrouver une fontion ave apropos, quiretourne les rubriques d'aide dont le titre ontient une hâ�ne de arat�eres donn�ee. Detr�es nombreux exemples sont disponibles en d�emonstration, on y a�ede par le menu? �! D�emonstrationsLes fontions num�eriques s'appliquent en g�en�eral �a haque terme d'un veteur oud'une matrie. Il ne faut pas oublier que la multipliation, la puissane, la divisiondoivent être pr�e�ed�ees par un point pour s'appliquer terme �a terme.x=1:10y=sin(x)y=x*sin(x) // erreury=x.*sin(x)y=1./x.*sin(x) // erreur



14 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartesy=(1)./x.*sin(x)y=sin(x)./xA=[ 4, 4; 4, 4℄sqrt(A)A.^(1/2) // operation terme a termeB=A^(1/2) // operation matriielleB*B Fontions math�ematiquessqrt exp log roundsin os tan floorasin aos atan eilLes fontions vetorielles s'appliquent �a l'ensemble d'un veteur ou d'une matrie,et retournent un salaire. Pour appliquer une telle fontion olonne par olonne ou lignepar ligne, il faut rajouter l'option "r" ou "". Il n'est pas toujours �evident de d�eiderlaquelle des deux options hoisir. Il faut se souvenir qu'ave l'option "r", la fontionretournera un veteur ligne (row), et don s'appliquera aux olonnes. Par exemple,sum(A,"r") retourne un veteur ligne, qui est form�e des sommes des oeÆients danshaque olonne. Fontions vetoriellesmax maximummin minimumsort tri par ordre d�eroissantgsort tri, ordres partiulierssum sommeprod produitumsum sommes umul�eesumprod produits umul�esmean moyennemedian m�edianestdev �eart-typeA=[1,2,3;4,5,6℄sum(A)sum(A,"r")sum(A,"")umsum(A,"r")umsum(A,"")umsum(A)x=rand(1,5)mean(x)1.1 Veteurs et matries



L2 - ECSM - 2012-2013 15stdev(x)median(x)sort(x)gsort(x,"","i")L'utilisation de Silab onsiste en g�en�eral �a �etendre le langage par de nouvelles fon-tions, d�e�nies par des s�equenes d'instrutions. Nous avons vu l'utilisation de deff, qu'ilonvient de r�eserver �a des d�e�nitions ourtes. L'alternative �a deff, est de d�e�nir unefontion sur plusieurs lignes dans la fenêtre Silab. La premi�ere ligne est n�eessairementdu type funtion y=f(x), la derni�ere est endfuntion. Si la fontion �a �erire est untant soit peu ompliqu�ee il vaut mieux �erire un �hier de fontion externe, ommenous le verrons plus loin. Cela permet une programmation beauoup plus laire et und�ebuggage plus eÆae.Il est important de hoisir des noms di��erents pour les nouvelles fontions, sansquoi les d�e�nitions se superposeront, y ompris �a elles des fontions pr�ed�e�nies.deff("y=sin(x)","y=2*x") // message d'avertissementsin(2)learsin(2)Les nouvelles fontions sont trait�ees omme des variables, �a la di��erene des fon-tions pr�ed�e�nies (primitives) : une fontion d�e�nie par deff peut être utilis�ee ommeargument dans fplot2d mais une primitive ne peut pas.deff("z=pente_seante(f,x,y)","z=(f(y)-f(x))/(y-x)")x=%pi; y=%pi+0.01;pente_seante(os,x,y) // orretdeff("y=f(x)","y=os(x)")pente_seante(f,x,y)z=[0:0.01:%pi℄;fplot2d(z,os) // erreurfplot2d(z,f)Quand on d�e�nit une nouvelle fontion num�erique, on a toujours int�erêt �a faire ensorte qu'elle puisse s'appliquer orretement �a une matrie, e qui impose de veiller auxmultipliations terme �a terme. On peut aussi utiliser feval, qui distribue l'�evaluationd'une fontion sur l'ensemble des �el�ements d'un veteur.deff("y=f(x)","y=x*sin(x)")f(1)f([1:5℄) // erreurhelp fevalfeval([1:5℄,f)deff("y=g(x)","y=x.*sin(x)")g(1)g([1:5℄)



16 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesCertaines fontions peuvent retourner plus d'un argument. Par exemple les fontionsde tri sort et gsort retournent par d�efaut le veteur tri�e, mais peuvent aussi donnerla permutation des oordonn�ees qui a �et�e e�etu�ee. Les fontions max et min donnentaussi la position des maxima et minima dans une matrie.v=rand(1,5)max(v)[m,i℄=max(v)sort(v)[vtrie,perm℄=sort(v)1.2 GraphiquesLe prinipe g�en�eral des repr�esentations graphiques est de se ramener �a des alulssur des matries ou des veteurs. Ainsi la repr�esentation d'une fontion de R dans Rommenera par la r�eation d'un veteur d'absisses, en g�en�eral r�eguli�erement espa-�ees, auxquelles on applique la fontion pour r�eer le veteur des ordonn�ees. Pour larepr�esentation d'une surfae, il faudra r�eer la matrie des valeurs de la fontion surune grille retangulaire dans R
2.Il est impossible de d�erire ii l'ensemble des fontions graphiques et leurs multiplesoptions. Certaines de es options, omme la num�erotation des ouleurs, sont globaleset peuvent être �x�ees par set (voir help set). Les d�emonstrations donnent une bonneid�ee des possibilit�es graphiques de Silab. On obtient en g�en�eral un exemple d'utilisa-tion d'une fontion graphique en appelant ette fontion �a vide. L'interfae graphiquepermet de zoomer sur une partie d'un graphe 2D et d'e�etuer des rotations sur lesimages 3D �a l'aide de la souris.On ne pr�esentera ii que les fontions graphiques propres �a Silab. Pour la ompa-tibilit�e ave Matlab©, voir help plot.Par d�efaut, les graphiques suessifs sont superpos�es sur la même fenêtre. On e�aela fenêtre ourante par lf() On ouvre la fenêtre num�ero i par sf(i). On l'e�aeave lf(i).help Graphisplot2d1()lf()histplot()lf()plot3d()lf()hist3d()lf()param3d()Ave sf() on r�ee une nouvelle fenêtre graphique et xdel(i) supprime la fenêtrenum�ero i.1.2 Graphiques



L2 - ECSM - 2012-2013 17lf()plot2d1()sf()histplot()sf()plot3d()lf(1) // effae la figure 1sf(1) // la figure 1 est figure ourantehist3d()xdel(winsid()) // supprime toutes les fenetres graphiques ouvertesLa ommande winsid() renvoie la liste des fenêtres graphiques ouvertes.Repr�esenter des fontionsLe plus simple pour ommener est de traer le graphe d'une fontion de R dans R�a l'aide de plot2d. On r�ee pour ela un veteur x d'absisses, et on prend l'image de eveteur par la fontion pour r�eer un veteur y d'ordonn�ees. La ommande plot2d(x,y)repr�esente les points de oordonn�ees (x(i),y(i)) en les joignant par des traits noirs(par d�efaut), ou selon un autre style, si le style de base a �et�e hang�e. La qualit�e de larepr�esentation d�epend don du nombre de points.x=linspae(0,3*%pi,10); y=x.*sin(x);plot2d(x,y)lf() // sinon superpositionx=linspae(0,3*%pi,100); y=x.*sin(x);plot2d(x,y)On obtient le même r�esultat par fplot2d, mais il faut pour ela pr�ed�e�nir la fontion�a repr�esenter. Les tra�es suessifs se superposent.deff("y=f(x)","y=x.*sin(x)")x=linspae(0,3*%pi,10);fplot2d(x,f)x=linspae(0,3*%pi,100);fplot2d(x,f) // superposition des deux graphiquesQuand on veut superposer plusieurs ourbes ave les mêmes �ehelles de repr�esenta-tion, il est pr�ef�erable d'utiliser plot2d, qui autorise des styles di��erents pour haqueourbe. La syntaxe g�en�erale est la suivante.plot2d(absisses,ordonnees [,lef1=valeurs1 [,lef2=valeurs2℄℄ )Apr�es les deux premiers, les arguments sont faultatifs, les � lefs � indiquent les para-m�etres du graphique que l'on d�esire �xer �a � valeurs �, voir la suite.



18 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesSigni�ation des arguments :� absisses, ordonnees : Si e sont des veteurs (une seule ourbe �a traer), ilspeuvent être ligne ou olonne. Si plusieurs ourbes doivent être tra�ees, soit absissesest un veteur olonne et ordonnees une matrie ayant le même nombre de lignes(i.e. nombre de points) et un nombre de olonnes donn�e (i.e. le nombre de ourbes) ;soit e sont des matries de mêmes dimensions : �a haque veteur olonne � absisse �orrespond un veteur olonne � ordonn�ee � de même taille.Par d�efaut les points seront reli�es par des segments. �A haque ourbe orrespond uneouleur de la palette : il y en a 32 ; getolor aÆhe la palette.x=linspae(0,3.5*%pi,30);y=x.*sin(x);plot2d(x,y)lf()y2=2*y;plot2d([x,x℄,[y,y2℄) // inorret : deux ourbes onateneeslf()plot2d([x;x℄,[y;y2℄) // inorret : trae 30 segmentslf()plot2d([x;x℄',[y;y2℄') // orretlf()plot2d(x',[y;y2℄') // orretlf()X=x'*ones(1,20);Y=y'*[1:20℄;plot2d(X,Y)Les lefs et une partie des valeurs possibles sont pr�esent�ees i-dessous, sous la formelef=valeur. Pour plus de d�etails se r�ef�erer �a l'aide en ligne de plot2d.� style=vet_style : vet_style est un veteur ligne dont la dimension est lenombre de ourbes �a traer, 'est-�a-dire le nombre de olonnes des matries absisseset ordonnees. Les oordonn�ees sont positives ou n�egatives. Si le style est positif, lespoints sont joints par des segments. Si le style est nul, les points sont aÆh�es omme despixels noirs. Si le style est n�egatif, des marques de formes partiuli�eres sont aÆh�ees.x=linspae(0,3*%pi,30); X=x'*ones(1,10);y=x.*sin(x); Y=y'*[1:10℄;ouleurs=matrix([2;5℄*ones(1,5),1,10)lf()plot2d(X,Y,style=ouleurs)marques=-[0:9℄lf()plot2d(X,Y,style=marques)1.2 Graphiques



L2 - ECSM - 2012-2013 19� ret=vet_ret : vet_ret est le retangle de repr�esentation, d�erit par les deuxoordonn�ees du oin inf�erieur gauhe, suivies des deux oordonn�ees du oin sup�erieurdroit : [xmin,ymin,xmax,ymax℄.x=linspae(0,3*%pi,30);y=x.*sin(x);lf()plot2d(x,y)sf()plot2d(x,y,ret=[0,-10,9.5,10℄)� frameflag=int_ff : int_ff est un entier entre 0 et 8 qui ode le alul des�ehelles en absisse et ordonn�ee.Pour frameflag=0 on utilise les �ehelles du graphique pr�e�edent ;pour frameflag=1 on alule les �ehelles grâe �a vet_ret ;pour frameflag=2 on d�etermine les �ehelles optimales �a partir des donn�ees absisses,ordonnees. pour frameflag=6 on d�etermine les �ehelles optimales �a partir des donn�eesabsisses, ordonnees mais de fa�on �a avoir de � jolies � graduations.� axesflag=int_ax : int_ax est un entier entre 0 et 5 qui ode le tra�e des axeset du adre.Pour axesflag=0 rien n'est tra�e ;pour axesflag=1 les axes sont tra�es ave les ordonn�ees �a gauhe ;Pour axesflag=2 un adre est tra�e autour du graphe.x=linspae(0,3*%pi,30);y=x.*sin(x);lf()plot2d(x,y)y2=2*y;plot2d(x,y2,style=2) // ehelles differentes adapteessf()plot2d(x,y)plot2d(x,y2,style=2,axesflag=0, frameflag=0)// on utilise les axes preedentssf()plot2d(x,y2,style=2)plot2d(x,y,axesflag=0, frameflag=0)// on utilise les axes preedents� leg=legendes : 'est une hâ�ne de arat�eres ontenant les di��erentes l�egendes,s�epar�ees par �.x=linspae(0,3*%pi,30); X=x'*ones(1,5);y=x.*sin(x); Y=y'*[1:5℄;



20 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartesvet_styles=[-2:2℄legendes="x sin(x)�2 x sin(x)�3 x sin(x)�4 x sin(x)�5 x sin(x)"lf()plot2d(X,Y,style=vet_styles,leg=legendes)sf() // meme affihageplot2d(X,Y,style=vet_styles, frameflag=6, axesflag=1,leg=legendes)Les ommandes aptions et legend sont plus exibles, don pr�ef�erables.� nax=graduations : graduations est un veteur de quatre entiers qui permet depr�eiser le nombre des graduations et sous-graduations en absisse et ordonn�ee. Parexemple, ave [4,11,4,5℄, l'intervalle des absisses sera divis�e en 10 intervalles, i.e.11 graduations, haun des 10 intervalles �etant subdivis�e par 4 sous-graduations, i.e.5 sous-intervalles. Pour les ordonn�ees il y aura 4 intervalles, haun subdivis�e en 5sous-intervalles.x=linspae(0,3*%pi,30);y=x.*sin(x);lf()plot2d(x,y, ret=[0,-10,10,10℄)sf()plot2d(x,y, ret=[0,-10,10,10℄,nax=[4,11,4,5℄)� logflag=h_log : h_log est une hâ�ne de deux arat�eres parmi : "nn" (d�efaut),"nl", "ln" et "ll", o�u n indique l'�ehelle habituelle, tandis que l indique que l'on utiliseune �ehelle logarithmique. Ainsi logflag="nl" utilise en absisse l'�ehelle normale eten ordonn�ee l'�ehelle logarithmique.N=[2:100000℄';C1=N.*log(N);C2=N.^2;lf()plot2d(N,[ C1 C2℄,style=[2,3℄,leg="N ln(N) � N^2" )sf()plot2d(N,[ C1 C2℄,style=[2,3℄, logflag="ll",leg="N ln(N) � N^2")Graphes de fontionsplot2d plusieurs ourbes ave styles di��erentsplot2d1 idem, ave plus d'optionsplot2d2 repr�esentation en esalierplot2d3 barres vertialesplot2d4 �ehesfplot2d repr�esenter des fontionsLes �ehelles de repr�esentation, hoisies automatiquement, ne sont pas les mêmes enabsisse et en ordonn�ee. On peut orriger ei grâe �a l'option frameflag de plot2dou �a l'aide des ommandes isoview et square.1.2 Graphiques
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Fig. 1 { Repr�esentation de plusieurs ourbes.Graphiques ompos�esSi une même repr�esentation graphique omporte plusieurs tra�es, on sp�ei�erad'abord le retangle de repr�esentation et les �ehelles des axes lors du premier tra�e,pour ensuite superposer les tra�es suivants.lf();x=linspae(-%pi,%pi,50); y=sin(x);plot2d(x,y,ret=[-4,-1,4,1℄,nax=[2,9,5,9℄,axesflag=2);// trae une ourbextitle( '$\mbox{Titre pour }y=\sin(x)$', '$x$', '$y$')// titre et legendes en LaTeXx=linspae(-%pi/2,%pi/2,5); y=sin(x);plot2d(x,y,style=-3, frameflag=0); // affihe 5 marquesx=linspae(-%pi,%pi,20); y=sin(x)/2;xfpoly(x,y,olor(200,200,200));// surfae remplie en gris, ouleur (200,200,200)Il est fr�equent qu'un graphique ontienne non seulement une ou plusieurs repr�esen-tations de fontions, mais aussi des hâ�nes de arat�eres, des retangles, ellipses ouautres ajouts graphiques. Les oordonn�ees de es ajouts sont relatives �a la fenêtreourante.lf()x=linspae(-1,2,100); y=x.*x;plot2d(x,y,ret=[-1,0,2,4℄,nax=[10,4,5,5℄,style=2)// represente la ourbextitle( 'Parabole', '$x$', '$f(x)$') // titre et legendes en LaTeX
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Fig. 2 { Figure ompos�ee.

Fig. 3 { Figure ompos�ee.plot2d([1,1,-1℄,[0,1,1℄,style=3) // trae deux segmentshelp xstringxstring(1.1,0.1,"absisse") // haine de arateresxstring(-0.9,1.1,"ordonnee") // autre hainehelp xarxar(-0.5,1,1,1,0,360*64) // trae un erle1.2 Graphiques



L2 - ECSM - 2012-2013 23Ajouts sur graphiquexar ar d'ellipsexfar ar d'ellipse pleinxarrows �ehesxnumb nombresxpoly polygonexfpoly polygone pleinxfpolys polygones pleinxrpoly polygone r�egulierxret retanglexfret retangle pleinxstring hâ�ne de arat�eres (�a partir d'un point)xstringb hâ�ne de arat�eres (dans un retangle)xtitle titre du graphique et des axesDes fontions pr�ed�e�nies permettent d'e�etuer des repr�esentations planes partiu-li�eres, omme des histogrammes, des projetions de surfaes par ourbes de niveau ouniveaux de gris, ou des hamps de veteurs. Les exemples qui suivent onernent lafontion de R
2 dans R qui �a (x; y) assoie sin(xy) (voir �gures 4, 5 et 6).//// Courbes de niveau//x=linspae(-%pi,%pi,50); // veteur d'absissesy=x; // veteur d'ordonneesz=sin(x'*y); // matrie des valeurs de la fontionhelp ontour2dlf()ontour2d(x,y,z,4); // trae 4 ourbes de niveau//// Surfae par niveaux de ouleurs//f=sf()grayplot(x,y,z) // pas vraiment gray le plotf.olor_map = grayolormap(32);//// Champ de veteurs tangents//lf()x=linspae(-%pi,%pi,10); // veteur d'absissesy=x; // veteur d'ordonneesfx=os(x'*y)*diag(y); // matrie des absisses de veteursfy=diag(x)*os(x'*y); // matrie des ordonnees de veteurshamp(x,y,fx,fy) // hamp des veteurs



24 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes

Fig. 4 { Repr�esentation par ourbes de niveau.

Fig. 5 { Repr�esentation par niveaux de gris.Repr�esentations planes partiuli�ereshistplot histogrammehamp hamp de veteursfhamp idem, d�e�nition par une fontiongrayplot surfae par retangles de ouleursfgrayplot idem, d�e�nition par une fontionontour2d ourbes de niveaux projet�eesfontour2d idem, d�e�nition par une fontion
1.2 Graphiques
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Fig. 6 { Repr�esentation d'un hamp de veteurs.Dimension 3Le tra�e d'une ourbe en dimension 3 se fait par la fontion param3d, selon lesmêmes prinipes qu'en dimension 2.lf()t=linspae(0,2*%pi,50);x=sin(t); y=sin(2*t); z=sin(3*t);param3d(x,y,z) // ourbe de Lissajoussf() // nouvelle fenetret=linspae(-%pi/2,%pi/2,1000);x=os(t*50).*os(t);y=sin(t*50).*os(t);z=sin(t);param3d(x,y,z) // helie spheriquePour repr�esenter une famille de ourbes en dimension 3, il faut utiliser param3d1.Les arguments sont trois matries de oordonn�ees pour lesquelles les di��erentes ourbessont en olonne.lf()t=linspae(0,2*%pi,100);a=linspae(-%pi,%pi,10);X=os(t')*os(a); // matrie des absissesY=sin(t')*os(a); // matrie des ordonneesZ=ones(t')*sin(a); // matrie des otesparam3d1(X,Y,Z) // paralleles d'une sphere



26 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesLa repr�esentation des surfaes se fait par plot3d ou plot3d1. Nous reprenonsomme exemple la fontion de R
2 dans R qui �a (x; y) assoie sin(xy) (�gure 7).x=linspae(-%pi,%pi,50); // veteur d'absissesy=x; // veteur d'ordonneesz=sin(x'*y); // matrie des valeurs de la fontionhelp plot3dlf()plot3d(x,y,z) // representation monohromef=sf()plot3d1(x,y,z) // representation oloreef.olor_map = oololormap(32);f.olor_map = rainbowolormap(32);f.olor_map = autumnolormap(32);Pour repr�esenter une surfae d�e�nie par deux param�etres, il faut la d�e�nir ommeune fontion, puis utiliser eval3dp qui prend omme argument ette fontion et deuxveteurs de param�etres, et retourne les arguments n�eessaires pour la repr�esentationpar plot3d. Voii par exemple la repr�esentation d'une sph�ere. Pour obtenir des ouleursvariables, il faut parfois hanger le sens d'un des deux veteurs de param�etres.deff("[x,y,z℄=sphere(u,v)",.. // definition de la fontion["x=os(u).*os(v);.. // absissesy=sin(u).*os(v);.. // ordonneesz=sin(v)"℄) // otesu = linspae(-%pi,%pi,50);v = linspae(-%pi/2,%pi/2,25);// parametres[x,y,z℄ = eval3dp(sphere,u,v);// alul de la surfaeplot3d1(x,y,z); // representation monohromeu = linspae(%pi,-%pi,50); // hangement de sens[x,y,z℄ = eval3dp(sphere,u,v);// nouveau alulsf()plot3d1(x,y,z) // les ouleurs dependent de zDimension 3param3d ourbes param�etriquesparam3d1 plusieurs ourbes ou pointsplot3d surfae en dimension 3fplot3d idem, d�e�nition par une fontionplot3d1 surfae par niveaux de ouleursfplot3d1 idem, d�e�nition par une fontioneval3dp surfae param�etr�eehist3d histogrammes

1.2 Graphiques
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Fig. 7 { Repr�esentation par plot3d1 et ave rotation.1.3 ProgrammationTypes de �hiersSilab travaille �a partir d'un r�epertoire de base, qui est donn�e par la ommandepwd. C'est l�a qu'il va herher par d�efaut les �hiers �a harger ou �a ex�euter. On peutle hanger par la ommande hdir. �A d�efaut, il faut saisir le hemin d'a�es ompletdu �hier que l'on souhaite harger ou sauvegarder. Le plus faile est d'utiliser le menude l'interfae Fihier �! Changer le r�epertoire ourantIl onvient de distinguer trois sortes de �hiers.{ Les �hiers de sauvegarde.Ce sont des �hiers binaires, r�e�es par la ommande save et rappel�es par load.Cei permet de reprendre un alul en onservant les valeurs d�ej�a a�et�ees. Onpeut aussi enregistrer des variables dans un �hier texte par write et les rappelerpar read.{ Les �hiers de ommandes.Ce sont des �hiers texte pour lesquels nous reommandons l'extension .se. Ilsontiennent des suites d'instrutions Silab, qui sont ex�eut�ees suessivementpar exe. Enregistrez dans le r�epertoire ourant les trois lignes suivantes sous lenom losange.se. Attention, la derni�ere ligne du �hier doit obligatoirement seterminer par un retour-hariot pour être prise en ompte.x=[0,-1,0,1;-1,0,1,0℄y=[-1,0,1,0;0,1,0,-1℄plot2d(x,y)La ommande exe("losange.se") aÆhera x, puis y, puis traera un losange.On peut �erire une matrie dans un �hier texte �a ex�euter (par exemple pour



28 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartesimporter des donn�ees issues d'un tableur). Dans e as, les lignes du �hier, sielles orrespondent aux lignes de la matrie, ne doivent pas se terminer par deuxpoints. Par exemple le �hier saisie.se peut ontenir les trois lignes (termin�eespar un retour-hariot) :A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9℄;La ommande exe("saisie.se") a�etera la matrie A.{ Les �hiers de fontions. Comme les �hiers de ommandes, e sont des �-hiers texte, pour lesquels nous reommandons l'extension standard .si. Ilsontiennent la d�e�nition d'une ou plusieurs fontions. Ces fontions sont dispo-nibles pour Silab apr�es les avoir harg�ees et ompil�ees par exe.La d�e�nition d'une fontion ommene obligatoirement par une ligne qui d�elarele nom de la fontion, les variables d'entr�ee x1,...,xm et le veteur des variablesde sortie [y1,...,yn℄.funtion [y1,...,yn℄ = nom_de_la_fontion(x1,...,xm)...instrutions...endfuntionL�a enore, il ne faut pas oublier de terminer la derni�ere ligne par un retour-hariot. Enregistrez par exemple dans le �hier lohe.si les lignes suivantes.funtion d = lohe(x)//// densite de la loi normale N(0,1)//oef=1/sqrt(2*%pi)d = oef*exp(-x.^2/2);endfuntionSi e �hier est pla�e dans le r�epertoire ourant, exe("lohe.si") harge etompile la nouvelle fontion.learexe("lohe.si")t=[-3:0.1:3℄; y=lohe(t);d // erreurs : d variable internex // x variable interneoef // oef variable interneplot2d(t,y)fplot2d(t,lohe)intg(-5,1.96,lohe)Il n'y a pas de raison struturelle pour distinguer les �hiers de ommande (extension1.3 Programmation



L2 - ECSM - 2012-2013 29.se) des �hiers de fontions (extension .si). Vous pourriez ins�erer des d�e�nitions defontions dans des suites de ommandes, mais nous reommandons n�eanmoins de s�epa-rer les fontions des ommandes, de mani�ere �a mieux struturer votre programmationet �a onstituer vos propres librairies de fontions.D�es que les aluls �a e�etuer requi�erent plus de quelques lignes de ommande, on aint�erêt �a saisir es lignes dans un �hier ex�eutable externe. Dans l'interfae de Silab,les seules ommandes qui apparâ�tront seront les ex�eutions ou les hargements r�ep�et�esde �hiers externes. Il est onseill�e de maintenir ouvertes deux fenêtres : la fenêtreSilab, et une fenêtre d'�edition, de pr�ef�ene l'�editeur de Silab : SiNotes aessible parAppliations �! Sinotes . Les lignes �erites dans Sinotes seront harg�ees et ompi-l�ees par le menu Ex�euter de SiNotes, on peut harger (Load) ou �evaluer (Evaluate)le ontenu. Le menu Fihier �! Ex�euter... de la onsole Silab permet d'ex�euterle ontenu d'un �hier sans passer par l'�editeur.Autant pour les �hiers de ommande que pour les �hiers de fontions, une pr�e-sentation laire et abondamment omment�ee est vivement reommand�ee. Pour uneutilisation ourante ou de mise au point, les �hiers de ommandes permettent desuivre le ontenu de toutes les variables. Pour une programmation plus avan�ee, il estpr�ef�erable de d�e�nir des fontions, ar leurs variables internes restent loales. Un même�hier .si peut ontenir plusieurs fontions. Les fontions du langage sont regroup�eesdans des librairies qui ontiennent leur ode Silab (�hiers texte .si), et leur odeompil�e (�hiers .bin). On peut transformer un ensemble de �hiers de fontions enlibrairie, en sauvant les versions ompil�ees et en rajoutant les �hiers d'aide.Style de programmationLa philosophie de Silab est elle d'un langage fontionnel. Au lieu de r�eer unlogiiel ave programme prinipal et pro�edures, on �etend le langage par les fontionsdont on a besoin. Le rôle du programme prinipal est jou�e par un �hier de ommandesontenant essentiellement des appels de fontions.Certaines erreurs diÆiles �a trouver proviennent de onfusions entre noms de va-riables ou de fontions. Silab garde en m�emoire tous les noms introduits tant qu'ilsn'ont pas �et�e lib�er�es par lear. Il est don prudent de donner des noms assez expliitesaux variables. Les variables introduites dans la session ou dans les �hiers de om-mandes sont globales. Par d�efaut, toutes les variables introduites �a l'int�erieur d'unefontion sont loales. C'est une des raisons pour lesquelles on a int�erêt �a d�e�nir denouvelles fontions plutôt que d'utiliser des �hiers de ommande ex�eutables.Pour omparer l'eÆait�e des algorithmes, on dispose de la fontion timer quipermet de ompter le temps CPU �eoul�e entre deux appels ons�eutifs. Les fontionsti et to fontionnent omme timer mais aÆhent le temps en seondes.A=rand(200,200);b=rand(200,1);timer(); x=A\b; timer() // resout le systeme lineairetimer(); x=inv(A)*b; timer() // inverse la matrie : plus lent



30 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesA=rand(1000,100);B=rand(1000,100);format("v",25)ti(); C=A.*B; to()lear Cti(); for i=1:100,for j=1:100, ..C(i,j)=A(i,j)*B(i,j); end, end; to()format("v",10)Silab propose les ommandes des langages de programmation lassiques.Commandes prinipalesPour for x=veteur, instrution; endTant que while booleen, instrution; endSi if booleen then, instrution; endSinon else instrution; endSinon si elseif booleen then, instrution; endSelon selet x ase 1 ... then ... endLa boule for peut aussi s'appliquer �a une matrie. Dans :for x=A, instrution, endl'instrution sera ex�eut�ee pour x prenant suessivement omme valeurs les olonnesde la matrie A.Silab est un outil de alul. Pour un probl�eme ompliqu�e, on aura tendane �autiliser Silab pour r�ealiser des maquettes de logiiels et tester des algorithmes, quitte�a laner ensuite les gros aluls dans un langage ompil�e omme C. Cela ne dispense pasde herher �a optimiser la programmation en Silab, en utilisant au mieux la logiquedu alul matriiel. Voii un exemple illustrant ette logique. Si v = (vi)i=1:::n et w =(wj)j=1:::m sont deux veteurs, on souhaite d�e�nir la matrie A = (ai;j), o�u ai;j =v(i)w(j). Il y a plusieurs solutions. Dans les ommandes qui suivent, v est un veteurolonne et w est un veteur ligne.for i=1:n, for j=1:m, A(i,j)=v(i)^w(j); end; end // a eviterA=v^w(1); for j=2:m, A=[A,v^w(j)℄; end // mieuxA=v(1)^w; for i=2:n, A=[A;v(i)^w℄; end // equivalentA=(v*ones(w)).^(ones(v)*w) // preferableSi on doit appeler plusieurs fois e alul, on aura int�erêt �a en faire une fontion.Silab o�re toutes les failit�es pour programmer orretement : protetion des sai-sies, utilitaires de d�ebuggage. . .1.3 Programmation



L2 - ECSM - 2012-2013 31Protetion et d�ebuggagedisp aÆhage de variablestype type des variablestypeof idemargn nombre de variables d'entr�eebreak sortie de boulepause attente lavierreturn sortie de fontionresume idemerror message d'erreurwarning message d'avertissement1.4 Calul num�eriqueAlg�ebre lin�eaireTout traitement math�ematique est vu par Silab omme une manipulation de ma-tries. Pour l'alg�ebre lin�eaire, les fontionnalit�es sont don partiuli�erement d�evelop-p�ees. Dans une utilisation un peu avan�ee, on aura int�erêt �a tirer parti de la struturede matrie reuse (sparse) que nous n'aborderons pas.Il est important de garder �a l'esprit que tous les aluls num�eriques d�ependent dela repr�esentation des nombres r�eels en mahine, et que don les r�esultats � exats �n'existent pas. La d�etetion de singularit�es d�epend d'une pr�eision pr�ed�e�nie et n'estdon pas infaillible.rank([1,1;1,1℄)rank([1.00000000000001,1;1,1℄)rank([1.000000000000001,1;1,1℄)inv([1,1;1,1℄)A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9℄det(A)det(A')rank(A)inv(A) // le alul est effetueinv(A') // message d'erreurA*inv(A) // e n'est pas l'identiteSi A et B sont deux matries, alors A\B retourne une matrie X telle que A*X=B, et B/Aune matrie X telle que X*A=B pourvu que les dimensions de A et B soient ompatibles.Si A n'est pas une matrie arr�ee inversible, es ommandes retourneront un r�esultat,qu'il y ait une in�nit�e de solutions ou qu'il y en ait auune.A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9℄b=[1;1;1℄x=A\b // le systeme a une infinite de solutions



32 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesA*xb=[1,1,1℄x=b/A // le systeme a une infinite de solutionsx*Ab=[1;1;2℄x=A\b // le systeme n'a pas de solutionA*xb=[1,1,2℄x=b/A // le systeme n'a pas de solutionx*ASi A est arr�ee et r�eguli�ere x=A\b est unique et �equivalent math�ematiquement �ax=inv(A)*b mais plus rapide.b=[1:500℄';A=diag(b);timer(); A\b ; timer()timer(); inv(A)*b ; timer()Pour r�esoudre un syst�eme lin�eaire quand on raint une singularit�e, il vaut mieuxutiliser linsolve, qui d�etete les impossibilit�es et peut retourner une base du noyaude la matrie en as de solutions multiples. Attention, linsolve(A,b) r�esout A*x=-b.A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9℄b=[1;1;1℄[x,k℄=linsolve(A,b)A*xA*kb=[1;1;2℄[x,k℄=linsolve(A,b) // erreurLa ommande [D,U℄=bdiag(A) retourne (en th�eorie) une matrie diagonale D etune matrie inversible U telles que U*D*inv(U)=A.A=diag([1,2,3℄); P=rand(3,3); A=P*A*inv(P)spe(A)[D,U℄=bdiag(A) // matrie diagonalisableinv(U)*A*UU*D*inv(U)-AA=[1,0,0;0,1,1;0,0,1℄; P=rand(3,3); A=P*A*inv(P)spe(A)[D,U℄=bdiag(A) // matrie non diagonalisableinv(U)*A*UU*D*inv(U)-A[X,diagevals℄=spe(A)1.4 Calul num�erique



L2 - ECSM - 2012-2013 33La d�eomposition LU d'une matrie, 'est-�a-dire la d�eomposition en produit d'unematrie triangulaire inf�erieure L et d'une matrie triangulaire sup�erieure U, �a des per-mutations pr�es, s'obtient grâe �a la ommande lu.A= [ 1, 2, 3; 4, 5, 6 ; 7, 8, 9 ℄[L,U,E℄=lu(A)E*A-L*Udet(U)det(A) Op�erations matriiellesA' transpos�ee (onjugu�ee) de Arank ranglu d�eomposition LUinv inverseexpm exponentielle matriielledet d�eterminanttrae traepoly(A,"x") polynôme arat�eristique de Aspe valeurs propres de Abdiag diagonalisationsvd d�eomposition en valeurs singuli�eresA\b solution de A*x = bb/A solution de x*A = blinsolve(A,b) solution de A*x = -bInt�egrationDes fontions d'int�egration num�erique sont disponibles pour les fontions r�eelleset omplexes, �a une, deux et trois variables. Les fontions integrate, intg, int2d,int3d, int et intl prennent en entr�ee une fontion externe, ou d�e�nie par une hâ�nede arat�eres. Les fontions inttrap et intsplin prennent en entr�ee des veteursd'absisses et d'ordonn�ees. Caluls d'int�egralesintegrate fontion d�e�nie par une hâ�ne de arat�eresintg fontion externeinttrap m�ethode des trap�ezesintsplin approximation par splinesint2d fontion de deux variablesint3d fontion de trois variablesint fontion omplexe le long d'un segmentintl fontion omplexe le long d'un ar de erle



34 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesDans l'exemple i-dessous, on alule ave les di��erentes fontions d'int�egrationdisponibles, la valeur de :Z 0�10 ex dx = 1� e�10 ' 0:9999546 :x = [-10:0.1:0℄;y=exp(x);1-1/%e^10inttrap(x,y)intsplin(x,y)integrate("exp(x)","x",-10,0)deff("y=f(x)","y=exp(x)")intg(-10,0,f)Les algorithmes de alul num�erique des transform�ees lassiques sont disponibles.Le tableau i-dessous en donne quelques-unes, voir apropos transform pour les autres.Transform�eesdft transform�ee de Fourier disr�etefft transform�ee de Fourier rapideonvol produit de onvolutionR�esolutions et optimisationLa fontion fsolve r�esout num�eriquement un syst�eme d'�equations, mis sous laforme f(x) = 0. Comme toutes les r�esolutions num�eriques, elle-i part d'une valeurinitiale x0, et it�ere une suite ens�ee onverger vers une solution. Le r�esultat d�epend�evidemment de la valeur initiale.deff("y=f(x)","y=sin(%pi*x)")fsolve(0.2,f)fsolve(0.4,f)fsolve(0.45,f)fsolve(0.5,f)fsolve([0.45:0.01:0.5℄,f)help fsolve[x,v,info℄=fsolve(0.5,f)[x,v,info℄=fsolve([0.45:0.01:0.5℄,f)R�esolutionsfsolve syst�emes d'�equationsroots raines d'un polynômefators fateurs irr�edutibles r�eels d'un polynômelinsolve syst�emes lin�eaires1.4 Calul num�erique



L2 - ECSM - 2012-2013 35La fontion optim reherhe un minimum (loal) d'une fontion dont on onnâ�tle gradient. La d�e�nition de la fontion en entr�ee est un peu partiuli�ere. Le hoix detrois algorithmes di��erents est o�ert en option.help optimdeff("[y,yprim,ind℄=f(x,ind)","y=sin(%pi*x),yprim=%pi*os(%pi*x)")[x,v℄=optim(f,0.2)[v,xopt℄=optim(f,0.50000000000000001)[v,xopt℄=optim(f,0.5000000000000001)Optimisationoptim optimisationlinpro programmation lin�eairequapro programmation quadratiqueEquations di��erentiellesLa fontion ode est en fait un environnement qui donne a�es �a la plupart des m�e-thodes num�eriques lassiques pour la r�esolution des �equations di��erentielles ordinaires(voir help ode).�A titre d'exemple nous ommen�ons par le probl�eme de Cauhy en dimension 1suivant : � y0(t) = y(t) os(t) ;y(0) = 1 :La solution expliite est y(t) = exp(sin(t)). La r�esolution num�erique par ode esttr�es stable.deff("yprim=f(t,y)","yprim=y*os(t)")t0=0; y0=1; t=[0:0.01:10℄;sol=ode(y0,t0,t,f);max(abs(sol-exp(sin(t)))) // l'erreur est tres faiblet0=0; y0=1; t=[0:0.1:100℄;sol=ode(y0,t0,t,f);max(abs(sol-exp(sin(t)))) // l'erreur reste tres faibleLa situation n'est pas toujours aussi favorable. Consid�erons par exemple y(t) =exp(t), solution du probl�eme de Cauhy suivant.� y0(t) = y(t) ;y(0) = 1 :deff("yprim=f(t,y)","yprim=y")t0=0; y0=1; t=[0:0.01:10℄;sol=ode(y0,t0,t,f);max(abs(sol-exp(t))) // l'erreur est raisonnable



36 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartest0=0; y0=1; t=[0:0.1:100℄;sol=ode(y0,t0,t,f);max(abs(sol-exp(t))) // l'erreur est enormeVoii en dimension 2 la r�esolution d'un syst�eme di��erentiel de Lotka-Volterra, avesuperposition de la trajetoire alul�ee et du hamp de veteurs d�e�ni par le syst�eme(�gure 8).//// definition du systeme//deff("yprim=f(t,y)",..["yprim1=y(1)-y(1)*y(2)";.."yprim2=-2*y(2)+2*y(1)*y(2)";.."yprim=[yprim1;yprim2℄"℄)//// hamp de veteurs//xmin=0; xmax=3; ymin=0; ymax=4;fx=xmin:0.3:xmax; fy=ymin:0.3:ymax;lf()fhamp(f,1,fx,fy)////resolution du systeme//t0=0; tmax=8; pas=0.1t=t0:pas:tmax;y0=[2; 2℄;sol=ode(y0,t0,t,f);//// trae de la trajetoire et point initial//plot2d(y0(1),y0(2),style=-3)plot2d(sol(1,:),sol(2,:),style=5)

1.4 Calul num�erique
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Fig. 8 { R�esolution d'un syst�eme de Lotka-Volterra par ode, repr�esentation de plusieurssolutions et du hamp de veteurs.
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40 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartesvide, 4matrix, 6max, 14, 16maximum, 14mean, 14median, 14m�ediane, 14min, 14, 16minimum, 14module, 11moyenne, 14niveaux de gris, 23, 24ode, 35ones, 1, 5op�erationsmatriielles, 7, 8num�eriques, 7ordre des, 7optim, 35or, 10param3d, 26param3d1, 26part, 13partieenti�ere, 14imaginaire, 11r�eelle, 11pause, 31phasemag, 11%pi, 9plot, 17plot2d, 17, 20plot2d1, 20plot2d2, 20plot2d3, 20plot2d4, 20plot3d, 26plot3d1, 26poly, 12, 33polynôme, 12arat�eristique, 33oeÆients d'un, 12
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42 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes2 Entrâ�nement2.1 Vrai ou fauxVrai-Faux 1. On pose v=[1:5℄'. Quelles aÆrmations sont orretes, lesquelles ne lesont pas et pourquoi ?1. � v*v'==v'*v donne 12. � v*v'==v'*v donne T3. ⊠ v*v' est une matrie4. � v*v est une matrie5. ⊠ v'*v-norm(v).^2 donne 0Vrai-Faux 2. On pose A=[ 1:3 ; 2,2,2 ; 3:-1:1℄ et v=[3:-1:1℄', quelles aÆrma-tions sont orretes, lesquelles ne le sont pas et pourquoi ?1. ⊠ v'*v vaut 142. � v.*v vaut 143. ⊠ v'*A*v est un r�eel4. � v==v(3:-1:1) donne T5. ⊠ v==v(3:-1:1) donne [ F T F ℄'6. ⊠ v(3:-1:1)==A(:,1) donne [T T T℄' ;7. � v(3:-1:1)==A(1,:) donne [T T T℄ ;Vrai-Faux 3. Parmi les lignes de ommande suivantes, lesquelles aÆhent le veteurligne v=[1,2,3,4,5℄, lesquelles ne l'aÆhent pas et pourquoi ?1. � v=[1;2;3;4;5℄2. � v=[1,2,3,4,5℄;3. � [1:5℄; v4. ⊠ v=[1:5℄5. � v=[1:5℄;6. ⊠ [1:5℄; v=ans7. � v=[1;5℄8. � v=[1:10℄; v(1,5)9. ⊠ v=[1:10℄; v(1,[1:5℄)10. � v=linspae(1,5)11. ⊠ v=linspae(1,5,5)12. ⊠ v=umsum(ones(1,5))13. � v=umsum(ones(5,1))14. ⊠ v=find(ones(5,1)==1)



L2 - ECSM - 2012-2013 4315. � v=find(rand(1,5)<0)16. ⊠ v=find(rand(1,5)<1)17. ⊠ v=find(zeros(1,5)<=0)18. � v=sort([1,3,2,5,4℄)19. � v=sort([1;3;2;5;4℄); v([5:-1:1℄)20. ⊠ v=sort([1,3,2,5,4℄); v([5:-1:1℄)21. � v=gsort([1,3,2,5,4℄,"r","i")22. ⊠ v=gsort([1,3,2,5,4℄,"","i")23. ⊠ v=gsort([1;3;2;5;4℄,"r","i"); v=v'24. � for i=1:5, v=i; end25. � for i=1:5, v=[v,i℄; end; v26. ⊠ v=[℄; for i=1:5, v=[v,i℄; end; v27. � v=1; for i=1:5, v=[v,v($)+1℄; end; v28. ⊠ v=1; for i=1:4, v=[v,v($)+1℄; end; v29. � i=0; v=i; while i<=5, i=i+1; v=[v,i℄; end; v30. � i=1; v=i; while i<=5, i=i+1; v=[v,i℄; end; v31. ⊠ i=1; v=i; while i<5, i=i+1; v=[v,i℄; end; vVrai-Faux 4. Parmi les lignes de ommande suivantes, lesquelles aÆhent le veteurligne v=[1,0.5,0.25,0.125,0.0625℄, lesquelles ne l'aÆhent pas et pourquoi ?1. ⊠ 2^(-[0:4℄)2. � 1/2^[0:4℄3. � (1)/2^[0:4℄4. ⊠ (1)./2^[0:4℄5. � v=umprod(ones(1,5)/2)6. ⊠ v=[1,umprod(ones(1,4)/2)℄7. ⊠ v=umprod([1,0.5*ones(1,4)℄)8. � for i=0:4, v=2^(-i); end;9. ⊠ v=[℄; for i=0:4, v=[v,2^(-i)℄; end; v10. � v=[1℄; for i=1:4, v=[v,v/2℄; end; v11. ⊠ x=1; v=[x℄; for i=1:4, x=x/2; v=[v,x℄; end; v12. � x=1; v=[x℄; for i=1:4, v=[v,x/2℄; end; v13. � x=1; v=[x℄; while x>0.06, x=x/2; v=[v,x℄; end; v14. ⊠ x=1; v=[x℄; while x>0.1, x=x/2; v=[v,x℄; end; vVrai-Faux 5. Parmi les lignes de ommande suivantes, lesquelles aÆhent la matriearr�ee �a deux lignes et deux olonnes A, dont la premi�ere ligne est le veteur [0,1℄ etla deuxi�eme ligne est le veteur [1,0℄, lesquelles ne l'aÆhent pas et pourquoi ?2 ENTRAÎNEMENT



44 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes1. ⊠ A=[0,1;1,0℄2. � A=[0,1℄; A=[A,[1,0℄℄3. ⊠ A=[0,1℄; A=[A;[1,0℄℄4. � A=[0;1℄; A=[A;[1;0℄℄5. ⊠ A=[0;1℄; A=[A,[1;0℄℄6. � A=[0,1℄; A=A+A'7. � A=[0,1℄; A=[A;A℄8. ⊠ A=[0,1℄; A=[A;A([2,1℄)℄9. � A=[0,1℄; A=[A;A(2,1)℄10. ⊠ A(1,2)=1; A(2,1)=111. ⊠ A=ones(2,2); A(1,1)=0; A(2,2)=012. � A=eye(2,2)13. ⊠ A=ones(2,2)-eye(2,2)14. ⊠ A=ones(2,2)-diag(ones(1,2))15. � A=matrix([0,1,0,1℄,2,2)16. ⊠ A=matrix([0,1,1,0℄,2,2)17. ⊠ A=matrix([0;1;1;0℄,2,2)18. � A=[1,0℄*[0;1℄+[0,1℄*[1;0℄19. ⊠ A=[1;0℄*[0,1℄+[0;1℄*[1,0℄20. � U=ones(2,2); U(1,2)=-1; A=U*diag([1,-1℄)*U'21. ⊠ U=ones(2,2); U(1,2)=-1; A=U*diag([1,-1℄)*U'/222. � A=toeplitz(0,1)23. ⊠ A=toeplitz([0,1℄)24. � A=bool2s(eye(2,2)==2);25. ⊠ A=bool2s([1,2;2,3℄==2)Vrai-Faux 6. Parmi les lignes de ommande suivantes, lesquelles aÆhent la matriearr�ee �a dix lignes et dix olonnes A, dont les oeÆients d'ordre (i; i + 1) valent 1pour i = 1; : : : ; 9, tous les autres oeÆients �etant nuls, lesquelles ne l'aÆhent pas etpourquoi ?1. � A=eye(10,10)2. ⊠ A=[zeros(9,1),eye(9,9);zeros(1,10)℄3. � for i=1:9, A(i,i+1)=1; end; A4. ⊠ A=zeros(10,10); for i=1:9, A(i,i+1)=1; end; A5. � for i=1:10, for j=1:10, if j==i+1 then A(i,j)=1;..else A(i,j)=0; end; end; A2.1 Vrai ou faux



L2 - ECSM - 2012-2013 456. ⊠ for i=1:10, for j=1:10, if j==i+1 then A(i,j)=1;..else A(i,j)=0; end; end; end; A7. � A=toeplitz([0,1,zeros(1,8)℄)8. ⊠ A=toeplitz(zeros(10,1),[0,1,zeros(1,8)℄)Vrai-Faux 7. Parmi les lignes de ommande suivantes, lesquelles aÆhent la matriearr�ee �a dix lignes et dix olonnes A, dont les oeÆients d'ordre (i; i + 1) et (i + 1; i)valent 1 pour i = 1; : : : ; 9, tous les autres oeÆients �etant nuls, lesquelles ne l'aÆhentpas et pourquoi ?1. � A=eye(10,10)2. ⊠ A=[zeros(9,1),eye(9,9);zeros(1,10)℄; A=A+A'3. ⊠ A=zeros(10,10); for i=1:9, A(i,i+1)=1; A(i+1,i)=1; end; A4. � for i=1:10, for j=1:10, if or(j==i+1,j==i-1) then A(i,j)=1;..else A(i,j)=0; end; end; A5. ⊠ for i=1:10, for j=1:10, if or([j==i+1,j==i-1℄) then A(i,j)=1;..else A(i,j)=0; end; end; end; A6. ⊠ for i=1:10, for j=1:10, if j==i+1|j==i-1 then A(i,j)=1;..else A(i,j)=0; end; end; end; A7. � A=toeplitz([1,zeros(1,9)℄)8. ⊠ A=toeplitz([0,1,zeros(1,8)℄)Vrai-Faux 8. Soit n un entier. Parmi les lignes de ommande suivantes, lesquellesaÆhent le veteur de taille 2n dont la oordonn�ee d'ordre 2i vaut i pour i = 1; : : : ; n,les autres oordonn�ees �etant nulles, lesquelles ne l'aÆhent pas et pourquoi ?1. ⊠ v=zeros(1,2*n); v(2*[1:n℄)=[1:n℄2. � v=zeros(1,2*n); v([1:n℄)=2*[1:n℄3. ⊠ v=[zeros(1,n);[1:n℄℄; v=matrix(v,1,2*n)4. � v=[zeros(n,1);[1:n℄'℄; v=matrix(v,1,2*n)5. � v=[zeros(1,n);[1:n℄℄; v=v([1:2*n℄)6. ⊠ v=[zeros(1,n);[1:n℄℄'; v=v([1:2*n℄)7. ⊠ v=[℄; for i=1:n, v=[v,0,i℄; end; v8. � v=[℄; for i=1:n, v=[v,[0;i℄℄; end; v9. � v=kron([1:n℄,[0;1℄)10. ⊠ v=kron([1:n℄,[0,1℄)Vrai-Faux 9. Soit n un entier. Parmi les lignes de ommande suivantes, lesquellesaÆhent le veteur de taille n dont la oordonn�ee d'ordre i vaut i(i�1)2 pour i = 1; : : : ; n,lesquelles ne l'aÆhent pas et pourquoi ?1. � v=[1:n℄*[0:n-1℄/2 2 ENTRAÎNEMENT



46 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes2. ⊠ v=[1:n℄.*[0:n-1℄/23. ⊠ v=[1:n℄; v=v.*(v-1)/24. � v=[1:n℄; v=v.^2-v/25. ⊠ v=[1:n℄; v=(v.^2-v)/26. � v=umsum([1:n℄)7. ⊠ v=umsum([0:n-1℄)8. � for i=1:n v(i)=i*(i-1)/2; end;9. ⊠ for i=1:n, v(i)=(i^2-i)/2; end; v10. ⊠ v=[℄; for i=1:n, v=[v,i*(i-1)/2℄; end;Vrai-Faux 10. Soit n un entier et v = (a1; : : : ; an) un veteur ligne d'entiers tousompris entre 0 et 9. Parmi les lignes de ommande suivantes, lesquelles aÆhent ler�eel x, ompris entre 0 et 1 dont les n d�eimales sont (a1; : : : ; an), lesquelles ne l'aÆhentpas et pourquoi ?1. � x=sum(v*10^(-[1:length(v)℄))2. ⊠ x=sum(v.*10^(-[1:length(v)℄))3. � x=sum(v*10^(-[1:size(v)℄))4. ⊠ x=sum(v.*10^(-[1:size(v,2)℄))5. ⊠ x=sum(v.*10^(-[1:size(v,"*")℄))6. � s="0"+"."+sum(string(v)); x=evstr(s)7. ⊠ s="0"+"."+strat(string(v)); x=evstr(s)8. ⊠ x=0; for i=1:length(v), x=x+v(i)*10^(-i); end; x9. � x=0; for i=v, x=x+i*10^(-i); end; x10. � x=0; d=0.1; for i=v, d=d/10; x=x+i*d; end; x11. ⊠ x=0; d=0.1; for i=v, x=x+i*d; d=d/10; end; xVrai-Faux 11. Soit x un r�eel ompris entre 0 et 1 et n un entier. Parmi les lignesde ommande suivantes, lesquelles aÆhent le veteur ligne form�e des n premi�eresd�eimales de x, lesquelles ne l'aÆhent pas et pourquoi ?1. � v=floor(x*10^[1:n℄)2. ⊠ v=floor(x*10^[1:n℄); v=v-[0,v([1:n-1℄)℄*103. � v=[℄; for i=1:n, a=int(x*10^i); v=[v,a℄; end;4. ⊠ v=[℄; for i=1:n, a=int(x*10); v=[v,a℄; x=x*10-a; end; v5. � s=string(x); v=[℄; for i=1:n, v=[v,part(s,i+2)℄; end; v6. ⊠ s=string(x); v=[℄; for i=1:n, v=[v,part(s,i+2)℄; end; v=evstr(v)2.1 Vrai ou faux



L2 - ECSM - 2012-2013 47Vrai-Faux 12. Soit x = (xi)i=1;:::;n et y = (yi)i=1;:::;n deux veteurs de r�eels de mêmetaille. Parmi les lignes de ommande suivantes lesquelles aÆhent le alul de l'int�egralepar la m�ethode des retangles �a droite :I = n�1Xi=1 f(xi+1)(xi+1 � xi) ;lesquelles ne l'aÆhent pas et pourquoi1. � n=size(x,"*"); I = sum((x([2:n℄)-x([1:n-1℄))*y([2:n℄))2. ⊠ n=size(x,"*"); I = sum((x([2:n℄)-x([1:n-1℄)).*y([2:n℄))3. � n=size(x,"*"); I = sum((x([2:n℄)-x([1:n-1℄))*y([1:n-1℄))4. � I=0; for i=1:length(x), I = I+(x(i+1)-x(i))*y(i+1); end; I5. ⊠ I=0; for i=2:length(x), I = I+(x(i)-x(i-1))*y(i); end; I6. ⊠ I=0; for i=1:length(x)-1, I = I+(x(i+1)-x(i))*y(i+1); end; IVrai-Faux 13. Soit z un nombre omplexe non nul. Parmi les lignes de ommandesuivantes, lesquelles aÆhent l'argument de z (r�eel t dans [0; 2�[ tel que z = jzjeit),lesquelles ne l'aÆhent pas et pourquoi ?1. � t=argn(z)2. � t=phasemag(z)3. ⊠ t=%phasemag(z)/180*%pi4. � t=log(z/abs(z))/%i5. � t=imag(log(z/abs(z)))6. ⊠ t=imag(log(z/abs(z))); if imag(z)<0 then t=t+2*%pi; end; t7. � t=aos(real(z)/abs(z))8. ⊠ t=aos(real(z)/abs(z)); if imag(z)<0 then t=-t+2*%pi; end; t9. � t=asin(imag(z)/abs(z))10. � t=asin(imag(z)/abs(z)); if imag(z)<0 then t=-t+2%pi; end; t11. � t=atan(imag(z)/real(z))Vrai-Faux 14. Soit P (X) = a0 + a1X + � � �+ anXn un polynôme. Parmi les lignes deommande suivantes, lesquelles aÆhent le polynôme r�eiproque Q(X) = an+an�1X+� � �+ a0Xn, lesquelles ne l'aÆhent pas et pourquoi ?1. � Q=X^degree(P)*horner(P,1/X)2. ⊠ X=poly([0,1℄,"X","oeff"); Q=X^degree(P)*horner(P,1/X)3. � =oeff(P); =([length():-1:1℄); Q=poly(,"X");4. ⊠ =oeff(P); =([length():-1:1℄); Q=poly(,"X","oeff")5. � r=roots(P); Q=poly(1/r,"X")6. ⊠ 2 ENTRAÎNEMENT



48 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartesr=roots(P); =oeff(P);Q=($)*poly((1)./r,"X")*prod(r)*(-1)^degree(P)Vrai-Faux 15. Parmi les lignes de ommande suivantes, lesquelles aÆhent un segmentde droite d'une seule ouleur, lesquelles ne l'aÆhent pas et pourquoi ?1. � plot2d([0,1℄,[0,1℄,style=-5)2. ⊠ plot2d([0,1℄,[0,1℄,style=5)3. � x=[0:0.1:1℄; plot2d(x,x,style=0)4. � x=[0:0.1:1℄; plot2d2(x,x)5. � x=[0:0.1:1℄; plot2d3(x,x)6. � x=[0,0.5;0.5,1℄; plot2d(x,x)7. ⊠ x=[0,0.5;0.5,1℄; plot2d(x,x,style=[5,5℄)Vrai-Faux 16. Parmi les lignes de ommande suivantes, lesquelles aÆhent un losange,lesquelles ne l'aÆhent pas et pourquoi ?1. ⊠ x=[-1;0;1℄; y=[0;1;0℄; plot2d([x,x℄,[y,-y℄,style=[1,1℄)2. � x=[-1,0,1℄; y=[0,1,0℄; plot2d([x;x℄,[y;-y℄,style=[1,1℄)3. � x=[0,1,0,-1℄; y=[-1,0,1,0℄; xpoly(x,y)4. ⊠ plot2d(0,0,ret=[-2,-2,2,2℄)x=[0,1,0,-1℄; y=[-1,0,1,0℄; xpoly(x,y,"lines",1)Vrai-Faux 17. On suppose que les �ehelles en absisse et ordonn�ee ont �et�e �x�ees parla ommandeisoview(-1,1,-1,1). Parmi les lignes de ommande suivantes, lesquelles aÆhent unerle, lesquelles ne l'aÆhent pas et pourquoi ?1. ⊠ x=linspae(-1,1,200)'; y=sqrt(1-x.^2); plot2d([x,x℄,[y,-y℄,style=[5,5℄)2. � x=[-1:1℄'; y=sqrt(1-x.^2); plot2d([x,x℄,[y,-y℄,style=[5,5℄)3. � x=linspae(-1,1,200)';y=sqrt(1-x.^2);plot2d([x;x℄,[y;-y℄,style=[5,5℄)4. ⊠ t=linspae(0,2*%pi); x=os(t); y=sin(t); plot2d(x,y)5. � xar(-1,1,2,2,0,2*%pi)6. ⊠ plot2d(0,0); xar(-1,1,2,2,0,360*64)Vrai-Faux 18. Parmi les lignes de ommande suivantes, lesquelles aÆhent une repr�e-sentation graphique satisfaisante de la fontion f(x) = 1sin(x) , pour x 2 [0; 2�℄, lesquellesne l'aÆhent pas et pourquoi ?1. ⊠ e=0.1; x=linspae(e,%pi-e,200); y=(1)./sin(x);plot2d(x,y,style=5,ret=[0,-10,2*%pi,10℄);e=0.1; x=linspae(%pi+e,2*%pi-e,200); y=(1)./sin(x);plot2d(x,y,style=5,frameflag=0);2. � e=0.001; x=linspae(e,%pi-e,200); y=(1)./sin(x); plot2d(x,y,style=5);e=0.001; x=linspae(%pi+e,2*%pi-e,200); y=(1)./sin(x); plot2d(x,y,style=5);2.1 Vrai ou faux



L2 - ECSM - 2012-2013 493. ⊠ e=0.1; x=linspae(e,%pi-e,200); x=[x',x'+%pi℄; y=(1)./sin(x);plot2d(x,y,style=[5,5℄);4. � e=0.1; x=[e:e:%pi-e℄; x=[x ,x+%pi℄; y=(1)./sin(x);plot2d(x,y,style=[5,5℄);Vrai-Faux 19. On souhaite d�e�nir une fontion f qui prenne en entr�ee une matriequelonque x, et qui retourne la matrie des images des oeÆients de x par la fontionf(x) = 1ex sin(x) . Parmi les lignes de ommande suivantes, lesquelles sont orretes,lesquelles ne le sont pas et pourquoi ?1. � deff("y=f(x)","y=1/(exp(x)*sin(x))")2. ⊠ deff("y=f(x)","y=(1)./(exp(x).*sin(x))")3. � deff("y=f(x)","y=1./(%e^x.*sin(x))")4. ⊠ deff("y=f(x)","y=(1)./(%e^x.*sin(x))")5. ⊠ deff("y=f(x)","y=exp(-x)./sin(x)")6. � funtion y=f(x) y=(1)./(%e^x.*sin(x)) endfuntion7. ⊠ funtion y=f(x)y=(1)./(%e^x.*sin(x))endfuntion2.2 ExeriesIl y a souvent plusieurs mani�eres d'obtenir le même r�esultat en Silab. On s'e�orerade hoisir les solutions les plus ompates, 'est-�a-dire elles qui utilisent au mieux lelangage matriiel.Exerie 1. �Erire (sans utiliser de boule) les veteurs suivants :1. Nombres de 1 �a 3 par pas de 0:1.2. Nombres de 3 �a 1 par pas de �0:1.3. Carr�es des 10 premiers entiers.4. Nombres de la forme (�1)nn2 pour n = 1; : : : ; 10.5. 10 \0" suivis de 10 \1".6. 3 \0" suivis de 3 \1", suivis de 3 \2",. . . , suivis de 3 \9".7. \1", suivi de 1 \0", suivi de \2", suivi de 2 \0",. . . , suivi de \8", suivi de 8 z�eros,suivi de \9".8. 1 \1" suivi de 2 \2", suivis de 3 \3",. . . , suivis de 9 \9".Exerie 2. �Erire (sans utiliser de boule) les matries arr�ees d'ordre 6 suivantes :1. Matrie diagonale, dont la diagonale ontient les entiers de 1 �a 6.2. Matrie ontenant les entiers de 1 �a 36, rang�es par lignes.3. Matrie dont toutes les lignes sont �egales au veteur des entiers de 1 �a 6.2 ENTRAÎNEMENT



50 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes4. Matrie diagonale par blos, ontenant un blo d'ordre 2 et un d'ordre 4. Les 4oeÆients du premier blo sont �egaux �a 2. Le deuxi�eme blo ontient les entiersde 1 �a 16 rang�es sur 4 olonnes.5. Matrie A = ((�1)i+j) ; i; j = 1; : : : ; 6.6. Matrie ontenant des \1" sur la diagonale, des \2" au-dessus et au-dessous, puisdes \3", jusqu'aux oeÆients d'ordre (1; 6) et (6; 1) qui valent 6.Exerie 3. �Erire la matrie A = (ai;j) d'ordre 12 ontenant les entiers de 1 �a 144,rang�es par lignes. Extraire de ette matrie les matries B suivantes.1. CoeÆients ai;j pour i = 1; : : : ; 6 et j = 7; : : : ; 12.2. CoeÆients ai;j pour i+ j pair.3. CoeÆients ai;j pour i; j = 1; 2; 5; 6; 9; 10.Exerie 4.1. �Erire les polynômes de degr�e 6 suivants.(a) polynôme dont les raines sont les entiers de 1 �a 6.(b) polynôme dont les raines sont 0 (raine triple), 1 (raine double) et 2 (rainesimple).() polynôme (x2 � 1)3.(d) polynôme x6 � 1.Pour haun de es polynômes :2. �Erire la matrie ompagnon A assoi�ee �a e polynôme : la matrie ompagnonassoi�ee au polynôme :P = xd � ad�1xd�1 � � � � � a1x� a0 ;est : A = 0BBBBBBB�
0 1 0 : : : 0... . . . . . . . . . ...... . . . . . . 00 : : : : : : 0 1a0 a1 : : : ad�1

1CCCCCCCA :
3. Caluler les valeurs propres de la matrie A.4. Caluler le polynôme arat�eristique de A.Exerie 5.1. �Erire la matrie arr�ee N d'ordre 6, telle que ni;j = 1 si j = i+ 1, 0 sinon.2. Caluler Nk, pour k = 1; : : : ; 6.3. �Erire la matrie A = xI +N , o�u x est une variable de polynôme.2.2 Exeries



L2 - ECSM - 2012-2013 514. Caluler Ak, pour k = 1; : : : ; 6.5. Pour x = �2, et t = 0; 1; 2, aluler exp(At).Exerie 6. Etant donn�ee une s�erie num�erique onvergente +1Xn=0 un, de somme s, le reste�a l'ordre n est d�e�ni omme la di��erene entre la somme et la somme partielle �a l'ordren. rn = s� nXk=0 uk = +1Xk=n+1uk :Le but de l'exerie est de d�eterminer la valeur de n �a partir de laquelle le reste rn estinf�erieur �a 10�3, pour les s�eries suivantes.1. +1Xn=0 1(n + 1)(n+ 2) = 1 :2. +1Xn=0 0:9n = 10 ; +1Xn=0 0:99n = 100 ; +1Xn=0 0:999n = 1000 :3. +1Xn=0 (�1)nn! = exp(�1) ; +1Xn=0 1n! = exp(1) ; +1Xn=0 (10)nn! = exp(10) :4. +1Xn=0 (�1)n�2n(2n)! = �1 ; +1Xn=0 (�1)n(�2 )2n(2n)! = 0 ; +1Xn=0 (�1)n(�4 )2n(2n)! = p22 :Exerie 7. Repr�esenter les fontions f suivantes, en hoisissant l'intervalle des abs-isses et des ordonn�ees ainsi que le pas de disr�etisation des absisses, de fa�on �a obtenirla repr�esentation la plus informative possible.1. f(x) = 1=x.2. f(x) = ex.3. f(x) = 1= sin(x).4. f(x) = x= sin(x).5. f(x) = sin(x)=x.Exerie 8. On onsid�ere la fontion f(x) = 3x2 + 1 + 1�4 log((� � x)2).1. V�eri�er que ette fontion prend des valeurs n�egatives sur R
+. Repr�esenter lafontion sur les absisses x=[0:0.0001:5℄.2. Choisir deux r�eels positifs (petits), eps1 et eps2. Repr�esenter la fontion sur[%pi-eps1:eps2:%pi+eps1℄. Quelles valeurs de eps1 et eps2 donnent une re-pr�esentation orrete de la fontion f au voisinage de � ?Exerie 9.1. Repr�esenter la fontion exp(x) sur l'intervalle [�1; 1℄. Sur le même graphique,superposer les repr�esentations des polynômes de Taylor de ette fontion en x = 0,aux ordres 1; 2; 3; 4. 2 ENTRAÎNEMENT



52 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes2. Repr�esenter la fontion exp(x) sur l'intervalle [1; 2℄. Sur le même graphique, su-perposer les repr�esentations des polynômes de Taylor de ette fontion en x = 1,aux ordres 1; 2; 3; 4.3. Repr�esenter la fontion sin(x) sur l'intervalle [��; �℄. Sur le même graphique,superposer les repr�esentations des polynômes de Taylor de ette fontion en x = 0,aux ordres 1; 3; 5.Exerie 10. Superposer les repr�esentations suivantes sur le même graphique, allantde 0 �a 1 en absisse et en ordonn�ee.1. La premi�ere bissetrie (y = x).2. La fontion y = f(x) = 1=6 + x=3 + x2=2.3. La tangente �a la fontion f au point x = 1.4. Un segment vertial allant de l'axe des x au point d'intersetion de la fontion fet de la premi�ere bissetrie, et un segment horizontal allant de e point d'inter-setion �a l'axe des y.5. Les indiations � point �xe � et � tangente �, positionn�ees sur le graphique ommehâ�nes de arat�eres.Exerie 11. Le but de l'exerie est de repr�esenter sur un même graphique des fa-milles de fontions. On hoisira le nombre de ourbes, l'intervalle de repr�esentation, les�ehelles en x et y ainsi que le pas de disr�etisation des absisses, de fa�on �a obtenir larepr�esentation la plus informative possible.1. Fontions fa(x) = xae�x, pour a allant de �1 �a 1.2. Fontions fa(x) = 1=(x� a)2, pour a allant de �1 �a 1.3. Fontions fa(x) = sin(a � x), pour a allant de 0 �a 2.Exerie 12. Pour haune des ourbes param�etr�ees suivantes, on hoisira un inter-valle de valeurs du param�etre et un pas de disr�etisation assurant une repr�esentationompl�ete et suÆsamment lisse.1. � x(t) = sin(t)y(t) = os3(t)2. � x(t) = sin(4 t)y(t) = os3(6 t)3. � x(t) = sin(132 t)y(t) = os3(126 t)Exerie 13. Le but de l'exerie est de visualiser de di��erentes mani�eres la surfaed�e�nie par z = f(x; y) = x y2.1. Choisir un domaine de repr�esentation et les pas de disr�etisation, de mani�ere �aoptimiser la repr�esentation par fsurf.2.2 Exeries



L2 - ECSM - 2012-2013 532. Même question en utilisant plot3d.3. Modi�er l'�ehelle des ouleurs pour obtenir une repr�esentation en d�egrad�e de gris,pour laquelle l'intensit�e lumineuse rô�t ave z.4. Choisir un veteur de valeurs de x. Pour haque valeur de e veteur, on onsid�erela ourbe d�e�nie par z = f(x; y). Repr�esenter es ourbes sur la même fenêtregraphique.5. Choisir un veteur de valeurs de y. Pour haque valeur de e veteur, on onsid�erela ourbe d�e�nie par z = f(x; y). Repr�esenter es ourbes sur la même fenêtregraphique.Exerie 14. Le but de l'exerie est de visualiser un ône de di��erentes mani�eres.1. Repr�esenter la surfae d'�equation z = 1�px2 + y2.2. Repr�esenter la surfae param�etr�ee d�e�nie par :8<: x(u; v) = u os(v)y(u; v) = u sin(v)z(u; v) = 1� u :3. Repr�esenter la ourbe param�etr�ee d�e�nie par :8<: x(t) = t os(at)y(t) = t sin(at)z(t) = 1� t :(On hoisira une valeur de a suÆsamment grande).4. Repr�esenter la famille de ourbes param�etr�ees d�e�nies par :8<: x(t) = a os(t)y(t) = a sin(t)z(t) = 1� a :Exerie 15. �Erire les fontions suivantes, sans utiliser de boule. Toutes prennent enentr�ee un veteur olonne v = (vi), un veteur ligne w = (wj) et retournent en sortieune matrie A = (ai;j) qui a autant de lignes que v et autant de olonnes que w. Seulesles expressions des oeÆients ai;j di��erent.1. produit : ai;j = vi � wj.2. somme : ai;j = vi + wj.3. quotient : ai;j = vi=wj.4. ehiquier : ai;j = vi si i + j est pair, wj sinon.Exerie 16. �Erire les fontions suivantes, sans utiliser de boule.1. insere_zeros : Elle prend en entr�ee une matrie quelonque A. Elle ins�ere uneolonne de z�eros apr�es haque olonne de A, et retourne en sortie la matriemodi��ee (même nombre de lignes, deux fois le nombre de olonnes).2 ENTRAÎNEMENT



54 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes2. alterne2_olonnes : Elle prend en entr�ee deux matries quelonques A et B,suppos�ees de mêmes dimensions. Elle retourne la matrie form�ee en alternant lesolonnes de A et B.3. alterne3_olonnes : Même hose pour trois matries A, B et C de mêmesdimensions.Exerie 17. �Erire les fontions suivantes, sans utiliser de boule.1. La fontion f prend en entr�ee un entier n et deux r�eels a; b et retourne la matrieA dont les termes diagonaux valent a, tous les autres termes �etant �egaux �a b.2. La fontion g prend en entr�ee un entier n et trois r�eels a; b;  et retourne lamatrie A = (ai;j)i;j=1;:::;n dont les termes diagonaux sont �egaux �a a, les termesai;i+1 �egaux �a b et termes ai+1;i �egaux �a , pour i = 1; : : : ; n� 1.3. La fontion h prend en entr�ee un veteur x = (xi)i=1;:::;n et retourne en sortie lamatrie A = (ai;j)i;j=1;:::;n d�e�nie par ai;j = xi�1j (matrie de Vandermonde).Exerie 18. Le but de l'exerie est d'�etudier la m�ethode de Horner pour l'�evaluationalgorithmique des polynômes. Soit un polynôme P d�e�ni par :P (X) = anXn + an�1Xn�1 + � � �+ a1X + a0 :1. On onsid�ere la suite de polynômes d�e�nie par :� Q0(X) = anQi(X) = XQi�1(X) + an�i :V�eri�er que Qn = P . Etant donn�e un r�eel x, aluler en fontion de n le nombred'op�erations (multipliations ou additions) n�eessaires pour le alul deQ0(x); : : : ; Qn(x).Comparer ave le nombre d'op�erations n�eessaires pour le alul de P (x).2. �Erire une fontion Horner_Poly, qui prend en entr�ee un polynôme P et unveteur x = (xi), et qui retourne en sortie le veteur des P (xi), en utilisantl'algorithme de Horner.3. On onsid�ere le polynôme P (X) = (X � 2)15, le veteur x=[1.6:0.0001:2.4℄ etles quatre veteurs des images de x par P , alul�es omme suit.(a) y1=(x-2).^15(b) =oeff((%s-2)^15); y2=zeros(x); for i=1:16, y2=y2+(i)*x.^(i-1); end;() y3=Horner_Poly(P,x)(d) y4=horner(P,x)Comparer les temps de alul des quatre veteurs. Caluler la di��erene maximaleentre es veteurs pris deux �a deux.Exerie 19. �Erire les fontions suivantes. Toutes prennent en entr�ee une fontionexterne f (de R dans R), et trois valeurs xmin, x0 et xmax (suppos�ees telles que xmin �x0 � xmax).2.2 Exeries



L2 - ECSM - 2012-2013 551. derive : Elle alule num�eriquement et repr�esente graphiquement la d�eriv�ee def sur l'intervalle [xmin; xmax℄. Elle retourne la valeur approh�ee de f 0(x0).2. tangente : Elle repr�esente la fontion f sur l'intervalle [xmin; xmax℄, elle superposesur le même graphique la tangente �a f au point x0, et retourne l'�equation de ettetangente omme un polynôme du premier degr�e.3. araignee : Elle repr�esente la fontion f sur l'intervalle [xmin; xmax℄, ainsi quela droite d'�equation y = x (premi�ere bissetrie). Elle alule et retourne les 10premiers it�er�es de f en x0 (x1 = f(x0); x2 = f Æf(x0); : : :). Elle repr�esente la suitede segments, alternativement vertiaux et horizontaux, permettant de visualiserles it�erations : segments joignant (x0; 0), (x0; x1), (x1; x1), (x1; x2), (x2; x2), . . .4. newton : Elle repr�esente la fontion f sur l'intervalle [xmin; xmax℄. Elle alule etretourne les dix premiers it�er�es de la suite d�e�nie �a partir de x0 par la m�ethodede Newton : x1 = x0 � f(x0)=f 0(x0), x2 = x1 � f(x1)=f 0(x1) . . . Les valeursde la d�eriv�ee sont approh�ees. La fontion repr�esente sur le même graphiqueles segments permettant de visualiser les it�erations : segments joignant (x0; 0),(x0; f(x0)), (x1; 0), (x1; f(x1)), (x2; 0), (x2; f(x2)),. . .Exerie 20. Soit n un entier, x = (xi)i=1;:::;n+1 et y = (yi)i=1;:::;n+1 deux veteurs der�eels. On appelle � polynôme interpolateur de Lagrange � des yi aux absisses xi, lepolynôme P (X) d�e�ni par :P (X) = n+1Xi=1 yi Y1�j�n+1j 6=i X � xjxi � xj :1. �Erire une fontion poly_Lagrange, qui prend en entr�ee deux veteurs x et yde même taille. Elle retourne le polynôme interpolateur de Lagrange P (X). Ellerepresente sur le même graphique les points de oordonn�ees (xi; yi) et le graphedu polynome P (X).2. Tester votre fontion ave : x=[-5:5℄; y=x.^2, puis y=x.^3-2*x.^2+4*x+1;(veri�er que y-horner(P,x) est prohe de 0).Tester votre fontion ave plusieurs realisations de x=rand(1,10); y=rand(1,10);Exerie 21.1. �Erire une fontion integre_retangles qui prend en entr�ee un veteur x =(xi)i=1;:::;n d'absisses et un veteur y = (yi)i=1;:::;n = (f(xi))i=1;:::;n d'ordonn�eeset qui alule l'int�egrale approh�ee de la fontion f par la m�ethode des retangles�a gauhe : I = n�1Xi=1 f(xi)(xi+1 � xi) :Comparer les r�esultats de ette fontion sur plusieurs int�egrales, alul�ees expli-itement et ave les fontions intrap et intsplin. 2 ENTRAÎNEMENT



56 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes2. Même question ave la m�ethode des trap�ezes :I = n�1Xi=1 12(f(xi) + f(xi+1))(xi+1 � xi) :Exerie 22.1. L'int�egrale de 0 �a +1 de sin(t)t vaut �2 . Donner une representation graphiqueonvainante de la fontion. �Erire une suite de ommandes qui permette de al-uler l'int�egrale ave une pr�eision de 10�3, ave haune des fontions inttrap,intsplin, integ et intg.2. Même question pour l'int�egrale sur R de exp(�t2) qui vaut p�.2.3 QCMDonnez-vous une heure pour r�epondre �a e questionnaire. Les 10 questions sontind�ependantes. Pour haque question 5 aÆrmations sont propos�ees, parmi lesquelles 2sont vraies et 3 sont fausses. Pour haque question, ohez les 2 aÆrmations que vouspensez vraies. Chaque question pour laquelle les 2 aÆrmations vraies sont oh�eesrapporte 2 points.Question 1. La ligne de ommande propos�ee d�e�nit et aÆhe le veteur ligne v form�ede tous les entiers de 1 �a 100.A v=linspae(1,100,100)B v=[1:0.1:100℄C v=[℄; for i=1:100, v=[v,i℄; end; vD v=1; for i=1:100, v=[v,i+1℄; end; vE v=[1;1;100℄Question 2. On d�e�nit A=[1:4;4:-1:1;0:3℄ et v=[2;2;3℄.A v'*A*v retourne un r�eel.B v*v' retourne une matrie �a trois lignes et trois olonnes.C v(3:-1:1)'==A(3,:) retourne [T T T℄'D v(3:-1:1)'==A(:,3) retourne [T T T℄'E B=A'; B(:,3)==v retourne [T T T℄Question 3. On d�e�nit A=[0:3;3:-1:0℄+%i*[1:4;4:-1:1℄. La ligne de ommandepropos�ee aÆhe une matrie r�eelle �a deux lignes et quatre olonnes.A A.'B A*onj(A)C real(A)D abs(A)E real(A)<imag(A)2.3 QCM



L2 - ECSM - 2012-2013 57Question 4. On d�e�nit R=[-2,-2,2,2℄. La ligne de ommande propos�ee aÆhe unretangle.A x=[-1,1,1,-1,-1℄;y=[-1,-1,1,1,-1℄; plot2d(x,y,ret=R);B x=[-1,-1,1,1℄;y=[-1,1,-1,1℄; plot2d(x,y,ret=R);C x=[-1,-1,1℄';y=[-1,1,1℄'; plot2d([x,y℄,[y,x℄,style=[1,1℄,ret=R)D x=[-1,-1,1℄;y=[-1,1,1℄; plot2d([x,y℄,[y,x℄,style=[1,1℄,ret=R)E x=[-1,-1,1,1;-1,1,1,-1℄; y=[-1,1,1,-1;1,1,-1,-1℄;plot2d(x,y,style=[1,1,1℄,ret=R);Question 5. Les lignes de ommande suivantes aÆhent une repr�esentation graphiqueorrete de la fontion x 7! 1sin(x) , pour x 2℄� �;+�[.A e=0.1; x=linspae(e,%pi-e,200); x=[x'-%pi,x'℄;y=(1)./sin(x); plot2d(x,y,style=[5,5℄);B x=[0:0.001:%pi℄; x=[x'-%pi,x'℄;y=(1)./sin(x); plot2d(x,y,style=[5,5℄);C x=[-%pi:%pi℄; y=(1)./sin(x); plot(x,y);D x=[-%pi+0.1:0.1:%pi-0.1℄; y=1/sin(x); plot(x,y);E x=[0.1:0.01:%pi-0.1℄'; y=(1)./sin(x);plot2d([x-%pi,x℄,[-y,y℄,style=[5,5℄);Question 6. Les lignes de ommande suivantes :x=linspae(-%pi,%pi,50)'; y=[℄;for i=-1:1, y=[y,sin(x.*i)℄; end;plot2d([x,x,x℄,y);A traent les ourbes d'�equation y = sin(x), y = 0 et y = � sin(x) en noir.B renvoient un message d'erreurC traent les ourbes d'�equation y = sin(x), y = 0 et y = � sin(x) ave desouleurs di��erentes.D donnent le même r�esultat que :x=linspae(-%pi,%pi,50)';y=[sin(-x),zeros(50,1),sin(x)℄;plot2d([x,x,x℄,y,style=[1,2,3℄);E traent seulement la ourbe d'�equation y = sin(x).Question 7. Soit A une matrie. La ligne de ommande propos�ee d�e�nit la matrie Bdont le oeÆient d'ordre (i; j) est le même que elui de A si i est pair, nul sinon.A B=kron(A,[0;1℄)B B=A; for i=2:n, B(i,:)=0C B=zeros(A); for i=1:2:size(A,"r"), B(i,:)=A(i,:); end;D B=A; n=size(A,"r"); B(find((-1)^[1:n℄==-1,:)=0E B=(A+A*ones(-A))/2 2 ENTRAÎNEMENT



58 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesQuestion 8. La ou les lignes propos�ees ont �et�e sauvegard�ees dans le �hier f.si, dansle r�epertoire ourant. La ommande getf("f.si") permet de d�e�nir la fontion fqui �a deux matries A et B de même taille assoie la matrie f(A,B) dont le oeÆientd'ordre (i; j) est le plus petit des oeÆients de même ordre de A et B.A f(A,B)=min(A,B)B funtion C=f(A,B)C=min(A,B);endfuntionC deff("f(A,B)","min(A,B)")D funtion C=f(A,B)for i=1:size(A), C(i)=min(A(i),B(i));endfuntionE funtion C=f(A,B)C=B; C(A<B)=A(A<B);endfuntionQuestion 9. Les op�erations suivantes d�e�nissent la fontion moins qui retourne ladi��erene de deux matries de même tailleA Sauver dans le �hier f.si les lignesfuntion C=f(A,B)C=A-B;endfuntionpuis harger le �hier par getf("f.si").B Sauver dans le �hier f.si la lignedeff("C=moins(A,B)","C=A-B")puis harger le �hier par getf("f.si").C Sauver dans le �hier f.si les lignesfuntion C=f(A,B)for i=1:n, for j=1:n, C(i,j)=A(i,j)-B(i,j); end; end;endfuntionpuis harger le �hier par getf("f.si").D Sauver dans le �hier f.si les lignesfuntion C=f(A,B)C=A-Bendfuntionpuis harger le �hier par getf("f.si").E Sauver dans le �hier f.se la lignedeff("C=moins(A,B)","C=A-B")puis harger le �hier par exe("f.se").Question 10. La ligne de ommande propos�ee retourne une valeur num�erique prohede R 100 pt dt.A integrate("sqrt(x)","x",0,10)B t=[0,10℄; inttrap(t,sqrt(t))C t=[0:0.001:10℄; inttrap(t,sqrt(t))2.3 QCM



L2 - ECSM - 2012-2013 59D t=[0:0.001:10℄; umsum(sqrt(t))E t=[0:0.001:10℄; sum(sqrt(t)/0.001) R�eponses:1{AC2{BD3{CD4{AD5{AE6{CD7{CD8{BE9{DE10{AC2.4 DevoirEssayez de bien r�ediger vos r�eponses, sans vous reporter ni au ours, ni au orrig�e. Sivous souhaitez vous �evaluer, donnez-vous deux heures ; puis omparez vos r�eponses avele orrig�e et omptez un point pour haque question �a laquelle vous aurez orretementr�epondu.Questions de ours : On d�esigne par f la fontion qui �a x 2 R assoie x sin(1=x)(prolong�ee par ontinuit�e en 0). Le but de l'exerie est d'en obtenir une repr�esentationgraphique sur un intervalle ontenant 0, qui puisse être agrandie par zoom au voisinagede 0.1. Expliquer les raisons pour lesquelles les lignes de ommandes suivantes ne on-viennent pas, quelle que soit la valeur de n.x=linspae(-1,1,n); y=x*sin(1/x);plot2d(x,y)2. Soit h un param�etre r�eel stritement positif. D�e�nir le veteur x de valeurs allantde �b1=(h�) + �=10 �a �b1000=(h�) + � par pas de �=10. D�e�nir le veteur Xdes inverses des valeurs de x, puis le veteur Y, produit des valeurs de X par lessinus de elles de x. Expliquer en quoi la ommande plot2d(X,Y) onstitue unerepr�esentation graphique satisfaisante de f , et pr�eiser l'intervalle de repr�esenta-tion.On note bx la partie enti�ere¨re du nombre r�eel x.3. Comment en d�eduire une repr�esentation satisfaisante sur [�h; 0[ ?4. On souhaite utiliser e qui pr�e�ede pour obtenir une repr�esentation sur [�h; h℄.Donner les limites du adre graphique.5. �Erire une fontion qui prend en entr�ee un param�etre h stritement positif, quiretourne en sortie f(h) et repr�esente la fontion f sur l'intervalle [�h; h℄.Exerie 1 : Soient x = (x(i))i=1;:::;n et y = (y(i))i=1;:::;n deux veteurs. On appellesuite des di��erenes divis�ees de x par y la suite de veteurs d = (di)i=1;:::;n, d�e�nie pard1 = y, et pour i = 1; : : : ; n�1,8j = 1; : : : n� i ; di+1(j) = di(j + 1)� di(j)x(j + i)� x(j) :1. D�e�nir la fontion differenes_divisees, qui prend en entr�ee deux veteurslignes x et y de même taille, et qui retourne en sortie la matrie D, triangulaireinf�erieure dont les lignes sont les veteurs de di��erenes di, ompl�et�es par desz�eros. 2 ENTRAÎNEMENT



60 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes2. Soit P un polynôme de degr�e k 6 n � 2. On pose y = (P (x(i)))i=1;:::;n. V�eri�ezexp�erimentalement que le veteur di est onstant pour i = k + 1, et nul pouri = k + 2; : : : ; n.3. D�e�nir la fontion Newton, qui prend en entr�ee deux veteurs lignes x et y demême taille, et qui retourne en sortie le polynôme P , de degr�e n�1, d�e�ni par :P (X) = d1(1) + d2(1)(X � x(1)) + � � �+ dn(1)(X � x(1)) � � � (X � x(n�1)) :4. V�eri�ez exp�erimentalement que P est le polynôme interpolateur de Lagrange desordonn�ees y(i) aux absisses x(i) :8i = 1; : : : ; n ; P (x(i)) = y(i) :5. Le polynôme interpolateur de Lagrange P peut se aluler aussi par la formulesuivante : P (X) = nXi=1 yiYj 6=i X � xjxi � xj :D�e�nir la fontion Lagrange, analogue �a la fontion Newton, mais utilisant lanouvelle formule.6. V�eri�ez exp�erimentalement que Lagrange est �a la fois plus lente et plus instablenum�eriquement que Newton.Exerie 2 : �Etant donn�ee une matrie sym�etrique d�e�nie positiveA = (ai;j)i;j=1;:::;n, sad�eomposition de Cholesky onsiste �a �erire A = L tL, o�u L est une matrie triangulaireinf�erieure. Pour obtenir la matrie L = (li;j), on d�e�nit d'abord sa premi�ere olonne :l1;1 = pa1;1 ; 8i = 2; : : : ; n ; li;1 = ai;1l1;1 :Pour j = 2; : : : ; n, la j-i�eme olonne est d�e�nie �a partir des pr�e�edentes :
li;j =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
0 8i = 1; : : : ; j�1vuutaj;j � j�1Xk=1 l2j;k pour i = jai;j � j�1Xk=1 li;klj;kli;i 8i = j + 1; : : : ; n :1. D�e�nir une fontion Lt qui prend en entr�ee un entier stritement positif n etretourne en sortie la matrie L de taille n� n dont le oeÆient d'ordre (i; j) estnul si i < j, �egal �a i� j + 1 sinon.2. D�e�nir une fontion Lr qui prend en entr�ee un entier stritement positif n etretourne en sortie la matrie L de taille n� n dont le oeÆient d'ordre (i; j) estnul si i < j, �egal �a un nombre au hasard entre 0 et 1 sinon.2.4 Devoir



L2 - ECSM - 2012-2013 613. Pour L=Lt(n) et L=Lr(n), aluler la matrie A �egale au produit de L par satranspos�ee, puis la norme matriielle de la di��erene entre L' et hol(A). Noter letemps d'ex�eution de la ommande hol(A). E�etuez des essais pour di��erentesvaleurs de n et notez vos observations.4. D�e�nir la fontion Cholesky3, qui prend en entr�ee une matrie sym�etrique A, etqui retourne en sortie la matrie triangulaire inf�erieure L, en utilisant 3 boulesembô�t�ees : la premi�ere pour l'indie de olonne, la seonde pour l'indie de ligne,la troisi�eme pour aluler la somme d�e�nissant le num�erateur de li;j.5. R�ep�eter les exp�erienes de la question 3 en rempla�ant la fontion Silab holpar Cholesky3.6. Modi�er la fontion Cholesky3 en Cholesky2 et remplaer la troisi�eme boulepar un alul utilisant sum.7. R�ep�eter les exp�erienes de la question 3 en renpla�ant hol par Cholesky2.8. Modi�er la fontion Cholesky2 en Cholesky1 et remplaer la deuxi�eme boulepar un alul diret de la j-i�eme olonne.9. R�ep�eter les exp�erienes de la question 3 en renpla�ant hol par Cholesky1.2.5 Corrig�e du devoirQuestions de ours :1. Il y a deux erreurs dans le alul de y. D'une part, la ommande orrete esty=x.*sin((1)./x). D'autre part, si n est impair, le veteur x ontient 0 et lealul de y renvoie un message de division par 0. En outre, les variations de fsont beauoup plus importantes au voisinage de 0. D�e�nir un veteur d'absissesr�eguli�erement espa�ees, même grand, ne permet pas de zoomer en onservant lamême qualit�e de repr�esentation au voisinage de 0.2. h=0.1; uh = 1/h;x = %pi*[floor(uh/%pi):0.1:eil(uh*1000/%pi)℄; x(1)=[℄;X = (1)./x;Y = X.*sin(x);lf();plot2d(X,Y);Le veteur des absisses X a pour valeurs extrêmes des valeurs prohes de h eth=1000 (si h est petit). Les valeurs sont de plus en plus onentr�ees au voisinagede 0, de plus les absisses de la forme 2=(n�) �gurent dans le veteur, donnantune repr�esentation qui respete les maxima et minima loaux de f .3. Du fait de la parit�e de la fontion f , il suÆt de repr�esenter les absisses oppos�eesave les mêmes ordonn�es.4. La repr�esentation peut se faire sur le arr�e [�h ; +h℄2.5. funtion y=xsin1(h)// 2 ENTRAÎNEMENT



62 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes// Represente le graphe de la fontion y=x*sin(1/x)// entre -h et h. Retourne la valeur en h.//uh = 1/h;y = h*sin(uh);x = %pi*[floor(uh/%pi):0.1:eil(uh*1000/%pi)℄; x(1)=[℄;X = (1)./x;Y = X.*sin(x);lf();plot2d(-X,Y,style=5,ret=[-h,-h,h,h℄,nax=[1,10,1,10℄);plot2d([-X($),0,X($)℄,[Y($),0,Y($)℄,style=5,frameflag=0); // relie parties paires et impairesplot2d(X,Y,style=5,frameflag=0);endfuntionExerie 1 :1. funtion D=differenes_divisees(x,y)//// Calule la matrie des differenes divisees// du veteur y par le veteur x (veteurs lignes).//d = y; D=[d℄; // initialisationn=size(y,"*"); // taille du veteurfor i=1:n-1, // onstrution des lignesdy = d(2:n-i+1)-d(1:n-i); // differenes d'ordonneesdx = x(1+i:n)-x(1:n-i); // differenes d'absissesd = dy./dx; // differenes diviseesD=[D;d,zeros(1,i)℄; // stoker le resultatend;endfuntion2. x=gsort(rand(1,10),"","i"); y=x.^5+3*x^4-2*x^2+x-1;D=differenes_divisees(x,y)3. funtion P = Newton(x,y)//// Retourne le polynome d'interpolation// des valeurs y aux points x// (x et y sont deux veteurs lignes de meme taille).// Le alul utilise les differenes divisees.//n = size(x,"*"); // nombre de pointsd = y; // differenes diviseess = n; // longueurP = y(1); // initialisation du polynomef = 1; // produit de fateursfor k=1:n-1,2.5 Corrig�e du devoir



L2 - ECSM - 2012-2013 63d = d([2:s℄)-d([1:s-1℄); // nouveau veteur de differenesa = x([n-s+2:n℄)-x([1:s-1℄);// differenes d'absissesd = d./a; // diviser par les differeness = s-1; // la taille diminuef = f*(%s-x(k)); // nouveau produitP = P+d(1)*f; // ajouter au polynomeend;endfuntion4. x=gsort(rand(1,5),"","i"); y=x.^5+3*x^4-2*x^2+x-1;P=Newton(x,y); horner(P,x)-y5. funtion P = Lagrange(x,y)//// Retourne le polynome d'interpolation// des valeurs y aux points x// (x et y sont deux veteurs lignes de meme taille).// Le alul utilise les polynomes ardinaux.//n = size(x,"*"); // nombre de pointsP = 0; // initialisation du polynomefor k=1:n // parourir les absissesz = x; // reopier le veteur d'absissesz(k)=[℄; // supprimer la k-iemeL = prod((%s-z)./(x(k)-z)); // k-ieme polynome ardinalP = P+y(k)*L; // multiplier par la valeur et ajouterend;endfuntion6. x=gsort(rand(1,1000),"","i"); y=rand(1,1000);timer(); Newton(x,y); tN=timer()timer(); Lagrange(x,y); tL=timer()x=gsort(rand(1,10),"","i"); =rand(1,10);P=poly(,"X","oeff"); y=horner(P,x);PN=Newton(x,y); norm(oeff(PN)-)PL=Lagrange(x,y); norm(oeff(PL)-)Exerie 2 :1. deff("L=Lt(n)","L=toeplitz([1:n℄,[1,zeros(1,n-1)℄)")2. deff("L=Lr(n)","L=tril(rand(n,n))")3. n=100; L=Lt(n); A=L*L';timer(); d=norm(L-hol(A)'); t=timer(); [d,t℄Ave Lt, les matries L et A sont �a valeurs enti�eres. La d�eomposition de Choleskyest num�eriquement stable : la norme de la di��erene est nulle, même pour degrandes valeurs de n. Le temps d'ex�eution observ�e (d�ependant de la mahine)est de l'ordre de 0:03 s pour n = 100, 1:8 s pour n = 1000. 2 ENTRAÎNEMENT



64 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesAve Lr, la d�eomposition de Cholesky est num�eriquement instable : la norme dela di��erene peut être tr�es variable. Un message d'erreur sur le fait que la matrieA n'est pas d�e�nie positive peut apparâ�tre d�es n = 50.4. funtion L = Cholesky3(A)//// Pour une matrie symetrique A, la matrie L// est triangulaire inferieure et A=L*L'// 3 boules emboitees.//L=zeros(A); // initialisation : matrie nullen = size(A,"r"); // nombre de lignesdia = sqrt(A(1,1)); // oeffiient diagonalL(:,1) = A(:,1)/dia; // premiere olonnefor j=2:(n-1), // olonnes suivantesdia = A(j,j);for l=1:(j-1),dia = dia - L(j,l)^2;end;dia = sqrt(dia);L(j,j) = dia; // oeffiient diagonalfor i=(j+1):n,aux = A(i,j);for l=1:(j-1),aux = aux - L(i,l)*L(j,l);end;aux = aux/dia;L(i,j) = aux;end;end;dia = A(n,n);for l=1:(n-1),dia = dia -L(n,l)^2;end;dia = sqrt(dia);L(n,n) = dia; // dernier oeffiientendfuntion5. Les mêmes propri�et�es de stabilit�e ou instabilit�e num�erique sont observ�ees, letemps d'ex�eution est de 0:5 s pour n = 100, 277 s pour n = 1000.6. funtion L = Cholesky2(A)//// Pour une matrie symetrique A, la matrie L// est triangulaire inferieure et A=L*L'2.5 Corrig�e du devoir



L2 - ECSM - 2012-2013 65// 2 boules emboitees.//L=zeros(A); // initialisation : matrie nullen = size(A,"r"); // nombre de lignesdia = sqrt(A(1,1)); // oeffiient diagonalL(:,1) = A(:,1)/dia; // premiere olonnefor j=2:n-1, // olonnes suivantesdia = sqrt(A(j,j)-sum(L(j,[1:j-1℄).^2));L(j,j) = dia; // oeffiient diagonalfor i=j+1:n,L(i,j) = (A(i,j) - sum(L(i,[1:j-1℄).*L(j,[1:j-1℄)))/dia;end;end;dia = sqrt(A(n,n)-sum(L(n,[1:n-1℄).^2));L(n,n) = dia; // dernier oeffiientendfuntion7. Le temps d'ex�eution est de 11 s pour n = 1000.8. funtion L = Cholesky1(A)//// Pour une matrie symetrique A, la matrie L// est triangulaire inferieure et A=L*L'// 1 seule boule.//L=zeros(A); // initialisation : matrie nullen = size(A,"r"); // nombre de lignesdia = sqrt(A(1,1)); // oeffiient diagonalL(:,1) = A(:,1)/dia; // premiere olonnefor j=2:n-1, // olonnes suivantesdia = sqrt(A(j,j)-sum(L(j,[1:j-1℄).^2));L(j,j) = dia; // oeffiient diagonalL([j+1:n℄,j) = (A([j+1:n℄,j) - ..sum(L([j+1:n℄,[1:j-1℄).*(ones(n-j,1)*L(j,[1:j-1℄)),""))/dia;end;dia = sqrt(A(n,n)-sum(L(n,[1:n-1℄).^2));L(n,n) = dia; // dernier oeffiientendfuntion9. Le temps d'ex�eution est de 6:75 s pour n = 1000.
2 ENTRAÎNEMENT



66 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes3 Compl�ements3.1 Un voyage �a Antiyth�ereNous sommes en otobre 1900, et le mauvais temps s�evit en M�editerran�ee. De re-tour d'Afrique, le apitaine Dimitrios Kondos d�eide de laisser passer la tempête surl'̂�le d'Antiyth�ere, entre Cyth�ere et la Cr�ete. Bien �equip�es pour la plong�ee ave leursostumes de toile et leurs asques de uivre, ses hommes passent le temps en pêhantdes �eponges, quand l'un d'eux tombe sur une �epave. Datant du premier si�ele av. J.C.,elle-i r�ev�ele une argaison rihe et assez h�et�erolite, probablement le butin d'un g�e-n�eral romain de retour d'Ath�enes. La d�eouverte la plus �etonnante fut faite vers la�n de la fouille par les arh�eologues : un m�eanisme omprenant trois adrans et desdizaines d'engrenages. Plusieurs th�eories se sont a�ront�ees depuis sur l'usage de ettemahine, mais les reonstitutions les plus r�eentes ont permis d'�etablir qu'elle e�etuaittoutes sortes de aluls astronomiques, entre autres la pr�edition des �elipses, en te-nant ompte des th�eories les plus sophistiqu�ees de l'�epoque1. On savait par les �erits deCi�eron, qu'Arhim�ede avait onstruit des dispositifs m�eaniques visualisant le mouve-ment apparent du soleil, de la lune et des inq plan�etes onnues �a l'�epoque. Mais esmahines n'avaient pas �et�e onserv�ees et personne n'imaginait que les dispositifs m�e-aniques de alul astronomique aient pu atteindre il y a si longtemps la sophistiationet la omplexit�e du m�eanisme d'Antiyth�ere.Des horloges et des automates �elabor�es ont don �et�e onstruits d�es l'antiquit�e. Ilsfurent port�es �a un tr�es haut degr�e de perfetion par les savants arabes �a partir du ixesi�ele. Parmi es inventeurs, la palme du ourage revient �a Abbas ibn Firnas (810{887),qui vivait en Andalousie. Voii e qu'en dit Al Maqqari, historien maroain du xviiesi�ele.[Il℄ fut le premier �a fabriquer du verre �a partir du sable et en �etablit desfabriques en Andalousie. Il passe aussi pour être le premier �a avoir introduitdans e pays le fameux trait�e de prosodie de Khalil, et �a y avoir enseign�ela siene de la musique. Il inventa un instrument appel�e al-mink�alah, parlequel on marquait le temps en musique sans avoir reours �a des notes ou des�gures. Entre autres exp�erienes tr�es urieuses qu'il �t, il essaya de voler.Il se ouvrit de plumes �a et e�et, attaha une paire d'ailes �a son orps,et montant sur une �eminene, il se lan�a dans l'air. Selon le t�emoignage deplusieurs �erivains dignes de on�ane t�emoins de l'exploit, il vola sur unedistane onsid�erable, omme s'il avait �et�e un oiseau ; mais au moment dese poser �a l'endroit d'o�u il �etait parti, son dos fut gri�evement bless�e, ar ilne savait pas que les oiseaux quand ils se posent arrivent sur leur queue, etil avait oubli�e de s'en prourer une. M�umen Ibn Sa��d a dit, dans un verso�u il �evoque et homme extraordinaire, � Il surpassa en vitesse le vol del'autruhe, mais il n�egligea de munir son orps de la fore du vautour �.Le même po�ete a aussi fait allusion �a une repr�esentation des ieux que1T. Freeth et al. : Calendars with Olympiad display and elipse predition on the AntikytheraMehanism. Nature, 454 p.614{617 (2008)



L2 - ECSM - 2012-2013 67et ibn Firnas, qui �etait un astronome onsomm�e, avait fabriqu�ee dans samaison, et o�u les spetateurs avaient l'impression qu'ils voyaient les nuages,les �etoiles, les �elairs, et qu'ils entendaient le bruit terrible de la foudre. � Lesieux de Ab�u-l-k�asim �Abb�as, le savant, feront fortement impression sur tonesprit par l'�etendue de leur perfetion et de leur beaut�e. Tu entendras letonnerre gronder, des �elairs roiseront ta vue, et par Allah, le �rmamentmême temblera sur ses fondations. Mais ne vas pas au sous-sol, sauf si tu ytiens, ar je l'ai fait et en voyant la tromperie j'ai rah�e au visage de sonr�eateur �.Le vers qui suit est de la main même de ibn Firnas, qui l'avait adress�e �al'�Emir Mohammed. � J'ai vu le Prine des royants, Mohammed, et l'�etoileorissante de la bienveillane brillait sur son front �. Ce �a quoi M�umenr�epondit, quant il en eut onnaissane, � Oui, tu as raison, mais elle s'�eva-nouit au moment même o�u tu t'en es approh�e ; tu as fait de la fae duCalife un hamp o�u les �etoiles eurissent ; h�elas tu en as fait aussi un tasd'exr�ements, ar les plantes ne poussent pas sans fumier �.DiÆile d'en d�eduire e qui �etait le plus dangereux dans l'Andalousie de l'�epoque : sejeter dans le vide, tromper ses visiteurs, ou d�eplaire au Calife ?3.2 La pasalineLe dispositif de alul m�eanique le plus anien est le boulier, qui est la tradutionportable des abaques ; il est enore en usage de nos jours. Il permet d'e�etuer assezfailement des additions et des soustrations, mais devient plus diÆile �a manipulerquand il s'agit de multiplier et de diviser. N�eanmoins, quand les premi�eres alulatries�eletroniques sont apparues, des omp�etitions de vitesse ont �et�e organis�ees ave dessp�eialistes du boulier : l'�eletronique ne gagnait pas enore �a tous les oups ! L'inven-teur des logarithmes, Napier, avait aussi propos�e un dispositif de r�eglettes sur lesquelles�etaient dispos�es les r�esultats des multipliations de hi�res entre eux, qu'il suÆsait ded�eplaer les uns par rapport aux autres pour transformer les multipliations en suitesd'additions. Ces dispositifs furent bientôt perfetionn�es en r�egles et erles �a alul,grâe aux logarithmes. Même si les premi�eres horloges m�eaniques europ�ennes sontapparues d�es le xiiie, les premi�eres mahines �a engrenages apables d'additionner nefurent invent�ees qu'au xviie ave Wilhelm Shikard (1623) et Blaise Pasal (1642). Le22 mai 1649 Louis xiv (ou plutôt sa m�ere la r�egente, ar le roi n'avait que 10 ans)aorde �a Blaise Pasal un � privil�ege royal � pour la prodution de ses mahines.Notre her et bien aim�e le Sr Pasal nous a fait remontrer qu'�a l'invitationdu Sr Pasal, son p�ere, nostre Conseiller en nos onseils, et pr�esident ennotre Cour des Aydes d'Auvergne, il auroit eu, d�es ses plus jeunes ann�ees,une inlination partiuli�ere aux sienes Math�ematiques, dans lesquelles parses �etudes et ses observations, il a invent�e plusieurs hoses, et partiuli�ere-ment une mahine, par le moyen de laquelle on peut faire toutes sortes desupputations, Additions, Soustrations, Multipliations, Divisions, et toutesles autres R�egles d'Arithm�etique, tant en nombre entier que rompu, sans3 COMPL�EMENTS



68 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartesse servir de plume ni jettons, par une m�ethode beauoup plus simple, plusfaile �a apprendre, plus prompte �a l'ex�eution, et moins p�enible �a l'espritque toutes les autres fa�ons de aluler, qui ont �et�e en usage jusqu'�a pr�e-sent ; et qui outre es avantages, a enore eluy d'estre hors de tout dangerd'erreur, qui est la ondition la plus importante de toutes dans les aluls.De laquelle mahine il avoit fait plus de inquante mod�eles, tous di�erens,les uns omposez de verges ou lamines droites, d'autres de ourbes, d'autresave des haisnes les uns ave des rouages onentriques, d'autres ave desexentriques, les uns mouvans en ligne droite, d'autres irulairement, lesuns en ones, les autres en ylindres, et d'autres tous di��erens de eux-l�a,soit pour la mati�ere, soit pour la �gure, soit pour le mouvement : de touteslesquelles mani�eres di��erentes l'invention prinipale et le mouvement es-sentiel onsistent en e que haque roue ou verge d'un ordre faisant unmouvement de dix �gures arithm�etiques, fait mouvoir sa prohaine d'une�gure seulement. Apr�es tous lesquels essais auxquels il a employ�e beauoupde temps et de frais, il seroit en�n arriv�e �a la onstrution d'un mod�eleahev�e qui a �et�e reonnu infaillible par les plus dotes math�ematiiens dee temps, qui l'ont universellement honor�e de leur approbation et estim�etr�es utile au publi.� . . . haque roue ou verge d'un ordre faisant un mouvement de dix �gures arithm�e-tiques, fait mouvoir sa prohaine d'une �gure seulement � : e prinipe de base �etaitenore utilis�e r�eemment pour les ompteurs kilom�etriques.Reprenant le m�eanisme de Pasal, et lui ajoutant l'invention fondamentale de y-lindres annel�es �a dents progressives, Leibniz (1646{1716) on�oit en 1671 une mahine�elabor�ee, �a laquelle il travaillera tout au long de sa vie. Les diÆult�es m�eaniques�etaient telles que des mahines �a aluler v�eritablement op�erationnelles ne seront om-merialis�ees qu'au xixe si�ele. Une fois de plus, Leibniz s'�etait montr�e remarquablementvisionnaire : � Il est indigne d'hommes �eminents de perdre des heures omme eslavesdans le travail de alul, qui pourrait sûrement être on��e �a n'importe qui, si desmahines �etaient utilis�ees �.3.3 Les mahines �a aluls�A partir du xixe si�ele, toutes sortes d'op�erations math�ematiques furent m�eani-s�ees. Les planim�etres, on�us d�es 1814, �etaient form�es de tiges artiul�ees reli�ees �a desadrans ; ils servaient �a �evaluer des aires planes, 'est-�a-dire aluler des int�egrales. En1836 Gaspard Coriolis imagine une mahine pour aluler des solutions de l'�equationdi��erentielle y0(x) = f(x; y), �a l'aide d'� une surfae ex�eut�ee en relief ayant pourordonn�ee y=f(x; y) �. Il la fait r�ealiser pour f(x; y) = ay (alul de l'exponentielle)2.Si l'on on�oit qu'un �l tendu s'enroule sur un ylindre, et que le frottementy soit assez fort pour empêher e �l de glisser le long de la surfae ontre2G. Coriolis : Note sur un moyen de traer des ourbes donn�ees par des �equations di��erentielles.Journal de Math�ematiques Pures et appliqu�ees. serie I(1) p. 5{9 (1836)3.3 Les mahines �a aluls



L2 - ECSM - 2012-2013 69laquelle il s'est enroul�e, la ourbe form�ee par le �l sur la surfae du ylindre,d�evelopp�ee ensuite sur un plan, jouira de la propri�et�e que la diretion de satangente sera toujours elle de la partie du �l tendue en ligne droite avantqu'elle s'enroule.Si don on peut donner au �l, dans ette partie, une diretion qui r�esultede l'�equation di��erentielle d'une ourbe, elle-i se trouvera tra�ee sur leylindre en prenant pour absisse les ars ompt�es sur la base du ylindre.Cette onsid�eration onduit �a un tra�e assez simple de plusieurs ourbes.[. . . ℄J'ai fait onstruire, d'apr�es ette remarque, une mahine au moyen de la-quelle un �l tendu par un l�eger poids s'enroule ou se d�eroule autour d'unylindre en passant par un petit trou per�e dans une plaque mobile qu'onapprohe ou qu'on �earte �a volont�e du ylindre. Une aiguille et un adranindiquent les tours et les frations de tours dont on a tourn�e le ylindre. Cesont es quantit�es qui repr�esentent les exposants.Le prinipe de toutes les mahines �a aluls est remarquablement r�esum�e par LeonardoTorres y Quevedo (1852{1936)3, ing�enieur espagnol inventeur entre autres d'une ma-hine qui alulait les raines des polynômes, et d'une autre qui r�esolvait des �ns departie d'�ehes.Une mahine est un intrument qui relie plusieurs mobiles et qui imposem�eaniquement ertaines relations entre les valeurs simultan�ees de leurs d�e-plaements. Ces relations se traduisent ordinairement en une ou plusieurs�equations et on peut dire de mani�ere appropri�ee qu'en onstruisant la ma-hine, on onstruit les �equations �etablies entre les valeurs des d�eplaementsonsid�er�es. Il suÆt de prendre en ompte ette analogie pour omprendre lapossibilit�e d'obtenir des mahines qui ex�eutent ertains aluls alg�ebriques.Jusqu'�a la seonde guerre mondiale, les mahines �a alul ont onnu un d�eveloppementimpressionnant. L'� int�egrateur �a eau �, onstruit en Union Sovi�etique en 1936 r�esolvaitdes �equations di��erentielles. Il oupait toute une salle, pleine de tuyaux et de pompes.Le niveau d'eau dans les divers r�eservoirs, mesur�e ave une grande pr�eision, repr�e-sentait des enregistrements de nombres, et les ux entre es r�eservoirs traduisaient lesop�erations math�ematiques. La mahine �eletrique de Mallok, ontruite aux �Etats-Unisen 1933 r�esolvait des syst�emes di��erentiels omprenant jusqu'�a 10 �equations oupl�ees.3.4 La manufature �a logarithmesExerie : �evaluez l'âge anonique de l'auteur sahant que, omme tous ses ama-rades �a l'�epoque, il a ommen�e par se munir d'une r�egle �a alul et de tables delogarithmes avant d'entamer ses �etudes de math�ematiques. Comptez pendant ombiende si�eles math�ematiiens, ing�enieurs et astronomes n'ont eu �a leur disposition que des3L. Torres y Quevedo : Memoria sobre las m�aquinas alg�ebrias. Revista de Obras P�ublias, (26{33)(1895) 3 COMPL�EMENTS



70 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartestables de valeurs num�eriques pour les aider dans leurs aluls, sahant que les premi�erestables trigonom�etriques sont elles d'Hipparque de Ni�ee (iie si�ele av. J.C.).La puissane des logarithmes, invent�es par John Napier en 1614, est de transformerles produits en sommes : ab = exp(log(a) + log(b)). Mais ela n'a d'int�erêt que si onpeut aluler simplement log(a) et log(b) puis l'exponentielle de la somme : d'o�u lan�eessit�e de tables pr�eises permettant de lire les valeurs des logarithmes sans alulsuppl�ementaire. Tout au long des xviie et xviiie si�eles, des tables de plus en plusperfetionn�ees ont �et�e alul�ees et publi�ees.Comment ? Du temps de Napier, on utilisait simplement la d�e�nition : le logarithmeen base b d'un nombre x est le nombre l tel que xl = b. Prenez par exemple le nombrex = 1:001 et multipliez-le par lui-même de fa�on r�ep�et�ee. Ce n'est pas diÆile, pourmultiplier un nombre a par x, il suÆt d'ajouter a ave son d�ealage de 3 d�eimales, enpla�ant bien la virgule. Arrêtez-vous d�es que le produit d�epasse b = 10.D�ej�a �ni ? C'est bien ! Vous avez fait 2304 multipliations. Vous êtes sûr que vousn'avez pas trih�e ?x=1.001; p=x; P=[p℄; n=1; while p<10, p=p*x; P=[P,p℄; n=n+1; end;Maintenant divisez tous les entiers de 1 �a 2304 par 2304 : k=2304 est une approximationdu logarithme en base 10 de xk ; pas trop mauvaise d'ailleurs.norm([1:n℄/n-log10(P))Pour pas beauoup plus her, am�eliorez s�erieusement le r�esultat ave une interpolationlin�eaire, qui fournit un diviseur mieux pla�e entre 2303 et 2304 :d=n-(P(n)-10)/(P(n)-P(n-1))norm([1:n℄/d-log10(P))Vous avez maintenant une approximation des logarithmes d�eimaux de 2304 nombresentre 1 et 10. Des interpolations lin�eaires entre es valeurs peuvent vous en fournird'autres. Tel est le prinipe des premi�eres tables de Napier, perfetionn�ees par Briggsen 1617 (1000 logarithmes �a 14 d�eimales) puis 1624 (30000 logarithmes �a 14 d�eimales).Le ourageux Briggs produira aussi entre autres des tables de logarithmes de sinus ettangentes, pr�eises au 100e de degr�e.Les tehniques de alul hangent ave la publiation, le 5 juillet 1687 des � Philoso-phi� Naturalis Prinipia Mathematia � d'Isaa Newton (1642{1727). Le lemme v dulivre iii, pages 695 et 696 d�erit une m�ethode pour � trouver une ligne ourbe de genreparabolique qui passe par un nombre quelonque de points �. C'est la m�ethode desdi��erenes divis�ees que nous vous avons propos�ee en devoir. Elle permet de ramener lealul d'une s�erie de valeurs d'une fontion polynomiale �a une suession d'additions. IlsuÆt alors d'approher une fontion quelonque �a tabuler par un polynôme assurant lapr�eision d�esir�ee, puis de aluler les valeurs de e polynôme par di��erenes suessives.Parmi les �uvres de la r�evolution, l'�etablissement du syst�eme m�etrique fut uneentreprise d'une ambition diÆilement imaginable. Outre la d�e�nition des nouvellesmesures, le passage syst�ematique au syst�eme d�eimal impliquait entre autres que l'on3.4 La manufature �a logarithmes



L2 - ECSM - 2012-2013 71realule les tables trigonom�etriques : l'angle droit, jusque-l�a divis�e en 90 degr�es, 90�60minutes et 90� 60� 60 seondes, se omposait d�esormais de 100 grades, subdivis�es enpuissanes de 10. La mission de aluler de nouvelles tables fut on��ee au direteur dubureau du adastre, Gaspard-Clair-Fran�ois-Marie Rihe, Baron de Prony, devenu plussimplement le itoyen Prony. Il dit avoir �et�e inspir�e par les travaux d'Adam Smith surla division du travail en tâhes homog�enes r�ep�et�ees, et en partiulier par son exemplede la fabrique d'�epingles (1776).One man draws out the wire, another straights it, a third uts it, a fourthpoints it, a �fth grinds it at the top for reeiving the head : to make thehead requires two or three distint operations : to put it on is a partiu-lar business, to whiten the pins is another. . . and the important business ofmaking a pin is, in this manner, divided into about eighteen distint ope-rations, whih in some manufatories are all performed by distint hands,though in others the same man will sometime perform two or three of them.Peut-être Prony et Smith avaient-ils lu l'artile � �Epingle � de l'Enylop�edie de Diderotet d'Alembert, qui d�erit dans les moindres d�etails les 18 op�erations n�eessaires.Cet artile est deM. Delaire, qui d�erivoit la fabriation de l'�epingle dansles atteliers même des ouvriers, sur nos desseins, tandis qu'il faisoit imprimer�a Paris son analyse de la philosophie sublime & profonde du hanelierBaon ; ouvrage qui joint �a la desription pr�e�edente, prouvera qu'un bonesprit peut quelquefois, ave le même su�es, & s'�elever aux ontemplationsles plus hautes de la Philosophie, & desendre aux d�etails de la m�ehaniquela plus minutieuse. Au reste eux qui onnô�tront un peu les vûes que lephilosophe anglois avoit en omposant ses ouvrages, ne seront pas �etonn�esde voir son disiple passer sans d�edain de la reherhe des lois g�en�erales dela nature, �a l'emploi le moins important de ses produtions.� Je ferai mes aluls omme on fait des �epingles � d�eide Prony. Ainsi naquit la � Ma-nufature �a Logarithmes4 �. Prony organisa le travail en trois groupes. Le premier �etaitelui des math�ematiiens (parmi lesquels Legendre), harg�es d'�etablir les formules d'ap-proximation polynomiale garantissant la pr�eision souhait�ee, de aluler les tables dedi��erenes, bref d'�etablir les algorithmes de alul. Le deuxi�eme groupe organisait lesaluls pour le troisi�eme, en pr�eparant des formulaires destin�es �a reevoir les r�esul-tats interm�ediaires. Il ompilait ensuite les valeurs obtenues et r�ealisait le manusritd�e�nitif. Le troisi�eme groupe �etait elui des alulateurs, qui passaient leurs journ�ees�a e�etuer les additions presrites et �a en noter les r�esultats. Il est diÆile de savoirexatement ombien il y eut de es alulateurs, probablement plusieurs dizaines. Ils�etaient r�epartis en deux groupes, produisant deux manusrits originaux dont les r�esul-tats furent ensuite onfront�es pour d�eteter les erreurs. La Manufature �a Logarithmes�t merveille : �a raison de plusieurs entaines de valeurs alul�ees par jour, ave despr�eisions allant jusqu'�a 24 hi�res, plusieurs milliers de pages furent produites. LeComit�e de Salut Publi avait d�er�et�e le 11 mai 1794 que 10000 exemplaires des tables4D. Roegel : The great logarithmi and trigonometri tables of the Frenh Cadastre : a preliminaryinvestigation http://loomat.loria.fr/adastre/analysis.pdf (2011) 3 COMPL�EMENTS
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72 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartesdevraient être imprim�es aux frais de la R�epublique. Ils ne sont jamais sortis : les pro-bl�emes politiques, les oûts et les diÆult�es tehniques de l'entreprise s'aumulant, lestables ne d�epass�erent pas le stade des deux manusrits qui nous sont parvenus.Même si elle ne d�ebouha sur auune utilisation pratique, ette extraordinaire en-treprise eut n�eanmoins une inuene indirete sur l'histoire de l'informatique. L'an-glais Charles Babbage (1791{1871), lui même auteur de tables de logarithmes, en avaiteu onnaissane. Il avait on�u l'id�ee de remplaer les alulateurs de Prony par lesrouages d'une mahine : sa � mahine �a di��erenes � devait supprimer toute interven-tion humaine soure d'erreurs, et r�ealiser l'ensemble des op�erations jusqu'�a omposerautomatiquement les matries des pages pour l'impression des tables. Cette mahine nevit jamais le jour du vivant de son inventeur, pas plus que la � mahine analytique �,beauoup plus ambitieuse, qu'il on�ut ensuite : dommage, elle aurait �et�e le premierordinateur.3.5 Que alule la alulette ?Vous êtes-vous demand�e omment fait votre alulette pour retourner instantan�e-ment ave 10 hi�res de pr�eision n'importe quelle valeur d'une fontion usuelle ? �Ala leture de e qui pr�e�ede, vous êtes peut-être tent�e de roire �a une approximationpolynomiale, alul�ee par la m�ethode des di��erenes. Non : votre alulette utiliseprobablement l'algorithme CORDIC (pour Coordinate Rotation Digital Computer),invent�e par J. Volder en 1959, et g�en�eralis�e par J. Walther en 19715.Voii le prinipe, pour les fontions trigonom�etriques. Soit �a aluler sin(�) et os(�),pour un ertain angle �. L'id�ee onsiste �a approher � par la suite (�n)n2N, d�e�nie par�0 = 0 et pour tout n > 0 :�n+1 = 8<: �n si � = �n�n + artan(2�n) si � > �n�n � artan(2�n) si � < �nLa s�erie de terme g�en�eral artan(2�n) est onvergente. De plus, pour tout n 2 N :artan(2�n) < +1Xi=n+1 artan(2�i) :D�emontrez-le, et d�eduisez-en que la suite (�n) onverge vers �, pour tout � omprisentre deux valeurs extrêmes :� +1Xn=0 artan(2�n) 6 � 6 + +1Xn=0 artan(2�n) :Ce n'est pas une limitation gênante : omme vous le savez, on peut toujours se ramener�a un angle ompris entre 0 et �=2, quitte �a hanger ensuite le signe du r�esultat.5J. Walther : A uni�ed algorithm for elementary funtions, Joint Computer Conferene Proeedings,38 p. 379{385 (1971)3.5 Que alule la alulette ?



L2 - ECSM - 2012-2013 73n=[1:100℄; sum(atan(2^(-n)))/%piLes angles artan(2�n) sont �xes : ils peuvent être tabul�es et m�emoris�es. Peu de va-leurs sont n�eessaires, ar pour n assez grand, 2�n est une bonne approximation deartan(2�n).d=2^(-[0:10℄); atan(d)-dNotons �n l'angle �n+1 � �n = � artan(2�n). Les valeurs approhant le osinus et lesinus de � sont xn = os(�n), yn = sin(�n). Le veteur de oordonn�ees (xn+1; yn+1) sed�eduit du pr�e�edent par une rotation d'angle �n (d'o�u le nom de l'algorithme) :� xn+1yn+1 � = � os(�n) � sin(�n)sin(�n) os(�n) �� xnyn � = os(�n)� 1 � tan(�n)tan(�n) 1 �� xnyn �Pour tout n 2 N, posonsKn = n�1Yi=0 os(�i) = n�1Yi=0 os(artan(2�i)) = n�1Yi=0 1p1 + 2�2i :Posons (X0; Y0) = (x0; y0) = (1; 0), et pour tout n > 1, (Xn; Yn) = K�1n (xn; yn). Ilvient : � Xn+1Yn+1 � = � 1 � tan(�n)tan(�n) 1 �� XnYn �La puissane de l'algorithme r�eside dans ette formule de r�eurrene : elle ne omporteque des additions, et des multipliations par tan(�n). Or par d�e�nition de �n, tan(�n) =�2�n. Multiplier par tan(�n) en arithm�etique binaire, 'est d�ealer la virgule de nplaes, et �eventuellement inverser le bit de signe. Le alul de (Xn; Yn) est don peuoûteux. Pour revenir �a (xn; yn), il faut multiplier par Kn : les valeurs de Kn sont �xeset peuvent être m�emoris�ees. Peu de valeurs sont n�eessaires ar le produit onvergevite.umprod(os(atan(2^(-[0:15℄))))Voii en Silab le alul de sin(1) et os(1) (non optimis�e bien sûr).theta=1; tn=0; v=[1;0℄; V=[℄; n=40;for i=0:n,s=sign(theta-tn); tn=tn+s*atan(2^(-i));b=s*2^(-i); M=[1,-b;b,1℄; v=M*v; V=[V,v℄;end;K=umprod(os(atan(2^(-[0:n℄)))); s=V.*[K;K℄s-[os(theta);sin(theta)℄*ones(1,n+1)Pour les autres fontions usuelles, il faut d�e�nir une autre notion de � rotation �, maisle prinipe reste le même : une r�eurrene lin�eaire peu oûteuse, �eventuellement suivied'une multipliation par des valeurs m�emoris�ees. 3 COMPL�EMENTS
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