Modéles d'interpolation

e Interpolation linéaire, ou d'ordre 1 : on relie deux points par un
segment.

On obtient une courbe continue, mais pas dérivable.

e Interpolation spline d’ordre deux ou trois : deux points consécutifs
sont reliés par un polyndome d’ordre deux, resp. trois. Ceci permet
d’obtenir une courbe d’interpolation réguliere.

On doit résoudre jusqu’'a 4n équations (pour les splines cubiques).
Ces méthodes sont trés utilisées en pratique : logiciels de dessins,
PAO, CAO;

en 2D, zoom numérique d'images digitales.

e Interpolation polynomiale : on suppose que f est le polynéme
unique de degré n qui passe par les n + 1 points (xj, y;).

Suivant la facon de représenter le polynéme cherché, on obtient des
algorithmes différents.

ﬂ PARIS DESCARTES

Interpolation polynomiale directe

n
On suppose que f(x) = Z ajxj, comme f doit passer par les
j=0
(xi, yi), on obtient n 4+ 1 équations :

n
Zajxf:y,-, 0<i<n.
Jj=0

Ce qui s'écrit sous forme matricielle :
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la matrice des (x!)o<jj<n est appelée matrice de Vandermonde.
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Interpolation de LAGRANGE

On a aussi f(x Zy,

ou Li(x) = H ((X_—XJ) avec Li(xx) = 0k

Xi — X;)
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C'est le polyndme interpolateur de LAGRANGE
qui vérifie f(x;) = yi.
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Données a interpoler : x = [ 1:2:20 J et y = sin(x)
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Systémes d'équations linéaires

On se donne b € My 1(R) et A € Mpy,(R), pour m,n € N*,
et 'on s’intéresse a la résolution de I'équation matricielle : Ax = b

C'est un systéme de m équations linéaires a n inconnues :

)
aiix1 + awxe + - 4+ aipnxn = by
axixy + axxx + - 4+ amxp = b
aipxy + apxe + - 4+ appxn = b
 dm1X1 + am2X2 + -+ + dmnXn = bm
X1 b
oux=1|:11],b=1]": etA:(a,-j> :
1<i<m,1<j<n
Xn bm
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Systémes d'équations linéaires

Ces systémes apparaissent dans beaucoup de problémes concrets en
économie, ingénierie, statistiques, ...

dés que I'on raméne un probléme a une approximation dans un
espace vectoriel réel de dimension finie.

Ainsi la résolution de systémes différentiels, de problemes
d’optimisation et d'approximation, la discrétisation d’équations de
mécanique des fluides et de mécanique des solides etc.

sont des exemples d’applications ot I'on est amené a résoudre des
systémes linéaires pouvant avoir plusieurs milliers d'inconnues.

— Nécessité des méthodes numériques !
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e Dans une base donnée, A : R” — R, représente une
application linéaire.
e Le théoréme du rang permet de comprendre les conditions sous
lesquelles Ax = b admet des solutions. On note
Ker(A) = {x € R" / Ax = Ogm},
Im(A)={y e R"/3Ix € R": y = Ax}
et on pose rang(A) = dim(Im(A)), alors

rang(A) + dim(Ker(A)) = n.

e Si m > n, on a plus d’équations que d’inconnues, le systeme est
sur-déterminé : si b € Im(A), il n'y a pas de solutions;

e Si m < n, on a moins d'équations que d’inconnues, le systéme est
sous-déterminé : si b € Im(A), il y a une infinité de solutions,

sinon aucune;

e Si m = n et rang(A) = n, alors A est une matrice carrée
inversible et il existe une solution unique x = A~1b.
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Formules de Cramer

On suppose que A € M, ,(R) et rang(A) = n, on sait donc qu’il
existe une solution unique x = A~1b.

On note A; la matrice obtenue a partir de A en remplacant la i-éme
colonne par b, alors

det(A,-)

pouri:1,...,n . Xi:m.

On rappelle que le déterminant de A se calcule, en théorie, comme
suit, en développant par rapport a la i- eme ligne, resp la j-eme

colonne. det(A g ajj ’J_E ajj Aij

ou Ajj est le cofacteur de I'élément a;; : Aj;j = (—1)I+JAU,

Aj; est le mineur de a;; dans A, c.-a-d. le déterminant de la
sous-matrice extraite de A en 6tant la /-éme ligne et la j-éme
colonne.
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