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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES : Approffondissement

PROBLEME : D’équation de LAPLACE

Partie I

Soit 2 un ouvert de R? avec 99 régulier, et u € C%(Q). Pour x € Q et r > 0 tel que By(z,r) C Q,

on pose
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ou l'on a fait le changement de variable y = x + 72z, r € R%.
Déterminer ¢'(r) et exprimer en fonction de Au sur By(z,r).

En déduire que si u € €2(Q) vérifie la propriété de la moyenne dans €2, alors u est harmonique
sur €.
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(On rappelle : aire(S¥ 1 (x,r)) = r¥ 1wy, vol(By(z, 7)) = riD, et wy = dwg)

Partie II
Soit  un ouvert de RY et v € C2(Q2) harmonique, cad Au = 0 sur Q.

On rappelle qu’on a alors la propriété de la moyenne
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pour toute boule B(zg,7) C €, oil wy est Iaire de la sphére unité 9B(0,1) de R?.

Pour w harmonique dans Q on se propose de montrer par récurrence la propriété Py (k € N) :

(P) : pour toute boule B(zg,7) C Q et tout a € N¢ avec |a| =k : |D%u(xq)| < %HUHU(B(%M),

2d+1 k

— (k > 1) et @wg le volume de la boule unité B(0,1) de R?, avec
Wd Wd

1) Vérifier que Py est vraie.



2) Montrer que u,, est harmonique (1 <i <d).

2d
Utiliser (M) pour en déduire que pour tout xg € Q: [ug, (20)| < —I|ullLe@B(z0,r/2)) -
/rs ’
3) Pour tout z € dB(xp,7/2), montrer que
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4) Conclure que P; est vrai.
Soit k > 2 et « tel que |a| = k. On suppose que P; est vraie pour 0 <i <k —1.
o dk s
5) Montrer que pour tout xzg € Q: |D%u(xo)| < 7HD || oo (9B(wo,r/k)) -
On BN |8 =k —1, et DY = (DPu),, pour i€ {1,...,d}.
6) Pour x € 0B(zo,7/k), B € N%, |8] = k — 1, donner une majoration de |D%u(z)| en fonction
de [[ull 1 (B(zo,r) -
(Considérer la boule B(z,r —r/k) et utiliser (Px_1)).

7) Conclure que Py est vrai.

8) Application de P; : soit u une fonction bornée et harmonique sur R?. Montrer que u est
constante.



