
Université Paris DesartesUFR de Mathématiques et Informatique45, rue des Saints-Pères 75270 Paris edex 06 MASTER MI 2008-2009DEVOIRÉquations aux dérivées partielles : Appro�ondissement
PROBLÈME : l'équation de LAPLACEPartie ISoit Ω un ouvert de R

d ave ∂Ω régulier, et u ∈ C
2(Ω) . Pour x ∈ Ω et r > 0 tel que Bd(x, r) ⊂ Ω,on pose

φ(r) =
1

rd−1ωd

∫

Sd−1(x,r)
u(y) dSy =

1

ωd

∫

Sd−1(0,1)
u(x + rz) dz ,où l'on a fait le hangement de variable y = x + r z, r ∈ R

∗

+.Déterminer φ′(r) et l'exprimer en fontion de ∆u sur Bd(x, r).En déduire que si u ∈ C
2(Ω) véri�e la propriété de la moyenne dans Ω, alors u est harmoniquesur Ω .(On rappelle : aire(S d−1(x, r)) = rd−1 ωd , vol(Bd(x, r)) = rd ωd et ωd = dωd)Partie IISoit Ω un ouvert de R

d et u ∈ C2(Ω) harmonique, àd ∆u = 0 sur Ω.On rappelle qu'on a alors la propriété de la moyenne
u(x0) =

1

ωdrd−1

∫

∂B(x0,r)
u(y) dSy =

1

ωdrd

∫

B(x0,r)
u(y) dy (M)pour toute boule B(x0, r) ⊂ Ω , où ωd est l'aire de la sphère unité ∂B(0, 1) de R

d .Pour u harmonique dans Ω on se propose de montrer par réurrene la propriété Pk (k ∈ N) :
(Pk) : pour toute boule B(x0, r) ⊂ Ω et tout α ∈ N

d ave |α| = k : |Dαu(x0)| ≤
Ck

rd+k
‖u‖L1(B(x0,r)) ,où C0 =

1

ωd
, Ck =

(2d+1dk)k

ωd
(k ≥ 1) et ωd le volume de la boule unité B(0, 1) de R

d , ave
ωd = dωd .1) Véri�er que P0 est vraie.



2) Montrer que uxi
est harmonique (1 ≤ i ≤ d).Utiliser (M) pour en déduire que pour tout x0 ∈ Ω : |uxi

(x0)| ≤
2d

r
‖u‖L∞(∂B(x0,r/2)) .3) Pour tout x ∈ ∂B(x0, r/2) , montrer que

|u(x)| ≤ C0

(

2

r

)d

‖u‖L1(B(x0,r)) .4) Conlure que P1 est vrai.Soit k ≥ 2 et α tel que |α| = k. On suppose que Pi est vraie pour 0 ≤ i ≤ k − 1 .5) Montrer que pour tout x0 ∈ Ω : |Dαu(x0)| ≤
dk

r
‖Dβu‖L∞(∂B(x0,r/k)) .Où β ∈ N

d, |β| = k − 1, et Dαu = (Dβu)xi
pour i ∈ {1, . . . , d} .6) Pour x ∈ ∂B(x0, r/k) , β ∈ N

d, |β| = k − 1, donner une majoration de |Dβu(x)| en fontionde ‖u‖L1(B(x0,r)) .(Considérer la boule B(x, r − r/k) et utiliser (Pk−1)).7) Conlure que Pk est vrai.8) Appliation de P1 : soit u une fontion bornée et harmonique sur R
d. Montrer que u estonstante.


