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Problème 1On se propose de trouver une solution de l'équation aux dérivées partielles
ut(x, t) = ∆(uν) sur R

d × R
∗

+ (∗)où ν > 1, d ≥ 2 et u ≥ 0 .1. Érire l'équation aux dérivées partielles sous forme divergene : ut = −div
(

F (u)
).Préiser F et donner une interprétation de l'équation.2. On pose u(x, t) = w(x)v(t) et on suppose que u véri�e (∗).Montrer qu'il existe µ ∈ R tel que v et w véri�ent

v′(t) − µv(t) = 0 pour t ∈ R
∗

+

∆(w(x)ν) − µw(x) = 0 pour x ∈ R
d3. Trouver v(t) . Choisir une solution dé�nie pour tout ν > 1 en t = 0 .4. Cherher w en supposant que w(x) = |x|α, donner α en fontion de ν et préiser lavaleur de µ en fontion de α et ν.5. Déduire une solution u(x, t) de (∗). Quel en est le domaine de dé�nition ?Que se passe-t-il aux bornes de e domaine ?

Page 1/2



Problème 2Soit Ω =]0, 1[×]0, 1[et D(Ω) l'ensemble des fontions de lasse C∞ à support ompat dans Ω .1. Dé�nir les espaes H1(Ω) et H1
0 (Ω). Donner leur struture.2. Montrer que l'on a :

∀u ∈ H1
0 (Ω) :

∫

Ω
u2 dxdy ≤

∫

Ω
|∇u|2 dxdy .(Supposer d'abord que u est dans D(Ω))Donner un exemple de fontion u telle que u ∈ H1(Ω) et u 6∈ H1

0 (Ω).On pose a(u, v) =

∫

Ω

(

∂u

∂x

∂v

∂x
+

∂u

∂x

∂v

∂y
+

∂u

∂y

∂v

∂y

)

dxdy et l(v) =

∫

Ω
fv dxdy .3. Soit f ∈ C(Ω) et u ∈ C2(Ω) . Quelle est l'équation véri�ée par u si on a :

∀v ∈ D(Ω) : a(u, v) = l(v) .4. Montrer que a(., .) est une forme bilinéaire ontinue sur H1
0 (Ω) et que,pour f ∈ L2(Ω), l(.) est une forme linéaire ontinue sur H1
0 (Ω) .5. Montrer qu'il existe une onstante ν > 0 tel que pour tout u ∈ H1

0 (Ω) ,
a(u, u) ≥ ν‖u‖2

H1

0
(Ω)

.6. En déduire que pour tout f ∈ L2(Ω), il existe une unique solution u de :






u ∈ H1
0 (Ω)

∀v ∈ H1
0 (Ω) : a(u, v) = l(v) .7. Montrer que pour tout u, v ∈ H1

0 (Ω) : a(u, v) = a(v, u) . Conlusion ?(Supposer d'abord que u et v sont dans D(Ω))
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