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Probléme 1

1 |z—y|?
e e I )= | K(zyt d
(Gmt) 2 e et on rappelle que  v(z,t) - (x,y,t) f(y)dy

est solution de I’équation de la chaleur dans R" :
vy = Av dans R"x]0, 00[, avec v(x,0) = f(x) pour x € R™.

On pose K (x,y,t) =

On consideére le probléme non linéaire suivant :

(1) wy —aAw+b|Vwl*> =0, dans R" x R* |
w=g, dans R" x {t =0},

ot a € R*, be R et g€ CORM).
(i) Soit w une solution C*> de (1).
Pour (z,t) € R" x R%, on pose u(xz,t) = ¢(w(x,t)), ou ¢ € C°(R).

Calculer u; et Au.
Déterminer ensuite ¢ tel que le probléme (1) devient

@) u = aAu, dans R" x RY |
u=e%/% dans R" x {t =0},

Ecrire la solution u(xz,t) de (2).

(ii) Donner une solution de (1).
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Probléme 2

Soit © un ouvert borné de R? avec 99 régulier, on note D(2) I'ensemble des fonctions de
classe C*° & support compact dans €.

1. Définir les espaces H(Q) et H}(€2). Donner leur structure.
Pourquoi a-t-on HE(Q) ;Hl(Q) ?
Enoncer de facon précise 'inégalité de POINCARE.

Lu = f pour (z,y) € Q

On considére le probléme de DIRICHLET suivant : () {
uw =0 sur 0N

L’opérateur différentiel L est défini, sous forme divergence, par Lu = — Z (aijuxi) + 2cu
1<i,j<2 I
ot aj; = ag =1, ajp = ag; = —c, avec c € R et f € L?(Q).

2. Pour u € C%(Q), écrire () sous forme “standard”.
3. Montrer que pour |c| < 1, L est elliptique,
c’est-a-dire qu’il existe v > 0, V€ € R? : Z a;j && > v|€|?.
1<4,5<2

On suppposera |c| < 1 et donc L elliptique pour la suite.

4. Donner la formulation faible du probléme (k) sous la forme a(u,v) = [(v).
Pour cela, préciser la forme bilinéaire symétrique a(.,.), la forme linéaire [ et l’espace fonc-
tionnel H auquel appartiennent u et v.

5. Montrer que a et [ sont des formes (bi)linéaires continues sur H .

6. Sous quelles conditions a-t-on l’existence d’une constante 8 > 0 telle que,
pour tout u € H : a(u,u) > 3 |jul|% ?
Note : discuter en fonction de |¢| < 1.

7. Justifiez 'existence et 'unicité d’une solution w faible de (x).

8. Donner une caractérisation de u en tant que minimum sur H d’une fonctionnelle d’énergie
E[.] que l'on précisera.
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