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Problème 1On pose K(x, y, t) =
1

(4πt)n/2
e−

|x−y|2

4t et on rappelle que v(x, t) =

∫

Rn

K(x, y, t) f(y) dyest solution de l'équation de la 
haleur dans R
n :

vt = ∆v dans R
n×]0,∞[ , ave
 v(x, 0) = f(x) pour x ∈ R

n .On 
onsidère le problème non linéaire suivant :
(1)

{

wt − a∆w + b |∇w|2 = 0 , dans R
n × R

∗
+ ,

w = g , dans R
n × {t = 0} ,où a ∈ R

∗
+, b ∈ R

∗ et g ∈ C0(Rn).(i) Soit w une solution C∞ de (1).Pour (x, t) ∈ R
n × R

∗
+, on pose u(x, t) = φ(w(x, t)), où φ ∈ C∞(R).Cal
uler ut et ∆u.Déterminer ensuite φ tel que le problème (1) devient

(2)

{

ut = a∆u , dans R
n × R

∗
+ ,

u = e−bg/a , dans R
n × {t = 0} ,É
rire la solution u(x, t) de (2).(ii) Donner une solution de (1).
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Problème 2Soit Ω un ouvert borné de R
2 ave
 ∂Ω régulier, on note D(Ω) l'ensemble des fon
tions de
lasse C∞ à support 
ompa
t dans Ω .1. Dé�nir les espa
es H1(Ω) et H1

0 (Ω). Donner leur stru
ture.Pourquoi a-t-on H1
0 (Ω)⊂

6=
H1(Ω) ?Énon
er de façon pré
ise l'inégalité de Poin
aré.On 
onsidère le problème de Diri
hlet suivant : (∗)

{

Lu = f pour (x, y) ∈ Ω

u = 0 sur ∂Ω
.L'opérateur di�érentiel L est dé�ni, sous forme divergen
e, par Lu = −

∑

1≤i,j≤2

(

aijuxi

)

xj

+ 2cuoù a11 = a22 = 1, a12 = a21 = −c, ave
 c ∈ R et f ∈ L2(Ω) .2. Pour u ∈ C2(Ω), é
rire (∗) sous forme �standard�.3. Montrer que pour |c| < 1, L est elliptique,
'est-à-dire qu'il existe ν > 0, ∀ξ ∈ R
2 : ∑

1≤i,j≤2

aij ξiξj ≥ ν|ξ|2.On suppposera |c| < 1 et don
 L elliptique pour la suite.4. Donner la formulation faible du problème (∗) sous la forme a(u, v) = l(v).Pour 
ela, pré
iser la forme bilinéaire symétrique a(., .), la forme linéaire l et l'espa
e fon
-tionnel H auquel appartiennent u et v.5. Montrer que a et l sont des formes (bi)linéaires 
ontinues sur H .6. Sous quelles 
onditions a-t-on l'existen
e d'une 
onstante β > 0 telle que,pour tout u ∈ H : a(u, u) ≥ β ‖u‖2
H ?Note : dis
uter en fon
tion de |c| < 1.7. Justi�ez l'existen
e et l'uni
ité d'une solution u faible de (∗) .8. Donner une 
ara
térisation de u en tant que minimum sur H d'une fon
tionnelle d'énergie

E[.] que l'on pré
isera.
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