
Université Paris Des
artesUFR de Mathématiques et Informatique45, rue des Saints-Pères 75270 Paris 
edex 06 MASTER MA 2008�2009EDP : ApprofondissementExamen partiel, 8 avril 2009, durée 1h30Les do
uments et l'utilisation de tout appareil éle
tronique sont interdits.Justi�er les réponses. Il sera tenu 
ompte de la réda
tion de la 
opie.Exer
i
e 1On pose K(x, y, t) =
1√
4πt

e−
|x−y|2

4t et on rappelle que u(x, t) =

∫

R

K(x, y, t) f(y) dyest solution de l'équation de la 
haleur dans R : ut = ∆u dans R×]0,∞[ , ave
 u(x, 0) = f(x) pour x ∈ R .On veut déterminer une solution u(x, t) sur R × R+ du problème
{

ut − uxx + V ux − ϕ(t) = 0 pour x ∈ R, t ∈ R
∗
+

u(x, 0) = f(x) pour x ∈ R, t = 0
où V ∈ R et f, ϕ sont 
ontinues.1. Interprétez les di�érents termes de l'équation aux dérivées partielles 
i-dessus.2. Cher
hez une solution du problème sous la forme u(x, t) = w(t) + v(y, t) où y = x − V t.3. Interprétez la solution trouvée en 2 en fon
tion des remarques du 1.Exer
i
e 2Soit ω un ouvert borné, régulier de R

2 et ΩT = ω×]0, T ], pour T > 0.On suppose que w ∈ C2(ΩT ) est une solution de {

wt − ∆w = 0 pour (x, t) ∈ ω×]0, T [
w(x, t) = 0 pour x ∈ ∂ω, t ∈ [0, T ]

.Pour t ∈ [0, T ], on pose E(t) =
1

2

∫

ω

w(x, t)2 dx.1. Cal
uler E′(t), pour t ∈]0, T ]. Exprimez le résultat grâ
e à |∇w|.2. Cal
uler E′′(t), pour t ∈]0, T ]. Exprimez le résultat grâ
e à ∆w.3. Montrez que pour t ∈]0, T [, E′(t)2 ≤ E(t)E′′(t).4. Soit [t1, t2] ⊂]0, T [ tel que pour t ∈ [t1, t2], E(t) > 0.On pose h(t) = ln(E(t)), 
al
uler h′′(t) et en déduire que h est 
onvexe sur [t1, t2].En déduire une majoration de E(t) pour t1 < t < t2.5. On suppose que w(x, T ) = 0 pour tout x ∈ ω.Déduire de 
e qui pré
ède que E(t) = 0 pour t ∈]0, T ]. Que peut-on dire de w ?
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6. Soient u, ũ ∈ C2(ΩT ), respe
tivement solutions de














ut = ∆u pour (x, t) ∈ ω×]0, T [
u(x, t) = f(x, t) pour x ∈ ∂ω, t ∈ [0, T ]

u(x, T ) = g(x) pour x ∈ ω, t = T
u(x, 0) = h(x) pour x ∈ ω, t = 0















ũt = ∆ũ pour (x, t) ∈ ω×]0, T [
ũ(x, t) = f(x, t) pour x ∈ ∂ω, t ∈ [0, T ]

ũ(x, T ) = g(x) pour x ∈ ω, t = T

ũ(x, 0) = h̃(x) pour x ∈ ω, t = 0où f et g sont 
ontinues et f(x, 0) = h(x) = h̃(x) pour tout x ∈ ∂ω.Que peut-on dire de u − ũ sur ΩT ? sur ω × {t = 0} ?Dis
utez le résultat.Exer
i
e 3Soit Ω un ouvert borné, régulier de R
d, n ∈ N

∗ et A = {v ∈ C2(Ω) / v|∂Ω = 0}.Pour v ∈ A, on pose E[v] =

∫

Ω

[1

2
|∇v|2 − 1

n + 1
vn+1

]

dx.Soit u ∈ A et E[u] = min
v∈A

E[v], montrer que u est solution de l'équation de Poisson non linéaire
(∗)

{

−∆u = un sur Ω
u = 0 sur ∂ΩIndi
. : Cal
uler Φ′(0) où, pour tout h ∈ R, Φ(h) = E[u + hϕ] et ϕ ∈ D(Ω) quel
onque.
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