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Exercice 1

1 _Jz—y|?

e & et on rappelle que u:n,t:/Kx, ,t d
VAt ppelle q (z,t) R(y)f(y)y

est solution de I’équation de la chaleur dans R : uy = Au dans Rx]0, 00[, avec u(z,0) = f(z) pour z € R.

On pose K(z,y,t) =

On veut déterminer une solution u(x,t) sur R x Ry du probléme

{ Ut — Uze + Vg — () = 0 pour z € R, € RY ou V € R et f,p sont continues.

u(z,0) = f(x) pourxeRt=0

1. Interprétez les différents termes de ’équation aux dérivées partielles ci-dessus.
2. Cherchez une solution du probléme sous la forme u(z,t) = w(t) + v(y,t) ou y = x — V't.

3. Interprétez la solution trouvée en 2 en fonction des remarques du 1.

Exercice 2

Soit w un ouvert borné, régulier de R? et Q7 = wx]0, 7], pour T > 0.

wy—Aw = 0 pour (z,t) € wx]0,T]

2 .
On suppose que w € C*(£27) est une solution de { w(z,t) = 0 pourz € duw,tel0,T]

1
Pour ¢t € [0, 7], on pose E(t) = 3 / w(z,t)? d.

w

1. Calculer E'(t), pour t €]0,T]. Exprimez le résultat grace a |Vw|.
2. Calculer E”(t), pour t €]0,T]. Exprimez le résultat grace a Aw.
3. Montrez que pour t €]0,T[, E'(t)? < E(t) E"(¢).
4. Soit [t1,te] C]O, T tel que pour t € [t1,ts], E(t) > 0.
On pose h(t) = In(E(t)), calculer h”(t) et en déduire que h est convexe sur [t to].

En déduire une majoration de E(t) pour t; <t < to.

5. On suppose que w(x,T) = 0 pour tout = € w.
Déduire de ce qui précéde que E(t) = 0 pour t €]0,T]. Que peut-on dire de w?
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6. Soient u, @& € C2(Qr), respectivement solutions de

u = Au pour (z,t) € wx]0,T[ i = Au pour (z,t) € wx]0,T[
u(z,t) = f(x,t) pourx € dw,t € [0,T) u(x,t) = f(x,t) pour x € dw,t € [0,T]
u(z,T) = g(x) pour z € w,t =T w(z,T) = g(x) pour z € w,t =T
u(xz,0) = h(x) pour z € w,t =0 a(z,0) = iz(a:) pour £ € w,t =0

ou f et g sont continues et f(x,0) = h(z) = h(z) pour tout = € duw.

Que peut-on dire de u — @ sur Qp? sur w x {t =0} 7
Discutez le résultat.

Exercice 3

Soit © un ouvert borné, régulier de R, n € N* et A = {v € C2(Q) / vjaq = 0}

qu”“}dw.

Pour v € A, on pose Ev] = / 1
n

[y

Soit u € A et Efu] = miill E[v], montrer que u est solution de I’équation de Poisson non linéaire
ve

(%) —Auy = u" sur(
u = 0 sur 0f)

Indic. : Calculer ®’(0) ou, pour tout h € R, ®(h) = E[u+ h¢] et ¢ € D(Q) quelconque.
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