
Université Paris DesartesUFR de Mathématiques et Informatique45, rue des Saints-Pères 75270 Paris edex 06 MASTER MA 2009�2010EDP : ApprofondissementExamen du 20 mai 2010, durée 2hLes douments et l'utilisation de tout appareil életronique sont interdits.Justi�er les réponses. Il sera tenu ompte de la rédation de la opie.Exerie 1Soit Ω =]0, 1[×]0, 1[⊂ R
2 .On note D(Ω) l'ensemble des fontions de lasse C∞ à support ompat dans Ω et H1

0 (Ω) l'adhérene de
D(Ω) dans H1(Ω) .1. Démontrer que

∀u ∈ H1
0 (Ω) :

∫

Ω
u2 dxdy ≤

∫

Ω
|∇u|2 dxdy .(Indi. : démontrer le résultat d'abord pour u ∈ D(Ω)).Pour f ∈ L2(Ω) , on onsidère l'équation aux dérivées partielles suivante

(∗)

{
−∆u +

1

2
(ux + uy) = f sur Ω

u = 0 sur ∂Ω2. Déterminer a(., .) et l(.) de façon à transformer (∗) en
(∗∗)

{
u ∈ H1

0 (Ω)

∀v ∈ H1
0 (Ω) : a(u, v) = l(v)Expliquer de façon préise le lien entre (∗) et (∗∗) .3. Montrer que a(., .) est une forme bilinéaire ontinue sur H1

0 (Ω) et que l(.) est une forme linéaireontinue sur H1
0 (Ω) .4. Montrer qu'il existe une onstante ν > 0 tel que a(u, u) ≥ ν‖u‖2

H1

0
(Ω)

pour tout u ∈ H1
0 (Ω) .5. Conlusion ?Exerie 2Grâe au prinipe du maximum faible, démontrer les deux résultats (indépendants) suivants :1. Soit Ω un ouvert borné de R

d ave ∂Ω régulier. On onsidère une suite de fontions harmoniques
(un)n∈N telle que un ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω).Montrer que si la suite (un) onverge uniformément sur ∂Ω , alors elle onverge uniformément sur Ω .2. On pose Ω̃ = {x ∈ R

d / |x| > 1}, soit u ∈ C2(Ω̃) ∩ C0(Ω̃) tel que ∆u = 0 sur Ω̃ et lim
|x|→∞

u(x) = 0 .Montrer que
max

eΩ

|u| = max
∂ eΩ

|u| .(Indi. : onsidérer les ensembles CR = {x ∈ R
d / 1 < |x| < R}, ave CR ր Ω̃ quand R → ∞)(Page 1/2)



Exerie 3Soit Ω un ouvert borné de R
d, de bord ∂Ω régulier et u ∈ C2(Ω) , f , g et h régulières, données.1. On suppose que h est positive et non identiquement nulle sur ∂Ω.Démontrer alors l'uniité d'une solution u ∈ C2(Ω) du problème de Robin





∆u(x) = f(x) pour x ∈ Ω

du

dn
(x) + h(x)u(x) = g(x) pour x ∈ ∂Ωoù n est le veteur normal extérieur à Ω, |n| = 1.2. On va montrer que le résultat préédent est faux si h est négative sur ∂Ω.On suppose que u est régulière et véri�e, pour tout x ∈ R

d :
u(x) =

d∑

i=1

xi
∂u

∂xi
(x) et ∂2u

∂xi
2
(x) = 0 (C)a) Véri�ez que toute fontion u, véri�ant (C), est solution du même problème de Robin sur la bouleunité, Ω = B(0, 1). Préisez f , g et h.b) Donnez un exemple d'une famille de fontions véri�ant les onditions (C).
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