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Exercice 1

Soit Q un ouvert bornée de R?.

1. Soit u € C%(€2). Montrer que u n’admet pas de maximum en x € Q si Au(z) > 0.

2. Soit u € C2(2) N CY(Q) vérifiant

Au = v —u surQ
u = 0 sur 0f)
Montrer que, pour tout x € , —1 < u(x) < 1.

Indic. : faire une démonstration par ’absurde.

Exercice 2

Dans un tube vertical, on considére des particules en suspension dans un liquide, la densité
de particules est notée u(z,t), on t > 0 est la variable temps et z la hauteur dans le tube.

On suppose que le probléme est symétrique, qu’il n’y a ni création, ni perte de particules et
on ne considére qu’une dimension spatiale : 'axe Oz qui pointe vers le haut.

Les particule suivent deux flux : elles descendent & vitesse constante V' > (. et on suppose
un flux de particules F' donné par la loi de Fick : les particules vont des hautes densités vers les
faibles densités et leur flux est proportionnel & la variation de la densité.

1. Expliciter le flux F' induit par la loi de Fick. Discutez le signe de F'.

2. Ecrire la variation de particules dans I'intervalle [z1, 2] en écrivant le nombre de particules

entrant / sortant en 2y et zg.

3. En déduire que I’équation vérifiée par la concentration des particules est de la forme
uy = e1Vu, + eaku,,, ou k> 0,¢; = £1 (signe a déterminer).

De quel type d’équation s’agit-il 7

4. Résoudre ’équation trouvée.

Indic. : on rappelle que u(x,t) o f (y) dy est solution, dans R x R, de

2\/—

Péquation de la chaleur avec condition initiale u(x 0) = f(x) et ou k > 0 est le coefficient de
diffusion.
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Exercice 3

Soit ©Q un ouvert borné de R? avec 92 régulier. On se propose de montrer qu'il existe une
solution unique u € HE(2) de :

d d

Y (e ) = fsun ()
7 7

i=1 j=1

oit f € L*Q),be L>®(Q) et a;; € L=®(Q) pour 1 <i,j <d.
On suppose de plus que b(x) > 0 p.p. dans et qu'il existe v tel que pour tout & € R? on a

d

Z aij(x)&& > V|£|2 p.p. dans Q.
ij=1

d
On pose a(u,v) :/ Z(aijumivmj) +buv | et I(v) = / fu.

o\, Q

7]_
1. Rappeler la définition de H{ (). Que implique son utilisation pour le probléme (x).
2. Montrer que af.,.) est une forme bilinéaire continue sur H} ().
3. Montrer qu'il existe une constante 1 > 0 tel que a(u,u) > uHuHiﬂ(Q) pour tout u € H} (1) .

0

4. Montrer que pour f € L?(£2), I(.) est une forme linéaire continue sur Hg(S2).
5. Déduire de ce qui précéde qu’il existe une unique solution u € H(Q) de (*).

Exercice 4

Soit © un ouvert borné, régulier de R, n € N* et A = {v € C%(Q) / vja0 = 0}.

1
n+1

Pour v € A et f € C9(Q), on pose E[v] = / [%]VUP — "t - fv] dx.

Q
Soit u € A et Elu] = min E[v].
veA

Montrer que w est solution d’un probléme de Poisson non linéaire que 1’on explicitera.

Indic. : Calculer ®(0) ou, pour tout h € R, ®(h) = E[u + hy] et ¢ € D(Q) quelconque.
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