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MASTER MA 2010�2011EDP : ApprofondissementExamen du 19 mai 2011, durée 2hLes do
uments et l'utilisation de tout appareil éle
tronique sont interdits.Justi�er les réponses. Il sera tenu 
ompte de la réda
tion de la 
opie.Exer
i
e 1Soit Ω un ouvert bornée de R
d.1. Soit u ∈ C2(Ω). Montrer que u n'admet pas de maximum en x ∈ Ω si ∆u(x) > 0.2. Soit u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) véri�ant

{

∆u = u3 − u sur Ω
u = 0 sur ∂ΩMontrer que, pour tout x ∈ Ω, −1 ≤ u(x) ≤ 1.Indi
. : faire une démonstration par l'absurde.Exer
i
e 2Dans un tube verti
al, on 
onsidère des parti
ules en suspension dans un liquide, la densitéde parti
ules est notée u(z, t), où t ≥ 0 est la variable temps et z la hauteur dans le tube.On suppose que le problème est symétrique, qu'il n'y a ni 
réation, ni perte de parti
ules eton ne 
onsidère qu'une dimension spatiale : l'axe Oz qui pointe vers le haut.Les parti
ule suivent deux �ux : elles des
endent à vitesse 
onstante V > 0. et on supposeun �ux de parti
ules F donné par la loi de Fi
k : les parti
ules vont des hautes densités vers lesfaibles densités et leur �ux est proportionnel à la variation de la densité.1. Expli
iter le �ux F induit par la loi de Fi
k. Dis
utez le signe de F .2. É
rire la variation de parti
ules dans l'intervalle [z1, z2] en é
rivant le nombre de parti
ulesentrant/sortant en z1 et z2.3. En déduire que l'équation véri�ée par la 
on
entration des parti
ules est de la forme

ut = ǫ1V uz + ǫ2kuzz , où k > 0, ǫi = ±1 (signe à déterminer).De quel type d'équation s'agit-il ?4. Résoudre l'équation trouvée.Indi
. : on rappelle que u(x, t) =
1

2
√

πkt

∫

R

e−
|x−y|2

4kt f(y) dy est solution, dans R × R
∗
+, del'équation de la 
haleur ave
 
ondition initiale u(x, 0) = f(x) et où k > 0 est le 
oe�
ient dedi�usion. (Page 1/2)



Exer
i
e 3Soit Ω un ouvert borné de R
d ave
 ∂Ω régulier. On se propose de montrer qu'il existe unesolution unique u ∈ H1

0 (Ω) de :
−

d
∑

i=1

d
∑

j=1

∂

∂xj

(

aij
∂u

∂xi

)

+ bu = f sur Ω (∗)où f ∈ L2(Ω), b ∈ L∞(Ω) et aij ∈ L∞(Ω) pour 1 ≤ i, j ≤ d.On suppose de plus que b(x) ≥ 0 p.p. dans Ω et qu'il existe ν tel que pour tout ξ ∈ R
d on a

d
∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ ν|ξ|2 p.p. dans Ω.On pose a(u, v) =

∫

Ω





d
∑

i,j=1

(aijuxi
vxj

) + buv



 et l(v) =

∫

Ω
fv .1. Rappeler la dé�nition de H1

0 (Ω). Que implique son utilisation pour le problème (∗).2. Montrer que a(., .) est une forme bilinéaire 
ontinue sur H1
0 (Ω) .3. Montrer qu'il existe une 
onstante µ > 0 tel que a(u, u) ≥ µ‖u‖2

H1

0
(Ω)

pour tout u ∈ H1
0 (Ω) .4. Montrer que pour f ∈ L2(Ω), l(.) est une forme linéaire 
ontinue sur H1

0 (Ω) .5. Déduire de 
e qui pré
ède qu'il existe une unique solution u ∈ H1
0 (Ω) de (∗).Exer
i
e 4Soit Ω un ouvert borné, régulier de R

d, n ∈ N
∗ et A = {v ∈ C2(Ω) / v|∂Ω = 0}.Pour v ∈ A et f ∈ C0(Ω), on pose E[v] =

∫

Ω

[1

2
|∇v|2 − 1

n + 1
vn+1 − fv

]

dx.Soit u ∈ A et E[u] = min
v∈A

E[v].Montrer que u est solution d'un problème de Poisson non linéaire que l'on expli
itera.Indi
. : Cal
uler Φ′(0) où, pour tout h ∈ R, Φ(h) = E[u + hϕ] et ϕ ∈ D(Ω) quel
onque.
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