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Exer
i
e 11. Soit k > 0, φ ∈ C
0(R). Résoudre le problème suivant











ut = k uxx − u

1 + t2
, sur R × R

∗
+ ;

u(x, 0) = φ(x), pour x ∈ R .(Indi
. : poser u(x, t) = w(t)v(x, t))2. Interprétez les termes de 
ette équation. Retrouvez l'apport des termes dans l'expressionde la solution.0n rappelle que v(x, t) =

∫

R

1√
4πt

e−
|x−y|2

4t f(y) dyest une solution de vt = vxx sur R × R
∗
+ ave
 v = f sur R × {t = 0}.Exer
i
e 21. Soit Ω ⊂ R

d un ouvert à bord régulier. Soient u, v ∈ C
2(Ω) telles que, pour tout x ∈ Ω,

∆u(x) ≥ 0 et ∆v(x) = 0.Montrer que si u ≤ v sur ∂Ω, alors u ≤ v sur Ω. On dit que u est sous-harmonique.2. Montrer que les solutions radiales de l'équation de Lapla
e ∆v(x) = 0 sur R
d \ {O} sontdonnées par

v(x) =

{

C ln(r) + C ′ si d = 2

Cr2−d + C ′ si d > 2
, r = |x| et (C,C ′) ∈ R

2 .
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3. Soit d = 2, pour 0 < a < b, on pose Ω = {x ∈ R
2/a < |x| < b}.Soit u ∈ C

2(Ω) véri�ant, pour tout x ∈ Ω, ∆u(x) ≥ 0.On dé�nit, pour tout r > 0, M(r) = max
|x|=r

u(x) .Montrer que pour a < r1 < r < r2 < b, on a
(∗) M(r) ≤ log(r2/r)

log(r2/r1)
M(r1) +

log(r/r1)

log(r2/r1)
M(r2) .Pour 
ela :(a) Déterminer C et C ′, tel que M(ri) = C ln(ri) + C ′, i = 1, 2 ;(b) Con
lure.(Indi
. : utiliser 1.)4. Montrer que M(.) est une fon
tion 
onvexe de s = log(r).5. Soit u ∈ C

2(R2), bornée supérieurement sur R
2 et telle que pour tout x ∈ R

2, ∆u(x) ≥ 0.Montrer qu'alors u est 
onstante sur R
2.Pour 
ela, en dé�nissant M(r) 
omme en 3 :(a) Montrer que pour tout 0 < r1 ≤ r, M(r) ≤ M(r1) ;(b) Montrer que pour tout r2 ≥ r, M(r) ≤ M(r2) ;(
) En déduire que M est 
onstante ;(d) Con
lure.
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