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Exercice 1

1. Soit k > 0, ¢ € CY(R). Résoudre le probléme suivant

U = KUgy — sur R x RY ;

v
14127

u(z,0) = o¢(x), pour x € R.
(Indic. : poser u(z,t) = w(t)v(x,t))

2. Interprétez les termes de cette équation. Retrouvez ’apport des termes dans ’expression
de la solution.

On rappelle que v(z,t) = /
R

1 _lz—yl?

e d
e f(y)dy

est une solution de vy = vy, sur R x R% avec v = f sur R x {t = 0}.

Exercice 2

1. Soit © € R? un ouvert a bord régulier. Soient u,v € C2(Q) telles que, pour tout = € €,
Au(z) > 0 et Av(z) = 0.
Montrer que si u < v sur 912, alors u < v sur 2. On dit que u est sous-harmonique.

2. Montrer que les solutions radiales de I'équation de Laplace Av(z) = 0 sur R%\ {O} sont
données par

P
m@:{cm““{jSd_Q,r:umuacqu.

CrX 4+ 0 sid>?2
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. Soit d =2, pour 0 < a < b, on pose = {x € R?/a < |z| < b}.
Soit u € C2(Q) vérifiant, pour tout x € Q, Au(z) > 0.

On définit, pour tout r >0, M (r) = maxu(z).

|z|=r

Montrer que pour a < 1y <r <rg < b, on a

log(rz/r) log(r/r1)
* M(r) < —=—= 2 M(ry) + ———"M(r9) .
) M) < foglra ) M F Toglng ) M ()
Pour cela :
(a) Déterminer C et C’, tel que M(r;) = C'ln(r;) + C’, i =1,2;

(b) Conclure.
(Indic. : utiliser 1.)

. Montrer que M(.) est une fonction convexe de s = log(r).

. Soit u € C?(R?), bornée supérieurement sur R? et telle que pour tout = € R?, Au(x) > 0.

Montrer qu’alors u est constante sur R2.

Pour cela, en définissant M (r) comme en 3 :
(a) Montrer que pour tout 0 < r; <r, M(r) < M(r1);
(b) Montrer que pour tout ro > r, M(r) < M(rs);

(¢) En déduire que M est constante;

(d) Conclure.
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