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DÉRIVÉES PARTIELLES :

APPROFONDISSEMENT

georges.koepfler@mi.parisdescartes.fr - 2009-10





Table des matières

1 Introduction 1
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Définitions

Soit u une fonction définie sur Rd, à valeurs dans R et suffisamment régulière pour que
les expressions qui suivent aient un sens.

Une équations aux dérivées partielles (e.d.p.) pour la fonction u est une relation entre u,
les variables x1, . . . , xd et un nombre fini de dérivées partielles de u,

F
(
x1, . . . , xd, u,D1u, . . . ,Ddu,D1D1u,D1D2u, . . . ,D

αu, . . .
)

= 0 ,

où α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd (voir annexe A.1 pour les notations).

On dit que u est solution de l’équation aux dérivées partielles dans Ω ⊂ Rd si, après
substitution de u et de ses dérivées partielles, F s’annule pour tout (x1, . . . , xd) ∈ Ω .

L’ordre m ∈ N d’une équation aux dérivées partielles est celui de la dérivée partielle
d’ordre le plus élevé.

Un système d’équations aux dérivées partielles est formé de plusieurs équations aux
dérivées partielles impliquant une ou plusieurs fonctions inconnues ui .

Une équation aux dérivées partielles est linéaire si F est linéaire par rapport à u et ses
dérivées partielles. Si m est l’ordre de l’équation aux dérivées partielles, l’équation est de
la forme ∑

|α|≤m
Aα(x)D

αu(x) = B(x) ,

Si B = 0 on a une équation homogène et Lu =
∑

|α|≤m
AαD

αu est un opérateur différentiel

linéaire.

Propriétés :

1. si u1 et u2 sont deux solutions d’une équation aux dérivées partielles linéaire homo-
gène, alors pour α1 et α2 des réels quelconques, α1u1 + α2u2 est aussi solution ;

2. si uh est solution de l’équation linéaire homogène et up est solution de l’équation
linéaire non homogène, alors uh + up est solution de l’équation complète.



2 UFR de Mathématiques et Informatique, Université Paris Descartes

Une équation aux dérivées partielles d’ordre m est quasilinéaire si F est linéaire en toutes
les dérivées partielles d’ordre le plus élevé, i.e. d’ordre m, l’équation est alors de la forme

∑

|α|=m
Aα(x, u,D

βu)Dαu(x) = B(x, u,Dβu) , avec β ∈ Nd et |β| < m .

Une équation aux dérivées partielles est semilinéaire si l’équation est de la forme

∑

|α|=m
Aα(x)D

αu(x) = B(x, u,Dβu) , avec β ∈ Nd et |β| < m .

La solution d’une équation aux dérivées partielles d’ordre m dépend en général de m
fonctions arbitraires de d− 1 variables.
La solution générale d’une équation aux dérivées partielles est celle qui permet de trouver
toutes les solutions de l’équation (sauf des cas de solutions singulières) en donnant des
valeurs particulières aux fonctions arbitraires.

Exemples : (i) ux(x, y) = 0 (ii) uxx = 0 (iii) uxx + u = 0 .

Pour trouver des solutions particulières d’une équation aux dérivées partielles, à partir de
la solution générale, on va imposer des conditions restrictives sur l’ensemble des solutions.
Les contraintes les plus fréquentes sont :

1. conditions initiales : si u est fonction de (x, t) ∈ Rd × R on donne u(x, t0) = Φ0(x)
ou Dp

2u(x, t0) = Φp(x) , on parle aussi de conditions de Cauchy ;

2. conditions au bord : si u est fonction de x ∈ Ω ⊂ Rd on a trois types de contraintes :

− conditions de Dirichlet où u est fixé sur le bord de Ω : u|∂Ω = g ;

− conditions de Neumann où la dérivée normale de u est fixé :
du

dn

∣∣∣∣
∂Ω

= g ;

− conditions de Robin ou mixtes : c(x)u+ c̃(x)
du

dn
= g sur ∂Ω ;

si g = 0 on a des conditions homogènes au bord ;

3. conditions à l’infini : si Ω n’est pas borné on a des conditions de la forme
u(x) ∼ Φ(x) quand |x| → ∞ ou ‖u‖2 <∞ ;

4. conditions sur les interfaces : si Ω = Ω1 ∪ Ω2, avec Ω1 ∩ Ω2 = ∂Ω1 ∩ ∂Ω2, et si l’on
a déterminé u sur Ω1 et Ω2, alors pour pouvoir définir u sur Ω on a des conditions

sur u, resp.
du

dn
, sur ∂Ω1 ∩ ∂Ω2.

Remarques : Les contraintes sont en général imposées par la nature du problème que
l’on essaye de modéliser, l’équation aux dérivées partielles et ses conditions restrictives
seront donc a priori cohérentes.

De façon générale une équation aux dérivées partielles ne donne lieu à un problème rai-
sonnable que si on l’associe à un certain type de conditions restrictives, par exemple des

1.1. DÉFINITIONS
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conditions initiales pour des problèmes d’évolution (équation de la chaleur, équation des
ondes) ou des conditions au bord pour l’équation de Laplace.

Exemples :

{
ut(x, t) = 0 sur R2

u(x, 0) = Φ(x) sur R





utt(x, t) = 0 sur R2

u(x, 0) = Φ0(x) sur R

ut(x, 0) = Φ1(x) sur R

{
ux(x, y) = 0 sur Ω = [0, 1]2

u|∂Ω = g





ux(x, y) = 0 sur Ω = [0, 1]2

du

dn

∣∣∣∣
∂Ω

= g





ut(x, t) + ux(x, t) = 0 sur R × R+

u(x, 0) = −x2 pour x < 0

u(x, 0) = x2 pour x > 0

Problèmes bien posés

Considérons une équation aux dérivées partielles sur un domaine Ω avec éventuellement
des conditions auxiliaires sur la solution, on dit que le problème est bien posé si on a

- existence d’une solution du problème ;
- unicité de cette solution ;
- stabilité par rapport aux données du problème.

Si la solution change beaucoup quand les données changent peu on dit que le problème
est sensible aux données.

Exemple : Le problème de Cauchy pour l’équation de Laplace est un problème instable,
ceci est montré par l’exemple de Hadamard :





∆u(x, y) = 0 dans R × R∗
+

u(x, 0) = 0 pour x ∈ R

D2u(x, 0) = n−k sin(nx) pour x ∈ R

avec n ∈ N∗, k ∈ N∗ ; .

On montre que u(x, y) =
1

nk+1
sin(nx) sinh(ny) est une solution du problème et, pour tout

x ∈ R , |Dp
2u(x, 0)| ≤ np−1−k

(p=1,...,k).

Si par ailleurs u1 est solution du problème





∆u1(x, y) = 0 dans R × R∗
+

u1(x, 0) = φ0(x) pour x ∈ R

D2u1(x, 0) = φ1(x) pour x ∈ R

alors u2(x, y) = u1(x, y) +
1

nk+1
sin(nx) sinh(ny) est une solution du problème de Cauchy

de conditions initiales u2(x, 0) = φ0(x) et D2u2(x, 0) = φ1(x) + n−ksin(nx).

Les condition initiales sont donc arbitrairement proches mais les solutions u1 et u2 sont
arbitrairement éloignées, pour y > 0 quelconque (petit).
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1.2 Notions de solution

Soit u la solution d’un problème bien posé.

Dans ce qui précède on n’a pas précisé la régularité de u, on a seulement supposé que
u était suffisamment différentiable pour que les équations aient un sens, par exemple
u ∈ C

m(Ω) si u est solution d’une équation aux dérivées partielles d’ordre m .

On dit alors que u est une solution au sens fort de l’équation aux dérivées partielles.

Dans beaucoup de cas un problème n’admet pas de solutions régulières : l’équation des
ondes avec conditions initiales non continues, les lois de conservation scalaires qui génèrent
des ondes de choc.

Pour que le problème soit bien posé il faut élargir l’ensemble des u, par exemple admettre
des solutions non continues. On doit transformer le problème de façon à lui garder un sens
pour des fonctions non différentiables, on parle de formulation faible du problème.

Pour une solution forte il y a équivalence entre la formulation faible et le problème initial.

Une solution du problème faible est appelée solution faible ou solution généralisée.

Il est souvent plus facile de trouver une solution faible et de montrer a posteriori qu’elle
est régulière, c’est-à-dire que l’on a bien une solution forte.

Le choix de solution généralisée (C0, L1, . . .) dépend fortement du problème traité, de
façon générale on peut travailler dans le cadre des distributions de L. Schwartz.
On verra plus tard d’autres espaces de solutions généralisées.

Soit Ω un ouvert de Rd on définit

D(Ω) = C
∞
c (Ω) =

{
fonctions de classe C

∞ à support compact K ⊂ Ω
}
,

c’est l’ensemble des fonctions tests. L’espace des distributions sur Ω est le dual topologique
D′(Ω) des formes linéaires continues sur D(Ω).

Exemples :

1. Soit x ∈ Rd on définit δx pour tout ϕ ∈ D(Ω) par < δx, ϕ >= ϕ(x) .

2. Soit f ∈ Lploc(Ω) =
{
f ∈ Lp(K) pour tout compact K ⊂ Ω

}
,

alors f ∈ D′(Ω) et, pour tout ϕ ∈ D(Ω) :

< f, ϕ >=

∫

Ω

f(x)ϕ(x) dx .

Sans donner de détails sur la topologie des espaces D(Ω) et D′(Ω), on rappelle quelques
résultats de la théorie des distributions :

- soit (Tk)k une suite de D′(Ω), alors Tk → T dans D′(Ω) si pour tout ϕ ∈ D(Ω) :
< Tk, ϕ >→ < T, ϕ > ;

- soit T ∈ D′(Ω), α ∈ Nd, on définit DαT par < DαT, ϕ >= (−1)|α| < T,Dαϕ > pour
tout ϕ ∈ D(Ω) ;

1.2. NOTIONS DE SOLUTION
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- soit S ′(Rd) l’espace des distributions tempérées, i.e. le dual de l’espace de Schwartz

S(Rd) des fonctions à décroissance rapide :

S(Rd) =
{
f ∈ C

∞(Rd) / ∀α, β ∈ Nd : |xαDβf(x)| est borné
}
.

Pour f ∈ S(Rd) on a f̂ ∈ S(Rd) avec f̂(ξ) =
1

(2π)d/2

∫

Rd

f(x) e−i x.ξ dx .

Pour T ∈ S ′(Rd) on définit sa transformée de Fourier par < T̂ , ϕ >=< T, ϕ̂ >
pour tout ϕ ∈ S(Rd) .

En particulier D̂αT (ξ) = i|α| ξα T̂ (ξ) .

Exemples : δ̂ =
1

(2π)d/2
, D̂αδ = i|α| ξα et δ̂x0 =

1

(2π)d/2
exp(−i ξ.x0) .

Application :

Considérons l’opérateur différentiel linéaire L =
∑

|α|≤m
aα(x) Dα , où les aα sont C∞.

Si u et v sont dans C∞(Ω) on a une généralisation de la formule de Green (cf. annexe
C) : ∫

Ω

v L(u) dx =

∫

Ω

L̃(v) u dx+

∫

∂Ω

M(u, v, n) dS ,

où L̃(v) =
∑

|α|≤m
(−1)|α| Dα

(
aα(x) v

)
et n est le vecteur normal unité extérieur à Ω .

Si L = ∆ on a la seconde identité de Green et alors L̃ = ∆.

Si v est à support compact dans Ω on a M = 0 sur ∂Ω , on dit que L̃ est l’adjoint de L .
Pour une distribution T ∈ D

′(Ω) on définit L(T ) par < L(T ), ϕ >=< T, L̃(ϕ) >, pour
tout ϕ ∈ D(Ω).

On dit que T est une solution fondamentale de pôle x0 pour L si L(u) = δx0 .

Si à une solution fondamentale, T , on ajoute une solution forte, w ∈ Cm(Ω), de l’équation
homogène, L(w) = 0, on obtient encore une solution fondamentale.

Exemple : La fonction u(x1, x2) =

{
1 pour x1 > x0

1, x2 > x0
2

0 sinon

est une solution fondamentale de pôle x0 = (x0
1, x

0
2) pour L =

∂2

∂x1∂x2
dans R2 .
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1.3 Exemples d’équations aux dérivées partielles

1.3.1 Physique

Sans rentrer dans les détails et en négligeant les constantes dimensionnelles, citons quelques
équations aux dérivées partielles �célèbres� de la physique :

• ∆u = 0 équation de Laplace

• ∆u− f = 0 équation de Poisson

• ut − ∆u = 0 équation de la chaleur, diffusion homogène

• utt − ∆u = 0 équation des ondes

• utt − uxx + ut + u = 0 équation des télégraphistes

• ut + cuux + uxxx = 0
équation de Korteweg-de Vries pour
des vagues sur de l’eau peu profonde

• iΨt + ∆Ψ = VΨ équation de Schrödinger

et des systèmes d’équations aux dérivées partielles :

•





Et = rot(H)

Ht = −rot(E)

div(E) = div(H) = 0

équations de Maxwell pour
le champ électrique E et le champ magnétique H

•
{
Ut + (U.∇)U − ∆U = −∇p
div(U) = 0

équations de Navier-Stokes

d’un fluide incompressible et visqueux

1.3.2 Biologie. Dynamique des populations

Dans les modèles en biologie ou en dynamique des populations on s’intéresse à la concen-
tration d’une substance chimique ou à la densité d’une population (particules, cellules) et
son évolution au cours du temps. L’inconnue u est en général fonction de (x, t) ∈ Rd×R+ .

• L’équation de Fisher (1937), pour u(x, t) : R × R+ → R , est un modèle de dispersion
en une dimension spatiale d’un gène favorable dans une population

ut = k∆u+ ru
(
1 − u

C

)
,

le terme de croissance logistique dépend de la constante de reproduction linéaire r, de
la capacité de l’environnement C, et du coefficient de dispersion de la population, k .

• Les équations de FitzHugh-Nagumo
{
ut = uxx + f(u) − v

vt = δvtt + αu− βv
pour δ, α, β dans R+

utilisées pour modéliser la transmission d’impulsion nerveuses le long d’axones ou des
réactions chimiques cycliques du type Belousov-Zhabotinsky.

1.3. EXEMPLES D’ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
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• Les deux équations précédentes sont des équations de type réaction-diffusion .

Les équations de réaction-diffusion ont été proposées par A. Turing (1952) pour la mo-
délisation de phénomènes de morphogenèse (i.e. développement des formes/structures).
Un modèle d’interaction d’espèces ou de substances chimiques est donné par le système
d’équations aux dérivées partielles

∂ui
∂t

= div
(
Di∇ui

)
+Qi , pour 1 ≤ i ≤ n ,

où ui(x, t) représente la densité, resp. la concentration, de la substance i . Les matrices de
diffusion Di et les termes de réaction Qi peuvent dépendre de (x, t) et des concentrations
ui , de façon non linéaire.
Le terme de réaction Qi modélise l’interaction des substances (inhibition, catalyse) et
le terme div(Di∇u) représente la diffusion de la substance à travers le système.
En fonction du choix de Di et Qi, les concentrations ui peuvent donner lieu à des
motifs locaux : on modélise ainsi la pigmentation des coquillages, le pelage des animaux
(zèbre, guépard, . . .), cf. Meinhardt (page 94), et des réactions chimiques cycliques, cf.
Belousov-Zhabotinsky.

En synthèse d’images des chercheurs ont utilisé ce modèle pour créer des textures na-
turelles.

• L’équation de von Foerster





ua + ut = −d(a) u a > 0 , t > 0
u(a, 0) = f(a) a > 0

u(0, t) =
∫ +∞
0

n(a) u(a, t) da t > 0

où u(a, t) est la densité de population d’âge a à l’instant t , n(a) est le taux de naissances,
d(a) le taux de décès et f(a) la distribution initiale de la population.
Les graphes de n(a) et d(a) ont l’allure indiquée en dessous.

aa

n(a) d(a)

Exercice : interprétez l’équation aux dérivées partielles, la condition initiale et la condi-
tion au bord du modèle.
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1.3.3 Traitement des images

Une image numérique scalaire est une matrice I(c, l)0≤c<NC ,0≤l<NL où à chaque ligne l et
colonne c on fait correspondre un niveau de gris I(c, l) ∈ {0, . . . , 255} , (c, l) est un pixel
(angl. picture element)

Suite à des problèmes de capteurs, de transmission ou autres, l’image peut être endomma-
gée, c’est-à-dire que les valeurs en certains pixels ont été modifiés ou détruits. Le but des
techniques de débruitage que nous allons exposer est d’éliminer ce bruit tout en préservant
le maximum d’information contenu dans l’image originale.

On va modéliser une image par une fonction u définie sur un rectangle ouvert de R2 et à
valeurs dans R, u(x, y) ∈ R si l’on se restreint à des images en niveaux de gris.

En traitement du signal on utilise les filtres linéaires passe-bas pour enlever le bruit (i.e.
les hautes fréquences) d’un signal. Le filtre gaussien est un filtre linéaire qui est souvent
utilisé car il a une bonne localisation en espace et en fréquence.

Soit uo l’image originale bruitée et, pour x ∈ R2 , posons Gσ(x) =
1

2πσ2
e−

|x|2
2σ2 .

On calcule le résultat du filtrage de uo par le filtre gaussien :

(Gσ ⋆ uo)(x) =

∫

R2

Gσ(x− y)uo(y) dy .

La valeur de σ > 0 indique la taille spatiale des structures éliminées par le filtrage : plus
σ est grand, plus on lisse et plus on perd de détails.

Or on montre que la convolution avec la Gaussienne Gσ consiste à faire évoluer l’image
originale suivant l’équation de la chaleur

{
ut = ∆u

u(x, 0) = uo(x, y) .

Les propriétés de régularisation de la convolution par Gσ s’interprètent donc en termes
de diffusion isotrope et le temps t est lié à la l’échelle spatiale σ par t = σ2/2 .

La diffusion isotrope s’obtient en prenant une moyenne glissante pondérée qui a tendance
à éliminer les pixels bruités mais qui rend flou les contours des objets de l’image.

Sur la figure de la page suivante on a représenté quelques étapes de la diffusion isotrope
d’une image bruité.

Pour éviter la destruction de contours on préfère appliquer une diffusion anisotrope, c’est-
à-dire que l’on va lisser l’image partout, sauf au-delà des bords d’objets. Cette méthode
nécessite donc deux étapes. On doit d’abord détecter les contours et autres structures
fines de l’image, ensuite on va lisser l’image en ne considérant que des voisinages de pixels
qui ne traversent pas les bords.

On modélise ce comportement par exemple par les équations aux dérivées partielles non
linéaires (1.1) et (1.2), présentées plus loin.

1.3. EXEMPLES D’ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
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Itérations du Laplacien sur une image bruitée

De haut en bas et de gauche à droite : t = i∆t pour i = 0, . . . , 5 .
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En haut à gauche une image bruité u et en haut à droite une détection de bord par gra-
dient discret |∇u| . Ici un gradient fort est représenté en noir et un gradient nul est blanc
(i.e. inversion vidéo).

En bas à gauche on a appliqué l’équation de la chaleur à u : on calcule la solution de
l’équation aux dérivées partielles à l’instant t , ceci revient à faire la convolution de u avec
G√

2t .

En appliquant le gradient à cette image lissée on obtient l’image de droite |∇G√
2t ∗ u| .

On remarquera l’épaisseur des bords obtenus.

1.3. EXEMPLES D’ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
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En haut à gauche on a représenté un lissage obtenu par une technique non linéaire modé-
lisée par l’équation aux dérivées partielles, dite de la mean curvature motion

∂u

∂t
= |∇u| div

( ∇u
|∇u|

)
avec u(x, 0) = uo(x) . (1.1)

En appliquant le gradient on remarque que les bords sont bien localisés : il reste peu de
bruit mais les coins des contours sont arrondis.

En bas à gauche un résultat pour l’équation aux dérivées partielles

∂u

∂t
= div

( ∇u
|∇u|

)
avec u(x, 0) = uo(x) . (1.2)

L’image du gradient montre que le bruit dans les zones homogènes à complètement dis-
paru mais les bords sont irréguliers.
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Interprétation des équations aux dérivées partielles précédentes :

Dans le repère canonique (e1, e2) de R2 on note

Hu(x, y) =

(
uxx(x, y) uxy(x, y)
uxy(x, y) uyy(x, y)

)

la matrice associée à la forme bilinéaire symétrique d2u(x,y) , c’est la matrice Hessienne .

On rappelle que ∆u(x, y) = trace(Hu(x, y)) et ∇u(x, y) =

(
ux(x, y)
uy(x, y)

)
.

Pour η et ξ deux vecteurs unitaires quelconques de R2 , on note

uη
∆
=

du

dη
= ∇u.η et uηξ

∆
=d2u(η, ξ) = ηtHu ξ .

En particulier pour η = e1 et ξ = e2 on retrouve les dérivées partielles d’ordre un et deux
habituelles.

Supposons que u ∈ C∞(R2) et soit c = u(x0, y0), pour (x0, y0) ∈ R2 , tel que u−1(c) ne
contient pas de points critiques (par le théorème de Sard ceci est vrai pour presque tout
c ∈ R). En particulier |∇u(x0, y0)| 6= 0 , le théorème d’inversion locale entrâıne alors que
par le point (x0, y0) il passe une ligne de niveau unique Ic = {(x, y) / u(x, y) = c} .
L’ensemble d’intensité lumineuse constante Ic est appelé isophote. Sur la figure suivante
on a représenté une isophote fermé.

∇u∇u⊥

(x0, y0)

Ligne de niveau ou isophote u(x0, y0) = c

u > cu < c

En tout point (x, y) de Ic on définit un repère local orthonormé

(η, ξ)|(x,y) =

( ∇u
|∇u| ,

∇u⊥
|∇u|

)

|(x,y)
,

où ∇u⊥ =

(
−uy
ux

)
est le vecteur perpendiculaire direct à ∇u en (x, y) .

Dans le repère local (η, ξ) on a uξ = ∇u.ξ = 0 car u est constante sur Ic, tandis que η
indique la direction de plus grande croissance de u, uη = |∇u| .
Un calcul montre qu’au point (x, y) ∈ Ic :

div

( ∇u
|∇u|

)
=

1

|∇u|

(
∆u− d2u

( ∇u
|∇u| ,

∇u
|∇u|

))

=
u2
yuxx + u2

xuyy − 2uxuyuxy

|∇u|3 =
1

|∇u| d
2u

(∇u⊥
|∇u| ,

∇u⊥
|∇u|

)
.

1.3. EXEMPLES D’ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
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En particulier on remarque que ∆u = d2u(η, η) + d2u(ξ, ξ) , on retrouve l’invariance du
Laplacien et l’équation de la chaleur s’écrit

ut = uηη + uξξ .

Dans les coordonnées locales (η, ξ) l’équation (1.1) s’écrit

ut = uξξ ;

tandis que (1.2) devient

ut =
uξξ
uη

.

On a donc une diffusion dans la direction perpendiculaire au gradient, on ne lisse pas les
contours dans une image !

Un modèle qui permet de prendre en compte en chaque point les deux directions η et ξ a
été proposé par Malik et Perona :

∂u

∂t
= div

(
g(|∇u|)∇u

)
avec u(x, 0) = uo(x) , (1.3)

où le coefficient de diffusion g(r), r ≥ 0, est une fonction régulière positive décroissante
avec g(0) = 1 . Dans le repère local (η, ξ) l’équation (1.3) devient :

ut = (g(uη) + uηg
′(uη)) uηη + g(uη) uξξ = G′(uη) uηη + g(uη) uξξ ,

où on note G(r) = rg(r) l’intensité du flux.

Au points où |∇u| = uη = 0 on obtient l’équation de la chaleur isotrope, pour les autres
points on obtient une diffusion anisotrope pondérée par les valeurs de g et G′ .
Si G′(uη) = 0 on a uniquement une diffusion dans la direction perpendiculaire au gradient ;
si G′(uη) > 0 on ajoute une diffusion dans la direction du gradient ;
pour G′(uη) < 0 on a une diffusion inversée instable dans la direction η (voir page 25).

Un exemple classique de coefficient de diffusion est g(r) =
1

λ2 + r2
, λ ∈ R∗

+ ,

dans ce cas G′(r) =
λ2 − r2

(λ2 + r2)2
et λ est le seuil qui décide du signe de G′ .

Note : Les équations aux dérivées partielles (1.1),(1.2) et (1.3) sont non linéaires et leur
étude dépasse le cadre de ce cours. Il faut en particulier définir des solutions faibles
adéquates pour pouvoir espérer obtenir des problèmes bien posés.
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1.3. EXEMPLES D’ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES



Chapitre 2

Les équations aux dérivées partielles
linéaires classiques

2.1 Équation de transport

2.1.1 Modélisation

Dans Rd on considère un liquide qui évolue à la vitesse V (x, t) et dans lequel des particules
de polluant sont introduit. On note u(x, t) la concentration des particules de polluant dans
le liquide et f(x, t) la source de polluant. Le champ de vecteurs U(x, t) = u(x, t)V (x, t)
représente le flux de particules de polluant.

On suppose que les particules de polluant sont simplement entrâınés par le liquide, i.e. il
n’y a pas de diffusion du polluant, et u, f et V sont réguliers.

Posons m(t) =

∫

Ω

u(x, t) dx et étudions la variation de la quantité de particules dans Ω .

m′(t) =

∫

∂Ω

ut(x, t) dx .

Or la variation de m est due à la perte de polluant à travers ∂Ω et à l’apparition de
particules dans Ω :

m′(t) =

∫

Ω

f(x, t) dx−
∫

∂Ω

U(x, t).n(x) dSx =

∫

Ω

(
f(x, t) − div(U(x, t))

)
dx ,

en utilisant le théorème de la divergence. Donc
∫

Ω

(
div(U) + ut

)
dx =

∫

Ω

f(x, t) dx

pour tout Ω ⊂ Rd, on en déduit la loi d’équilibre du polluant

ut + div(U) = ut + ∇u.V + u div(V ) = f .

Si on suppose que V = c ∈ Rd est constante et si φ(x) est la distribution initiale du
polluant on obtient l’équation de transport ou d’advection (transport horizontal)

{
ut + c.∇u = f(x, t) pour x ∈ Rd , t > 0

u(x, 0) = φ(x) pour x ∈ Rd
(2.1)
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Note : dans le cas de transport dû à une différence de température on parle de convection ;
des fluides chauds (faible densité) montent, tandis que des fluides froids (forte densité)
descendent.

2.1.2 Résolution pour d = 1

Supposons que f = 0, l’équation (2.1) devient

{
ut + cux = 0 pour x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x) pour x ∈ R
, où c ∈ R .

Si on pose v =

(
c
1

)
, l’équation aux dérivées partielles devient

du

dv
(x, t) = 0 ,

c’est-à-dire u est constante dans la direction v .

On définit les droites caractéristiques dans le plan tx par x = ct+ ξ et on vérifie que si u

est solution, alors
∂

∂t
u(ct+ ξ, t) = uxc+ ut = 0 .

Donc u(x, t) ne dépend que de ξ pour tout (x, t) vérifiant x− ct = ξ .

x

t

x− ct = ξx− ct = ξ′

ξξ′

Donc u(x, t) = F (ξ) = F (x − ct) est la solution générale de l’équation aux dérivées
partielles et, en utilisant la condition initiale, on obtient la solution du problème

u(x, t) = φ(x− ct) pour (x, t) ∈ R × R+ .
∥∥∥

Le domaine de dépendance de u(x, t) par rapport aux valeurs initiales est réduit au point
ξ. L’influence de la donnée φ en ξ est réduite au points de la droite caractéristique.

Le graphe de u à l’instant t est celui de φ translaté de ct .

Interprétation : Considérons un tube dans lequel coule de l’eau à la vitesse c > 0 et qui
contient des traces de polluant. D’après ce qui précède la distribution de polluant que l’on
a en t = 0 se retrouve inchangée à l’instant t1 > 0, à une translation de +ct1 près .

cc

x = 0x = 0 x = ct1

t = 0 t = t1

2.1. ÉQUATION DE TRANSPORT
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2.1.3 Résolution du cas général

En s’inspirant du cas monodimensionnel on considère les droites caractéristiques dans
l’espace des (x, t) ∈ Rd+1 :

une droite caractéristique passant par le point (x, t) et de direction v =

(
c
1

)
∈ Rd+1 est

paramétrisée par (x+ s c, t+ s) , pour s ∈ R.

On pose z(s) = u(x+ s c, t+ s) et, si u est solution de (2.1), on a z′(s) = f(x+ s c, t+ s) ,
d’où

u(x, t) − φ(x− tc) = z(0) − z(−t) =

∫ 0

−t
z′(s) ds =

∫ 0

−t
f(x+ s c, t+ s) ds ,

d’où la solution pour l’équation de transport avec vitesse constante c

u(x, t) = φ(x− t c) +

∫ t

0

f(x+ (s− t) c, s) ds , pour (x, t) ∈ Rd × R+ .
∥∥∥

CHAPITRE 2. LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES LINÉAIRES CLASSIQUES
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2.2 Équation de Laplace, équation de Poisson

On s’intéresse à l’équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre deux

∆u(x) =
d∑

i=1

∂2u

∂x2
i

(x) =
d∑

i=1

uxixi
(x) = f(x) .

C’est l’équation de Poisson qui modélise des phénomènes d’équilibre : potentiel électro-
statique, membrane en équilibre, champ gravitationel,. . .

Si f = 0 on a l’équation de Laplace et on dit que u est une fonction harmonique .

2.2.1 Modélisation : membrane élastique

On considère une membrane élastique qui s’identifie à une région plane Ω ⊂ R2 si on
n’applique aucune force. Si on applique une force f , normale à R2, le membrane se déforme
et prend une position d’équilibre M .

En supposant des petites déformations on note u(x) ∈ M la position d’équilibre du point
x = (x1, x2) ∈ Ω, donc M = u(Ω) .

u

x

x1

x2

u(x)

M

Ω

f

•

•

Le travail de la tension est proportionnel à la variation d’aire de la membrane :

τ(aire(M) − aire(Ω)) =

∫

Ω

τ
(√

1 + |∇u|2 − 1
)
dx , avec τ ∈ R∗

+ .

Comme |ux1| et |ux2| sont petits, on a
√

1 + |∇u|2 ≈ 1 + |∇u|2/2 .
Le travail de la force f est donné par le déplacement des points x ∈ Ω, on en déduit
l’expression de l’énergie potentielle de la membrane à l’équilibre :

E(u) =

∫

Ω

(
−1

2
τ |∇u|2 + fu

)
dx .

Posons φ(ε) = E(u+ εũ), où ũ est une déformation admissible de M , i.e. compatible avec
les contraintes imposées sur u . Comme la membrane est à l’équilibre, E(u) est minimal,
donc

0 = φ′(0) =

∫

Ω

(
− τ∇u.∇ũ+ f ũ

)
dx .

En appliquant la formule de Green on a pour tout déplacement admissible ũ :
∫

Ω

(
τ∆u + f

)
ũ dx−

∫

∂Ω

τ
du

dn
ũ dσ = 0 . (∗)

2.2. ÉQUATION DE LAPLACE, ÉQUATION DE POISSON
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En supposant u, f et ũ régulières, on en déduit l’équation de Poisson :

τ∆u + f = 0 dans Ω .

Des contraintes sur le bord de la membrane M donnent, à travers l’intégrale curviligne
dans (∗), des contraintes sur ũ :

• si le bord de la membrane est fixé, u(x) = b(x) pour x ∈ ∂Ω, on a ũ|∂Ω
= 0 et (∗) est

vérifié ; on obtient le problème de Dirichlet
{

∆u = −1

τ
f sur Ω

u = b sur ∂Ω
;

• si le bord de la membrane n’est pas fixé, ũ est non nul sur ∂Ω et (∗) est vérifié si u est
solution du problème de Neumann avec conditions au bord homogènes





∆u = −1

τ
f sur Ω

du

dn
= 0 sur ∂Ω

;

• si une force f1, normale à R2 , agit sur le bord de la membrane, l’intégrale curviligne

dans (∗) devient

∫

∂Ω

(
−τ du

dn
+ f1

)
ũ dσ, et on a le problème de Neumann





∆u = −1

τ
f sur Ω

du

dn
=

1

τ
f1 sur ∂Ω

.

2.2.2 Résultats d’unicité

Soit Ω un ouvert borné de Rd, de bord ∂Ω régulier et u ∈ C2(Ω) . À partir des formules
de Green on obtient, en prenant v = u, resp. v = 1

∫

Ω

u∆u dx =

∫

∂Ω

u
du

dn
dS −

∫

Ω

|∇u|2 dx . (2.2)

∫

Ω

∆u dx =

∫

∂Ω

du

dn
dS (2.3)

Si u est harmonique dans Ω on obtient grâce à (2.2) la proposition suivante.

Proposition 2.2.1
• Une solution u ∈ C2(Ω) du problème de Dirichlet

{
∆u = f sur Ω

u = g sur ∂Ω
est unique.

• Une solution u ∈ C2(Ω) du problème de Neumann





∆u = f sur Ω
du

dn
= g sur ∂Ω

est unique à une

constante près.

CHAPITRE 2. LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES LINÉAIRES CLASSIQUES
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Remarque : En utilisant (2.3) on constate qu’une solution du problème de Neumann

existe seulement si ∫

Ω

f(x) dx =

∫

∂Ω

g(x) dS .

2.2.3 Formules de représentation

Fixons x0 ∈ Rd, le Laplacien étant invariant par translations et rotations, on se propose
de chercher une fonction harmonique v telle que

v(x) = ϕ(r) pour x ∈ Rd avec r = |x− x0| =

(
d∑

i=1

(xi − x0
i )

2

)1
2

.

Alors ϕ vérifie l’équation différentielle ordinaire : ϕ′′(r) +
d− 1

r
ϕ′(r) = 0 ,

dont la solution est ϕ(r) =




C ln(r) + C ′ si d = 2

C

2 − d
r2−d + C ′ si d > 2

, avec (C,C ′) ∈ R2.

Donc v(x) = ϕ(|x− x0|) est harmonique pour x 6= x0 .

Soit u ∈ C2(Ω) et v(x) = ϕ(|x − x0|), où x0 ∈ Ω fixé, en posant Ωε = Ω \ Bd(x0, ε) pour
ε > 0, on a ∫

Ωε

v∆u dx =

∫

∂Ωε

(
v

du

dn
− dv

dn
u

)
dS .

En faisant tendre ε vers 0 on montre que

∫

Ω

v∆u dx =

∫

∂Ω

(
v

du

dn
− dv

dn
u

)
dS + Cωd u(x0) . (2.4)

Dans la définition de ϕ on choisit C =
1

ωd
,C ′ = 0 et on pose

K(x, x0) = v(x) = ϕ(|x− x0|) =





1

2π
ln |x− x0| si d = 2

1

(2 − d)ωd

1

|x− x0|d−2
si d > 2 .

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

K(x, x0) est une solution fondamentale de pôle x0 de l’équation de Laplace ,
en effet ∆xK = δx0 au sens des distributions.

On a, grâce à (2.4), pour tout x0 ∈ Ω,

u(x0) =

∫

Ω

K(x, x0)∆u(x) dx−
∫

∂Ω

(
K(x, x0)

du

dn
(x) − dK

dn
(x) u(x)

)
dSx , (2.5)

dont on déduit la

2.2. ÉQUATION DE LAPLACE, ÉQUATION DE POISSON
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x1

x2

POTENTIEL POUR d = 2 EN x0 = 0 :

K(x, 0) = 1
2π

ln
√
x2

1 + x2
2

Proposition 2.2.2
Si u ∈ C2(Ω) et ∆u = 0 dans Ω, alors pour tout x0 ∈ Ω :

u(x0) = −
∫

∂Ω

(
K(x, x0)

du

dn
(x) − dK

dn
(x) u(x)

)
dSx .

2.2.4 Régularité des fonctions harmoniques

Soit w ∈ C2(Ω) et w harmonique dans Ω, alors G(x, x0) = K(x, x0) +w(x) est encore une
solution fondamentale de pôle x0 de l’équation de Laplace. Grâce à (2.5) on a

u(x0) =

∫

Ω

G(x, x0)∆u(x) dx−
∫

∂Ω

(
G(x, x0)

du

dn
(x) − dG

dn
(x) u(x)

)
dSx , (2.6)

et on en déduit le

Théorème 2.2.1 (Loi de la moyenne arithmétique de Gauss)
Soit u harmonique dans Bd(x0, r) et continue sur Bd(x0, r), alors

u(x0) =
1

ωdrd−1

∫

Sd−1(x0,r)

u(x) dS =
1

ωdrd

∫

Bd(x0,r)

u(x) dx .

Remarques :
1) On peut montrer réciproquement qu’une fonction u ∈ C2(Ω) qui vérifie la propriété de

la moyenne pour toute Bd(x0, r) ⊂ Ω est harmonique dans Ω .
2) De façon plus générale, si ∆u(x) ≥ 0 dans Bd(x0, r) on a

u(x0) ≤
1

ωdrd−1

∫

Sd−1(x0,r)

u(x) dS

et on dit que u est sous-harmonique.
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22 UFR de Mathématiques et Informatique, Université Paris Descartes

Théorème 2.2.2
Si u ∈ C0(Ω) vérifie la propriété de la moyenne pour toute Bd(x0, r) ⊂ Ω, alors u ∈ C∞(Ω).

Remarques :
1) Noter que u n’est pas nécessairement continue sur Ω.
2) On montre qu’une fonction harmonique sur Ω est en fait analytique.

2.2.5 Principe du maximum

Théorème 2.2.3 (Principe faible)
Si u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) et ∆u ≥ 0 sur Ω, ouvert borné de Rd, alors

max
Ω

u = max
∂Ω

u .

Théorème 2.2.4 (Principe fort)
Si u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) et ∆u = 0 sur Ω, ouvert borné connexe de Rd, alors

soit u est constante dans Ω,
soit min

∂Ω
u < u(x) < max

∂Ω
u , pour tout x ∈ Ω .

2.2.6 Fonctions de Green

Définition 2.2.1
On dit que G(x, x0) est une fonction de Green pour le problème de Dirichlet pour
l’équation de Laplace dans Ω, si

(i) G(x, x0) = K(x, x0) + w(x, x0) pour x ∈ Ω, x0 ∈ Ω et x 6= x0

(ii) G(x, x0) = 0 pour x ∈ ∂Ω, x0 ∈ Ω

où w ∈ C2(Ω) et ∆w = 0 dans Ω ; K est définie page 20.

Par définition G est une solution fondamentale et (2.6) donne, pour tout x0 ∈ Ω

u(x0) =

∫

∂Ω

u(x)
dG

dn
(x) dS . (2.7)

On a donc trouvé la solution du problème

{
∆u = 0 sur Ω

u = g sur ∂Ω
.

Pour construire G il faut déterminer w, ce qui revient à résoudre un nouveau problème
de Dirichlet pour l’équation de Laplace dans Ω.

Il est en général difficile de trouver une expression explicite pour G. On va présenter un
cas où la géométrie de Ω permet de déterminer G.
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Fonction de Green pour une boule.

Soit Ω = Bd(0, a) et x0 ∈ Bd(0, a) fixé.

On montre que ∂Ω = S d−1(0, a) est le lieu de points x ∈ Rd qui vérifient
|x− x⋆0|
|x− x0|

=
a

|x0|

où x⋆0 =

(
a

|x0|

)2

x0 est obtenu par réflexion.

En notant r = |x− x0| et r⋆ = |x− x⋆0| on a, pour x ∈ S d−1(0, a), r⋆ =
a

|x0|
r .

On construit la fonction de Green G(x, x0), à partir de K(x, x0) et K(x, x⋆0), en remar-
quant que K(x, x⋆0) est harmonique dans Bd(0, a) et de classe C2 pour tout x 6= x⋆0 .

Pour d = 2 on considère la fonction de Green :

G(x, x0) =
1

2π

(
ln |x− x0| + ln

(
a

|x0|

)
− ln |x− x⋆0|

)
.

Pour d ≥ 3 on a la fonction de Green :

G(x, x0) =
1

(2 − d)ωd

(
1

|x− x0|d−2
−
(

a

|x0|

)2
1

|x− x⋆0|d−2

)
.

Grâce à (2.7) on obtient la

Proposition 2.2.3 (Formule de Poisson)
Soit u ∈ C2(Bd(0, a)) et ∆u = 0 dans Bd(0, a), alors pour tout x0 ∈ Bd(0, a)

u(x0) =

∫

Sd−1(0,a)

H(x, x0) u(x) dSx ,

où H(x, x0) =
1

aωd

a2 − |x0|2
|x− x0|d

est le noyau de Poisson pour Bd(0, a).

En étudiant les propriétés de H on montre réciproquement la

Proposition 2.2.4
Soit g ∈ C0(S d−1(0, a)), alors la fonction u définie par

u(x0) =





g(x0) si |x0| = a∫

Sd−1(0,a)

H(x, x0) g(x) dSx si |x0| < a

est C∞ et harmonique pour |x0| < a et continue pour |x0| ≤ a.

Remarque : Un deuxième cas où la géométrie de Ω permet de déterminer facilement G
est celui d’un demi-espace Ω = Rd−1 × R⋆

+.
On a ∂Ω = ∂(Rd−1 × R⋆

+)={x ∈ Rd / xd = 0} = Rd−1 .

Pour x0 ∈ Rd−1 × R⋆
+ on obtient les équivalents des propositions 2.2.3 et 2.2.4 avec

u(x0) =

∫

Rd−1

H(x, x0) u(x) dx ,

où H(x, x0) =
2xd
ωd

1

|x− x0|d
est le noyau de Poisson pour Rd−1 × R⋆

+.
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2.2.7 Principe de Dirichlet

Soit Ω un ouvert, borné de Rd. Pour tout v dans A =
{
v ∈ C2(Ω) / v = g sur ∂Ω

}

on définit la fonctionnelle d’énergie

E[v] =

∫

Ω

(
1

2
|∇v|2 − v f

)
dx ,

où f ∈ C0(Ω) . On a le résultat de calcul des variations suivant (cf. section modélisation) :

Proposition 2.2.5
Soit u ∈ C2(Ω), on a équivalence entre

(i) u est la solution unique de

{−∆u = f sur Ω

u = g sur ∂Ω

(ii) u ∈ A et E[u] = min
v∈A

E[v] .
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2.3 Équation de la chaleur

On s’intéresse à l’équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre deux

ut(x, t) − k∆u(x, t) =
∂u

∂t
(x, t) − k

d∑

i=1

∂2u

∂xi2
(x, t) = 0 ,

pour u défini sur Rd × R∗
+ et k > 0 .

C’est l’équation de la chaleur qui modélise des phénomènes d’évolution : diffusion de cha-
leur, répartition de substances chimiques, mélange d’espèces,. . .

Remarques :

1) Un changement d’échelle, t̃ = k t , transforme l’équation aux dérivées partielles en
ũet = ∆ũ , il suffit donc d’étudier le cas k = 1 . Comme k [m2/s], on obtient une équation
aux dérivées partielles normalisée sans dimensions.

2) Poser t̃ = −t change complètement l’équation aux dérivées partielles : on ne peut pas
inverser le temps.

Contre-exemple (Petrovsky) : pour tout n ∈ N∗ la fonction u(x, t) =
1

n
sin(nx) e−n

2kt

est une solution de l’équation de la chaleur sur R × R.

On a u(x, 0) =
1

n
sin(nx) qui est arbitrairement petit pour n grand.

En t = +ε > 0, la solution u(x,+ε) =
1

n
sin(nx) e−n

2kε est bornée par u(x, 0) .

Par contre, en t = −ε, on a u(x,−ε) =
1

n
sin(nx) e+n

2kε qui �explose� par rapport à

u(x, 0) .

Le problème ut = kuxx sur R×R, avec u(x, 0) =
1

n
sin(nx), est instable donc mal posé.

L’équation de la chaleur modélise des phénomènes d’évolution irréversibles.

3) Poser (x̃, t̃) = (ax, a2t) préserve l’équation aux dérivées partielles et la quantité |x|2/t .

2.3.1 Modélisation

2.3.1.1 Équations de réaction-diffusion

Nous allons modéliser le comportement de diffusion d’une population (cellules, insectes)
ou de particules (substances chimiques). On suppose l’existence d’une source de particules
(naissance, resp. décès, d’insectes).

Soit (x, t) ∈ Ω × R+, avec Ω ouvert borné de Rd et ∂Ω régulier. On note

u(x, t) la fonction de densité des particules (la concentration),

q(x, t, . . .) le taux de création net de particules (�naissances moins décès�) et

F (x, t, . . .) la densité du flux de particules, c’est-à-dire F (x, t).n est le flux de particules
(par unité de temps) à travers un élément de surface plane, perpendiculaire à n en x et
d’aire 1 (cf. annexe C).
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On suppose pour la suite que u et F sont réguliers et on considère O ⊂ Ω de bord régulier.
La variation de masse dans O est due à la création/destruction de particules dans O et
au flux de particules à travers ∂O

∂

∂t

∫

O

u(x, t) dx =

∫

O

q(x, t) dx−
∫

∂O

F (x, t).n(x) dSx ,

d’où, pour tout O ⊂ Ω,
∫

O

ut(x, t) dx =

∫

O

(
− div(F (x, t)) + q(x, t)

)
dx ,

dont on tire la loi d’équilibre de la population

ut = −div(F ) + q dans Ω .

Pour exploiter le modèle on va se donner F et q , deux cas sont présentés :

• Si u(x, t) est la température, alors la quantité de chaleur dans Ω à l’instant t est donnée

par

∫

Ω

cρu dx , où c est la capacité calorifique, ρ la densité du corps et on suppose, pour

simplifier, que cρ = 1 .
Loi de Fourier :

la chaleur va des régions chaudes vers les régions froides à une vitesse pro-
portionnelle à la variation de température.

On suppose de plus que l’on ne peut perdre de la chaleur que par ∂Ω, on a donc
F = −k∇u , où k(x, t) est la conductivité de chaleur, et q = 0 .

D’où ut = div(k∇u) = ∇k.∇u+ k∆u et, si k est constant, ut = k∆u .

On a obtenu l’équation de la chaleur.

• Si u(x, t) représente la concentration de particules on a la
Loi de Fick :

les particules vont des hautes densités vers les faibles densités et leur flux est
proportionnel à la variation de la densité.

On obtient encore F = −D∇u , où D est le coefficient de diffusion, et d’où l’équation
de réaction-diffusion

ut = div(D∇u) + q .

Exemple : Soient A et B des substances chimiques qui réagissent suivant la loi A+B →
2B +R . On note a, resp. b, la concentration de A, resp. B .
Si on a un mélange parfait de A et B les concentrations vérifient le système différentiel
ordinaire {

at = −ab
bt = ab

.

Si A et B n’ont pas été mélangés et si on veut modéliser leur diffusion, on obtient le
modèle de réaction-diffusion {

at = D1∆a− ab

bt = D2∆b+ ab
.
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2.3.1.2 Équations d’advection-diffusion

On considère le mouvement de particules (atomes, insectes) sur une grille discrète monodi-
mensionnelle xi = i η (η > 0). On suppose que ces particules peuvent changer de position
tous les τ > 0 et qu’elles bougent d’au plus ±η . On note tn = n τ .

On note uni la probabilité d’être en xi à l’instant tn, avec
∑

xi

uni −→
(η→0)

∫

R

u(tn, x) dx = 1 .

De plus on note pni la probabilité de passer de la position xi à la position xi+1 entre tn et
tn+1 , et qni la probabilité de passer de la position xi à la position xi−1 entre tn et tn+1 .

x

t

xixi−1 xi+1

tn

tn+1

La probabilité pour une particule d’être en xi à l’instant tn+1 est donné par l’équation de
Chapman-Kolmogorov

un+1
i = pni−1u

n
i−1 + qni+1u

n
i+1 + (1 − pni − qni )u

n
i ,

où les trois termes du membre de droite représentent respectivement la probabilité d’ar-
river en xi depuis xi−1 , depuis xi+1 ou de rester en xi, entre tn et tn+1 .

Si on réécrit l’équation sous la forme

un+1
i − uni
τ

=
1

2η

(
pni−1 − qni−1

τ
η uni−1 −

pni+1 − qni+1

τ
η uni+1

)

+
1

η2

(
pni−1 + qni−1

2τ
η2 uni−1 +

pni+1 + qni+1

2τ
η2 uni+1 − 2

pni + qni
2τ

η2 uni

)

et si on suppose que
pni − qni

τ
η −→ c(x, t) et

pni + qni
2τ

η2 −→ d(x, t)

quand τ et η tendent vers 0, on obtient l’équation de Fokker-Planck :

∂u

∂t
= − ∂

∂x

[
c(t, x) u

]
+

∂2

∂x2

[
d(x, t) u

]
,

où c(x, t) est la vitesse d’advection (ou convection) et d(x, t) le coefficient de diffusion.

Note : les limites ci-dessus se justifient dans le cadre de la théorie des processus de Mar-

kov.

Si c > 0, i.e. pni > qni , les particules ont un mouvement vers la droite, si c < 0 on a un
mouvement vers la gauche.
Si d est grand, i.e. pni + qni grand (≈ 1), les particules ont tendance à se déplacer.
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Si pni = qni = 1/2 alors c(x, t) = 0 et d(x, t) = D est constante, on obtient l’équation de la
chaleur ut = Duxx.

Si c(x, t) = C et d(x, t) = D on a une équation d’advection-diffusion : ut−Duxx+Cux = 0.

Interprétation : considérons un tube dans lequel coule de l’eau à la vitesse C > 0 et
contenant des traces de polluant. La distribution initiale de polluant est, à l’instant t1 > 0,
transporté par advection de Ct1 et modifiée par diffusion.

CC

x = 0x = 0 x = Ct1

t = 0 t = t1

Remarque : Si on modélise des phénomènes thermiques on parle de convection et donc
d’équations de convection-diffusion : les mouvements de masses d’air dans l’atmosphère
et les courants océaniques dus à des différences de température influencent le climat de
la terre. Des phénomènes de convection thermique sous l’écorce terrestre et dans le noyau
sont responsables de la tectonique des plaques et de la création du champ magnétique
terrestre.

2.3.2 Calcul d’une solution

On considère le problème

{
ut(x, t) = ∆u(x, t) sur Rd × R∗

+

u(x, 0) = f(x) sur Rd
.

On va déterminer, de façon formelle, une solution en utilisant la transformée de Fourier

de u par rapport aux variables d’espace x : v(ξ, t) =
1

(2π)d/2

∫

Rd

u(x, t) e−i x.ξ dx .

On obtient l’équation différentielle ordinaire en v :

{
vt(ξ, t) = −|ξ|2 v(ξ, t)
v(ξ, 0) = f̂(ξ)

,

d’où v(ξ, t) = f̂(ξ) e−|ξ|2 t et

u(x, t) =
1

(2π)d/2

∫

Rd

f̂(ξ) e−|ξ|2 t ei x.ξ dξ =

∫

Rd

K(x, y, t) f(y) dy ,

où K(x, y, t) =
1

(2π)d

∫

Rd

exp
(
i (x− y).ξ − |ξ|2 t

)
dξ =

1

(4πt)d/2
e−

|x−y|2
4t .

∥∥∥∥

Remarques :

1. La fonction K̃(x, t) = K(x, 0, t) =
1

(4πt)d/2
e−

|x|2
4t I{t>0} est une solution fondamen-

tale, de pôle (0, 0) ∈ Rd × R , de l’équation de la chaleur.

2. On a K(x, y, t) = G√
2t(x− y) avec Gσ(y) =

1

(2πσ2)d/2
e−

|y|2
2σ2 , la Gaussienne centrée

d’écart type σ .
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x1

x2

SOLUTION FONDAMENTALE POUR d = 2 :

K̃(x, t) =
1

4πt
e
−
|x|2
4t

K possède les propriétés suivantes :

a) K(x, y, t) est de classe C∞ pour x, y ∈ Rd et t > 0 .

b) Pour x, y ∈ Rd et t > 0 ,

(
∂

∂t
− ∆x

)
K(x, y, t) = 0 .

c)

∫

Rd

K(x, y, t) dy = 1 pour x ∈ Rd et t > 0 .

d) Pour x ∈ Rd et δ > 0 on a lim
t→0
t>0

∫

|y−x|>δ
K(x, y, t) dy = 0

Grâce à ces propriétés on démontre que u est bien une solution, on a le

Théorème 2.3.1
Soit f ∈ C0

b(R
d), i.e. f continue et bornée, alors la fonction définie par

u(x, 0) = f(x) pour x ∈ Rd

u(x, t) =
1

(4πt)d/2

∫

Rd

e−
|x−y|2

4t f(y) dy pour x ∈ Rd et t > 0 ,

est C∞ sur Rd × R∗
+, vérifie ut = ∆u sur Rd × R∗

+ et est continue sur Rd × R+.

Remarques :

1. Si f est borné on a pour tout x ∈ Rd et t > 0 : inf
Rd
f ≤ u(x, t) ≤ sup

Rd

f .

2. On peut assouplir les hypothèses du théorème :
soit f une fonction mesurable et supposons que pour tout y ∈ Rd, |f(y)| ≤Mea|y|

2
,

avec a, M des constantes fixées. Alors la fonction u, définie dans le théorème, vérifie
ut = ∆u et est C∞ en tout (x, t) ∈ Rd×]0, 1

4a
[ .

Si f est continue en x0 on a en plus lim
(x,t)→(x0,0)

u(x, t) = f(x0) .

Donc même avec des données initiales non continues la solution devient, à l’instant
t > 0, de classe C

∞ : l’équation de la chaleur a un effet régularisant.
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30 UFR de Mathématiques et Informatique, Université Paris Descartes

3. L’exemple de Tikhonov montre que la solution u du théorème n’est pas unique.

Soit ϕ(t) =

{
e−1/t2 pour t > 0

0 pour t ≤ 0
et, pour (x, t) ∈ R2, posons u(x, t) =

+∞∑

k=0

ϕ(k)(t)

(2k)!
x2k .

Alors u ∈ C∞(R2) , vérifie ut = uxx sur R × R et, pour tout x ∈ R, u(x, 0) = 0 .

4. Le théorème précédent permet de considérer la fonction u(x, t) =
1

(4πkt)d/2
e−

|x|2
4kt ,

définie pour (x, t) ∈ Rd×R∗
+ , comme solution au sens des distributions du problème :

{
ut(x, t) = k∆u(x, t) sur Rd × R∗

+

u(x, 0) = δ0 pour x ∈ Rd

5. La valeur en (x, t) de u, définie dans le théorème précédent, dépend, pour t > 0, de
tous les points y ∈ Rd. Réciproquement la valeur de f en y0 ∈ Rd affecte à l’instant
t > 0 (petit) les valeurs de u en tout point x. Les effets de l’équation de la chaleur
voyagent à vitesse �infinie�.
On s’intéresse donc plutôt à la vitesse de diffusion d’une certaine proportion α de
la concentration, resp. chaleur, initiale. Considérons une diffusion modélisée par

u(x, t) =
1

2
√
πkt

e−
x2

4kt , pour (x, t) ∈ R × R∗
+ . Soit α ∈]0, 1[ donné, à l’instant t > 0

la quantité de particules α se trouve dans l’intervalle [−xα, xα] et

α =
1

2
√
πkt

∫ xα

−xα

e−
x2

4kt dx =
1√
πkt

∫ xα

0

e−
x2

4kt dx =
2√
π

∫ xα
2
√

kt

0

e−z
2

dz .

L’intégrale de droite étant constante, on trouve que xα est proportionnel à 2
√
kt .

On dit que t = x2/k est le temps de diffusion.

On peut comparer le temps de diffusion au temps d’advection t = x/c , voir p. 15 .

2.3.3 Principe du maximum et unicité

On va traiter deux cas, celui d’un domaine spatial borné et celui de l’équation de la chaleur
sur Rd.

• Cas d’un domaine spatial borné.

Soit ω un ouvert borné de Rd ; pour T > 0 fixé on pose Ω =
{

(x, t) / x ∈ ω , 0 < t < T
}

.

On a ∂Ω = ∂′Ω ∪ ∂′′Ω avec

∂′Ω =
(
∂ω × [0, T ]

)
∪
(
ω × {t = 0}

)

et ∂′′Ω = ω × {t = T} .

Rd

t

T

∂′Ω

∂′′Ω

Ω

ω
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Théorème 2.3.2 (Principe du maximum)
Soit u ∈ C0(Ω) tel que ut, uxixj

existent et soient continues dans Ω.

Si ut − ∆u ≤ 0 dans Ω, alors
max

Ω
u = max

∂′Ω
u .

Théorème 2.3.3
Soit u ∈ C

0(Ω) tel que ut, uxixj
existent et soient continues dans Ω.

Alors u est déterminé de façon unique dans Ω si on se donne ut−∆u sur Ω et u sur ∂′Ω .

Corollaire 2.3.1
Soit φ ∈ C

0(ω×]0, T ]), f ∈ C
0(ω) et g ∈ C

0(∂ω × [0, T ]).
Il existe au plus une solution u du problème





ut − ∆u = φ sur ω×]0, T ]

u = f sur ω × {t = 0}
u = g sur ∂ω × [0, T ]

,

continue sur Ω et telle que ut, uxixj
existent et soient continues sur Ω.

• Cas où le domaine spatial est Rd .

Théorème 2.3.4 (Principe du maximum)
Soit f ∈ C0(Rd) et soit u ∈ C0(Rd × [0, T ]) tel que ut, uxixj

existent et soient continues
dans Rd×]0, T [ , si de plus

(i) ut − ∆u ≤ 0 sur Rd×]0, T [

(ii) u(x, 0) = f(x) pour x ∈ Rd

(iii) u(x, t) ≤M ea|x|
2

sur Rd×]0, T [

alors
u(x, t) ≤ sup

z∈Rd

f(z) sur Rd × [0, T ] .

Corollaire 2.3.2
Soit φ ∈ C0(Rd × [0, T ]), f ∈ C0(Rd).
Il existe au plus une solution u ∈ C

0(Rd × [0, T ]) du problème

{
ut − ∆u = φ sur Rd×]0, T [

u = f sur Rd × {t = 0}

qui vérifie |u(x, t)| ≤M ea|x|
2

sur Rd × [0, T ], pour des constantes M , a > 0 .

Remarques :

La solution obtenue dans la section 2.3.2 est unique si f est borné et si l’on se restreint
aux solutions bornées.
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Si f est majoré par une expression du type M ea|x|
2

et si on se restreint aux solutions
vérifiant le même type de majorations, on obtient encore une solution unique (cf. remarque
3, section 2.3.2).

L’exemple de Tikhonov ne peut pas vérifier une majoration du type M ea|x|
2

et permet de
construire des solutions �très� croissantes à partir de n’importe quelle condition initiale f .

2.3.4 Régularité sur un domaine borné

Soit ω un ouvert borné de Rd avec ∂ω régulier, on pose Ω = ω×]0, T [ .

On suppose que u, ut et les uxixj
existent et sont continues dans Ω et que ut − ∆u = 0

dans Ω.

Pour v ∈ C2(Ω) quelconque on a

0 =

∫

Ω

v(ut − ∆u) dxdt =

∫

ω

(
v(x, T )u(x, T ) − v(x, 0)u(x, 0)

)
dx

−
∫

Ω

u(vt + ∆v) dxdt−
∫ T

0

∫

∂ω

(
v
du

dn
− dv

dn
u

)
dSx dt .

(2.8)

En particulier on pose v(x, t) = K(x, y, T+ε−t) pour y ∈ ω fixé et ε > 0 . Alors v ∈ C2(Ω)
et vt + ∆v = 0, donc (2.8) devient

∫

ω

K(x, y, ε)u(x, T ) dx =

∫

ω

K(x, y, T + ε)u(x, 0) dx

+

∫ T

0

∫

∂ω

(
K(x, y, T + ε− t)

du

dn
(x, t) − dK

dn
(x, y, T + ε− t)u(x, t)

)
dSx dt .

(2.9)

Si on fait tendre ε vers 0 le membre de gauche de (2.9) tend vers u(y, T ), en effet il est
solution de wε(y, ε) − ∆yw(y, ε) = 0 avec w(y, 0) = u(y, T ) (même démonstration que
pour le théorème 2.3.1).

Si on pose K(x, y, s) = 0 pour s ≤ 0, alors K(x, y, s) est C∞ pour x, y ∈ Rd, x 6= y et
s ∈ R. On obtient

u(y, T ) =

∫

ω

K(x, y, T )u(x, 0) dx

+

∫

R

∫

∂ω

(
K(x, y, T − t)

du

dn
(x, t) − dK

dn
(x, y, T − t)u(x, t)

)
dSx dt .

(2.10)

De cette expression on déduit que u est C∞ pour tout y ∈ ω et T > 0 .
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2.4 Équation des ondes

Dans cette section on va étudier l’équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre deux

utt(x, t) − c2∆u(x, t) =
∂2u

∂t2
(x, t) − c2

d∑

i=1

∂2u

∂xi2
(x, t) = 0 ,

pour u défini sur Rd × R et c > 0 .

C’est l’équation des ondes qui modélise des phénomènes d’évolution : corde ou membrane
vibrante, ondes acoustiques, ondes électromagnétiques, ondes sismiques, . . .

On note �u =

(
∂2

∂t2
−

d∑

i=1

∂2

∂xi2

)
u le d’Alembertien de u.

Remarque : Une inversion et translation du temps, t̃ = t0 − t, ne change pas l’équation
aux dérivées partielles, on va restreindre l’étude à t ≥ 0 .

2.4.1 Modélisation

2.4.1.1 Membrane vibrante

Considérons une membrane élastique en vibrations M . Pour x = (x1, x2) ∈ Ω ⊂ R2 et
t > 0, on note u(x, t) la position de la membrane au point x à l’instant t : Mt = u(Ω, t) .

Alors ut(x, t) est la vitesse du déplacement (vertical) de la membrane en x à l’instant t et
utt(x, t) est l’accélération.
On suppose des petits déplacements transversaux et on introduit les constantes ρ ∈ R∗

+,
la densité de la membrane, et τ ∈ R∗

+, le coefficient de tension. On obtient l’expression
suivante pour l’énergie potentielle du système à l’instant t , voir aussi page 18,

Ep =
τ

2

∫

Ω

|∇u(x, t)|2dx

et l’énergie cinétique du système est

Ec =
ρ

2

∫

Ω

ut(x, t)
2dx .

D’après le principe de Hamilton de la mécanique, la membrane passe de l’état en t = 0
à l’état en t = T , T > 0, par un point critique de la fonctionnelle

A(u) =

∫ T

0

(Ec − Ep)dt =
1

2

∫ T

0

∫

Ω

(
ρu2

t − τ |∇u|2
)
dxdt .

i.e. la variation première de A est nulle. Posons φ(ε) = A(u + εũ), où la perturbation
admissible ũ est régulière et vérifie ũ(x, 0) = ũ(x, T ) = 0 pour tout x ∈ Ω . On a

0 = φ′(0) =

∫ T

0

∫

Ω

(ρutũt − τ∇u.∇ũ) dxdt ,
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l’identité de Green et l’hypothèse d’admissibilité permettent d’écrire pour tout ũ :
∫ T

0

∫

Ω

(−ρutt + τ∆u)ũ dxdt−
∫ T

0

∫

∂Ω

τ
du

dn
ũ dSxdt = 0 . (∗)

Si l’on choisit ũ tel que ũ(x, t) = 0 pour tout x ∈ ∂Ω et t ∈ [0, T ] , on obtient grâce au
premier terme de la relation (∗) l’équation des ondes dans R2 :

utt = c2∆u , où c =

√
τ

ρ
.

Le second terme de la relation (∗) impose des conditions au bord :

si la membrane est fixée au bord, u(x, t) = 0 ; si la membrane est libre,
du

dn
(x, t) = 0 pour

(x, t) ∈ ∂Ω × R∗
+ ;

Pour complètement modéliser le mouvement de la membrane on a des conditions initiales :
la position u(x, 0) et la vitesse ut(x, 0) , données pour x ∈ Ω et t = 0 .

2.4.1.2 Ondes acoustiques

On modélise un fluide (liquide ou gaz) par la densité des particules u(x, t) et la vitesse
V (x, t) pour x ∈ R3 et t > 0 . La densité du flux de particules uV [particules/m2s]
(cf. annexe C) est ici interprété comme étant la quantité de mouvement ([kgm/s]) des
particules par unité de volume.

x′

−p(x, t)n(x)
F (x′)

Ω
∂Ω

On suppose que u et V sont réguliers. Soit Ω un ouvert borné quelconque de R3, de bord
régulier ; pour x ∈ ∂Ω on note n(x) le vecteur normal unité extérieur.
La loi de conservation de masse donne

∂

∂t

∫

Ω

u(x, t) dx = −
∫

∂Ω

u(x, t)V (x, t).n(x) dSx ,

d’où, ∫

Ω

ut dx = −
∫

Ω

div(uV ) dx ,

comme Ω est quelconque on obtient la loi de continuité :

∂u

∂t
= −div(uV ). (2.11)

Écrivons maintenant la loi de conservation de la quantité de mouvement pour chacune
des trois composantes de uV :

∂

∂t

∫

Ω

uVi dx = −
∫

∂Ω

uViV.n(x) dS −
∫

∂Ω

pni(x) dS +

∫

Ω

uFi dx ; (∗)
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où i ∈ {1, 2, 3} , p(x, t) ([N/m2] = [kg/ms2]) est la pression et F (x, t) la somme des forces
extérieures qui agissent au point x (e.g. gravitation).
Le membre de gauche représente la variation de la quantité de mouvement dans Ω, le
premier terme du membre de droite représente le flux de la quantité de mouvement à
travers ∂Ω, le second la pression sur la paroi ∂Ω et le troisième l’apport des forces externes.
En appliquant le théorème de la divergence on a, pour 1 ≤ i ≤ 3 :

∫

Ω

(∂uVi
∂t

+ div(uViV ) +
∂p

∂xi
− uFi

)
dx = 0. (∗∗)

En supposant p et F réguliers et comme Ω est arbitraire la relation (∗∗) donne

u
(∂Vi
∂t

+ V.∇Vi
)

+ Vi

(∂u
∂t

+ div(uV )
)

= − ∂p

∂xi
+ uFi .

En utilisant (2.11) on obtient la loi du mouvement :

∂V

∂t
+ (V.∇)V = −1

u
∇p+ F . (2.12)

Les quatres équations aux dérivées partielles (2.11),(2.12) sont complétées par la loi d’état :
p(x, t) = p(u(x, t)) ; la pression est fonction croissante de la densité du fluide.

Noter que le terme d’advection (V.∇)V = DV V est non linéaire et qu’il est en partie à
l’origine de phénomènes complexes, et intéressants, en mécanique des fluides.

Approximation acoustique : Pour simplifier notre modèle on va négliger les forces externes,
donc F = 0. De plus, la propagation du son dans un gaz (e.g. l’air) est le résultat de
vibrations que l’on va supposer faibles : V est petit et le terme d’advection dans (2.12)
est négligeable. Finalement, on suppose que la densité et la pression s’écartent peu de
quantités nominales u0 et p0 :

u(x, t) = u0 + ũ(x, t) , ũ << u0 et p(x, t) = p0 + p̃(x, t) , p̃ << p0 .

On linéarise les équations de la dynamique des fluides autour de (u, p, V ) = (u0, p0, 0) .

Alors p̃ =
dp

du
(u0) ũ et l’équation (2.11) devient :

∂ũ

∂t
+ u0 div(V ) = 0 ,

tandis que l’équation (2.12) s’écrit : u0
∂V

∂t
= −dp

du
(u0)∇ũ .

En dérivant la première équation par rapport à t et en utilisant la seconde, on obtient

∂2ũ

∂t2
= −u0 div

(
∂V

∂t

)

= −u0 div

(
− 1

u0

dp

du
(u0)∇ũ

)
=

dp

du
(u0) ∆ũ .

On pose c =

√
dp

du
(u0) et ũ vérifie donc l’équation des ondes dans R3 :

∂2ũ

∂t2
= c2 ∆ũ .

La propagation des ondes acoustiques se fait par augmentation et diminution de la densité
de particules. Pour l’air la vitesse des ondes est c = 340m/s .
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Remarque : Les ondes sur une membrane ou corde vibrante sont dites ondes transversales
car elles se propagent dans la direction perpendiculaire au mouvement des particules. Les
ondes acoustiques sont des ondes longitudinales car elles se propagent dans la même
direction que les particules.

Direction de propagation des ondes

Ondes transversales Ondes longitudinales

2.4.2 Équation des ondes dans R

On considère le problème





utt(x, t) = c2 uxx(x, t) sur R × R∗
+ , c ∈ R∗

+

u(x, 0) = f(x) pour x ∈ R

ut(x, 0) = g(x) pour x ∈ R

(2.13)

Grâce au changement de variables

{
ξ = x+ ct
η = x− ct

on obtient l’équation uξη(ξ, η) = 0 .

Le domaine de u étant connexe on trouve u(ξ, η) = F (ξ) + G(η), où F et G sont des
fonctions d’une variable réelle de classe C2, et on a

u(x, t) = F (x+ ct) +G(x− ct).

La solution générale de l’équation des ondes dans R est donc obtenue par superposition
de v, solution de vt − cvx = 0 : v(x, t) = F (x + ct), et de w, solution de wt + cwx = 0 :
w(x, t) = G(x− ct).

xx

u

F (x) = G(x)

u(x, t) = F (x+ ct) +G(x− ct)

−ct +ct

Le graphe de u dans le plan xu montre deux ondes, solutions de deux équations de
transport, qui se propagent, sans changer de forme, vers la gauche pour v et vers la droite
pour w .

En utilisant les conditions initiales de (2.13) on trouve

F (x) =
f(x)

2
+

1

2c

∫ x

0

g(y) dy + λ et G(x) =
f(x)

2
− 1

2c

∫ x

0

g(y) dy − λ .
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Si f ∈ C2(R) et g ∈ C1(R), le problème (2.13) admet une solution unique de classe C2 sur
R × R+, donnée par la formule de d’Alembert

u(x, t) =
1

2

(
f(x+ ct) + f(x− ct)

)
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct
g(y) dy .

∥∥∥ (2.14)

Remarques :

1) La valeur de u(x, t) dépend des valeurs de f et g sur l’intervalle [x − ct, x + ct], c’est
le domaine de dépendance.

Réciproquement, le cône d’influence du point (ξ, 0) est l’ensemble
{

(x, t) / |x−ξ| ≤ ct
}

.

L’information voyage à vitesse finie c.

xx

tt

Domaine de dépendance Cône d’influence

x− ct = ξ
x+ ct = ξ

(x− ct, 0) (x+ ct, 0)

(x, t)

(ξ, 0)

2) La fonction (2.14) est au plus aussi régulière que les conditions initiales f et g .

3) Pour c > 0 on considère l’équation des ondes utt = c2uxx dans R × R∗
+ (∗) .

On note (ABCD)/c le parallélogramme formé par les points A, B, C et D et dont les
côtés se trouvent sur des droites caractéristiques de (∗) .

x− ct = ξ1
x+ ct = ξ3

x− ct = ξ2

x+ ct = ξ4

A

(ξ1, 0)

B

(ξ2, 0)

C

(ξ3, 0)

D

(ξ4, 0)

x

t

Soit u ∈ C2(R×R∗
+), alors u vérifie l’équation aux dérivées partielles (∗) si et seulement

si pour tout (ABCD)/c ⊂ R × R+ : u(A) + u(C) = u(B) + u(D) .
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2.4.3 Méthode des moyennes sphériques (d ≥ 2)

Soit h ∈ C0(Rd), on définit la moyenne sphérique de h sur la sphère S d−1(x, r) par

Mh(x, r) =
1

ωdrd−1

∫

|y−x|=r
h(y) dSy =

1

ωd

∫

|ξ|=1

h(x+ rξ) dSξ .

La fonction Mh est ainsi définie pour tout r ∈ R et on a Mh(x, r) = Mh(x,−r) .

Si h ∈ Cα(Rd), alors Mh ∈ Cα(Rd+1).

En particulier si h ∈ C2(Rd) on calcule
∂

∂r
Mh(x, r) =

1

rd−1
∆x

(∫ r

0

ρd−1Mh(x, ρ) dρ
)
.

On en déduit l’équation de Darboux, vérifiée par toute moyenne sphérique d’une fonction
h de classe C2





(
∂2

∂r2
+
d− 1

r

∂

∂r

)
Mh(x, r) = ∆xMh(x, r)

Mh(x, 0) = h(x)

∂

∂r
Mh(x, 0) = 0

(2.15)

Application à l’équation des ondes (d ≥ 2)

Soit u ∈ C2(Rd × R+) solution du problème





utt(x, t) = c2 ∆u(x, t) sur Rd × R∗
+

u(x, 0) = f(x) pour x ∈ Rd

ut(x, 0) = g(x) pour x ∈ Rd

(2.16)

On définit la moyenne sphérique de u : Mu(x, r, t) =
1

ωd

∫

|ξ|=1

u(x+ rξ, t) dSξ ,

avec u(x, t) = Mu(x, 0, t) .

Grâce à l’équation de Darboux (2.15), on a ∆xMu =

(
∂2

∂r2
+
d− 1

r

∂

∂r

)
Mu

or, par un calcul direct on obtient ∆xMu =
1

c2
∂2Mu

∂t2
.

Donc Mu est solution, pour x ∈ Rd fixé, de l’équation d’Euler-Darboux-Poisson :





∂2Mu

∂t2
(x, r, t) = c2

(
∂2

∂r2
+
d− 1

r

∂

∂r

)
Mu(x, r, t) pour (r, t) ∈ R∗ × R∗

+

Mu(x, r, 0) = Mf(x, r) pour r ∈ R

∂Mu

∂t
(x, r, 0) = Mg(x, r) pour r ∈ R

(2.17)

On a donc transformé l’équation des ondes dans Rd en une équation aux dérivées partielles
avec variables scalaires r et t
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2.4.4 Équation des ondes dans R3

On se propose de résoudre le problème (2.16) pour d = 3 .

En utilisant (2.17) on montre que la fonction v(r, t) = rMu(x, r, t) est solution de l’équa-
tion des ondes pour d = 1





vtt(r, t) = c2 vrr(r, t) pour (r, t) ∈ R × R∗
+

v(r, 0) = rMf(x, r) pour r ∈ R

vt(r, 0) = rMg(x, r) pour r ∈ R

.

D’où, grâce à (2.14) et du fait que Mf et Mg sont paires en r :

Mu(x, r, t) =
1

r
v(r, t)

=
1

2r

(
(ct+ r)Mf(x, ct + r) − (ct− r)Mf(x, ct− r)

)
+

1

2cr

∫ ct+r

ct−r
ρMg(x, ρ) dρ .

Finalement, en faisant tendre r vers 0, on obtient la représentation suivante d’une solution
u de (2.16) pour d = 3.

u(x, t) =
∂

∂t

(
tMf (x, ct)

)
+ tMg(x, ct) , (2.18)

et la formule de Kirchhoff pour le problème (2.16) en dimension 3

u(x, t) =
1

4πc2t

∫

|y−x|=ct
g(y) dSy +

∂

∂t

( 1

4πc2t

∫

|y−x|=ct
f(y) dSy

)
(2.19)

Toute solution du problème (2.16) en dimension 3 qui est de classe C2 sur R3 × R+, est
donnée par la formule (2.19) et est donc unique.

Réciproquement, pour f ∈ C3(R3) et g ∈ C2(R3), la fonction définie par la formule de
Kirchhoff (2.19), est de classe C2 sur R3 × R+ et est solution de (2.16).

Grâce au changement de variables y = x+ ct ξ , l’équation (2.19) devient

u(x, t) =
1

4π

∫

|ξ|=1

(
t g(x+ ct ξ) + f(x+ ct ξ) + ct∇f(x+ ct ξ) . ξ

)
dSξ . (2.20)

Remarques :

1) Les formules (2.18) et (2.20) montrent que l’on perd de la régularité.
En effet si f ∈ Cα(R) et g ∈ Cα−1(R), alors Mf ∈ Cα(R2) et Mg ∈ Cα−1(R2) et u est de
classe Cα−1 pour t > 0 .
Donc u est moins régulière que sa valeur initiale u(x, 0) ou, autrement dit, des petites
irrégularités dans la condition initiale f peuvent s’accumuler en t > 0 et rendre u(., t)
moins régulière.

Il est intéressant d’étudier le comportement de u par rapport à une énergie

E(t) =
1

2

∫

R3

(
ut(x, t)

2 + c2|∇u(x, t)|2
)
dx .
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On montre que
dE

dt
=

∫

R3

(
ut(utt − ∆u) + c2div(ut∇u)

)
dx .

Si on suppose que |ut(x, t)∇u(x, t)| ≤
1

1 + |x|3 , on a
dE

dt
(t) = 0 pour tout t > 0 .

En particulier, si u = 0 pour |x| grand, le comportement L2 ne change pas avec t.

2) Grâce à (2.20) on constate que la valeur de u(x, t) dépend des valeurs de f et g pour
y ∈ S 2(x, ct). Donc pour d = 3 le domaine de dépendance est la surface S 2(x, ct).

t

t

Domaine de dépendance Cône d’influence

ct

ct

(x, 0) (y, 0)

(x, t)
(y, t)

R3 × {0}R3 × {0}

R3 × {t}

Réciproquement, les données initiales au point (y, 0) ∈ R3 ×R+ n’ont de l’influence sur
u à l’instant t qu’aux points x ∈ R3 qui vérifient |y − x| = ct.
Le cône d’influence de (y, 0) est la surface dans l’espace-temps R3 × R+, formée par
le cône de sommet (y, 0) et d’axe de symétrie {(y, t)/t ≥ 0}, c’est-à-dire l’ensemble{

(x, t) / |y − x| = ct, t > 0
}

.

3) Supposons que le support de f et g est Ω = B3(0, r) ⊂ R3 .

Pour que u(x, t) soit non nul il faut que x ∈ S 2(y, ct) avec y ∈ Ω.
Or l’union de toutes les sphères de centre y ∈ Ω et de rayon ct est la sphère de centre
0, de rayon ct et d’épaisseur 2r.
Donc supp(u) = B3(0, ct + r) \ B3(0, ct − r) et on constate que le support de u , dans
R3 , se répand à la vitesse finie c.

Pour x fixé et pour tout t < t1 = (|x| − r)/c et t > t2 = (|x| + r)/c on a u(x, t) = 0 : le
front d’onde arrive en x à l’instant t1 et à partir de l’instant t2 l’onde est passée.

Dans R3 on a le
Principe (fort) de Huygens : le domaine de dépendance est une surface dans R3.

Cette propriété permet la modélisation par l’équation des ondes de la transmission de
signaux à vitesse finie dans R3.

2.4. ÉQUATION DES ONDES
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r
x1

x3

x x̃

x = (a, 0, 0) avec |a| < ct− r

x̃ = (ã, 0, 0) avec |ã| > ct+ r

Coupe de R3 suivant x1x3 à l’instant t

ct+ r

ct− r

Ω

4) Pendant que le support de u se répand u décroit en 1/t.
En effet u(x, t) dépend des valeurs de f et g sur S 2(x, ct) ∩ B3(0, r). Comme l’aire
maximale de cette intersection est l’aire de S 2(0, r) = 4πr2, et en supposant que g, f
et ses dérivées partielles d’ordre 1 sont bornés, on a grâce à (2.20)

|u(x, t)| ≤ r2

c2t2

(
t sup

Ω
|g| + sup

Ω
|f | + ct sup

Ω
|∇f |

)
≈ 1

t
pour t grand.

2.4.5 Équation des ondes dans R2

Pour obtenir la solution de l’équation des ondes pour d = 2 nous allons utiliser la méthode
de descente de Hadamard :
La solution de l’équation aux dérivées partielles dans R2 est considérée comme étant une
solution de l’équation des ondes dans R3 indépendante de la variable x3.

La solution u(x1, x2, t) est donnée par la formule de Kirchhoff (2.19) avec x3 = 0 .

Les conditions initiales sont f(y) = f(y1, y2) et g(y) = g(y1, y2) .

Pour x̃ = (x1, x2, 0) , ỹ = (ỹ1, ỹ2, ỹ3) on a ct = |ỹ − x̃| =
√

(ỹ1 − x1)2 + (ỹ2 − x2)2 + ỹ3
2 .

L’intégrale sur les points ỹ de la sphère S 2(x̃, ct) devient une intégrale sur les y = (ỹ1, ỹ2)
du disque B2(x, ct) , où x = (x1, x2).

On obtient la formule de Poisson pour l’équation des ondes en dimension deux

u(x, t) =
1

2πc

∫

|y−x|<ct

g(y)√
c2t2 − |y − x|2

dy +
∂

∂t

( 1

2πc

∫

|y−x|<ct

f(y)√
c2t2 − |y − x|2

dy
)
.
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Remarques :

1) Le domaine de dépendance de (x, t) est le disque B2(x, ct).

Réciproquement, les données initiales en un point (y, 0) ∈ R2 × R+ ont de l’influence à
l’instant t sur tous les points de B2(y, ct) .

Le cône d’influence est le cône solide dans R2 × R+ :
{

(x, t) / |y − x| ≤ ct, t > 0
}

.

t

t

Domaine de dépendance Cône d’influence

ct

ct

(x, 0) (y, 0)

(x, t)
(y, t)

R2 × {0}R2 × {0}

R2 × {t}

Les perturbations en un point x ∈ R2 vont durer indéfiniment : dans R2 on ne peut pas
transmettre de l’information.

2) Comparer le comportement des solutions de l’équation de la chaleur et de l’équation
des ondes (d = 1, 2 et 3).

2.4.6 Méthode de Duhamel pour l’équation des ondes non ho-

mogène

On s’intéresse au problème





utt(x, t) − c2 ∆u(x, t) = w(x, t) sur Rd × R∗
+

u(x, 0) = f(x) pour x ∈ Rd

ut(x, 0) = g(x) pour x ∈ Rd

.

Grâce à la linéarité il suffit d’étudier le problème avec conditions initiales homogènes





utt(x, t) − c2 ∆u(x, t) = w(x, t) sur Rd × R∗
+

u(x, 0) = 0 pour x ∈ Rd

ut(x, 0) = 0 pour x ∈ Rd

(2.21)

On a la

Proposition 2.4.1
La solution du problème (2.21) est donnée par

u(x, t) =

∫ t

0

U(x, t, s) ds pour x ∈ Rd et t ≥ 0,
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où U(x, t, s) est, pour tout s ≥ 0, solution de





Utt = c2 ∆U pour x ∈ Rd , t > s ≥ 0

U(x, s, s) = 0 pour x ∈ Rd , t = s

Ut(x, s, s) = w(x, s) pour x ∈ Rd , t = s .

La méthode de Duhamel permet de réduire le problème (2.21) en une succession de pro-
blèmes homogènes.

Si on pose V (x, t, s) = U(x, t+ s, s) on a





Vtt = c2 ∆V pour x ∈ Rd , t > 0

V (x, 0, s) = 0 pour x ∈ Rd , t = 0

Vt(x, 0, s) = w(x, s) pour x ∈ Rd , t = 0

.

Or on peut calculer V en dimension un, deux et trois :

• solution de (2.21) pour d = 1 ; on a V (x, t, s) =
1

2c

∫ x=ct

x−ct
w(y, s) dy,

d’où u(x, t) =
1

2c

∫ t

0

∫

|y−x|<c(t−s)
w(y, s) dyds ;

• solution de (2.21) pour d = 2, on a V (x, t, s) =
1

2πc

∫

|y−x|<ct

w(y, s)√
c2t2 − |y − x|2

, dy ,

d’où u(x, t) =
1

2πc

∫ t

0

∫

|y−x|<c(t−s)

w(y, s)√
c2t2 − |y − x|2

, dyds ;

• solution de (2.21) pour d = 3, on a V (x, t, s) =
1

4πc2t

∫

|y−x|=ct
w(y, s) dSy,

on obtient u(x, t) =
1

4πc2

∫

|y−x|<ct

w
(
y, t− 1

c
|y − x|

)

|y − x| dy (potentiel retardé).
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2.5 Classification des e.d.p. linéaires d’ordre 2

Pour u ∈ C2(Ω), Ω ouvert de Rd, une équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre 2
s’écrit en tout point x de Ω :

∑

1≤i,j≤d
aij(x)

∂2u

∂xi∂xj
(x) +

d∑

i=1

bi(x)
∂u

∂xi
(x) + c(x) u(x) = d(x) , (2.22)

où l’on peut supposer aij = aji , pour tout 1 ≤ i, j ≤ d.

On définit le symbole de l’équation aux dérivées partielles (2.22) , en x ∈ Ω et pour tout
ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd , par

Λx(ξ) =
∑

1≤i,j≤d
aij(x) ξiξj .

Pour tout x ∈ Ω , Λx est une forme quadratique de matrice associée A(x) =
(
aij(x)

)
1≤i,j≤d

.

Considérons un difféomorphisme Φ : Ω → Ω̃ avec x̃ = Φ(x) et dét(DΦ) =

∣∣∣∣
∂x̃i
∂xj

∣∣∣∣
1≤i,j≤d

6= 0.

Pour x∗ fixé, on pose P = DΦx∗
t , i.e. pij =

∂x̃j
∂xi

(x∗) , alors

∑

1≤i,j≤d
aij(x∗)

∂2u

∂xi∂xj
(x∗) =

∑

1≤k,l≤d

( ∑

1≤i,j≤d
aij(x∗) pljpki

)
∂2u

∂x̃k∂x̃l
(x∗) + (termes d’ordre 1)

=
∑

1≤k,l≤d
ãkl(x̃∗)

∂2u

∂x̃k∂x̃l
(x̃∗) + (termes d’ordre 1) .

C’est-à-dire que les coefficients d’ordre deux de l’équation aux dérivées partielles (2.22)
sont transformés de la même façon que les coefficients de la forme quadratique Λx∗ sous
la transformation ξ = Pη : on a Λx̃∗(η) = ηt P tA(x∗)P η .

Or, grâce à un changement de variables adapté, une forme quadratique réelle peut être
réduite à sa forme canonique :

m∑

i=1

η2
i −

r∑

i=m+1

η2
i ,

où 1 ≤ m ≤ r ≤ d. Donc, en un point x∗ ∈ Ω donné, l’équation aux dérivées partielles
(2.22) peut toujours s’écrire sous la forme

m∑

i=1

∂2u

∂x̃2
i

(x̃∗) −
r∑

i=m+1

∂2u

∂x̃2
i

(x̃∗) +

d∑

i=1

b̃i(x̃∗)
∂u

∂x̃i
(x̃∗) + c̃(x̃∗) u(x̃∗) = d̃(x̃∗) .
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Définition 2.5.1
On dit que l’équation aux dérivées partielles (2.22) est :

• elliptique au point x∗ si r = d et m = 0 ou m = d, i.e. A(x∗) est définie positive ou
négative et a d valeurs propres réelles non nulles de même signe ;

• hyperbolique au point x∗ si r = d et m = 1 ou m = d − 1, i.e. A(x∗) est indéfinie et a
d valeurs propres réelles non nulles dont une de signe contraire aux d− 1 autres ;

• parabolique au point x∗ si r = d − 1 et m = 0 ou m = d − 1, i.e. A(x∗) a 0 comme
valeur propre et d− 1 valeurs propres réelles non nulles de même signe.

Exemples :

1. L’équation de Laplace dans Rd est elliptique en tout point :

∀x ∈ Rd, ξ ∈ Rd : Λx(ξ) =
d∑

i=1

ξ2
i .

2. L’équation de la chaleur est parabolique en tout point :

∀(x, t) ∈ Rd × R∗
+, ξ ∈ Rd+1 : Λ(x,t)(ξ) =

d∑

i=1

ξ2
i .

3. L’équation des ondes est hyperbolique en tout point :

∀(x, t) ∈ Rd × R∗
+, ξ ∈ Rd+1 : Λ(x,t)(ξ) =

d∑

i=1

ξ2
i − ξ2

d+1 .

4. Pour l’équation de Tricomi dans R2 : x2 ux1x1 + ux2x2 = 0, on a

∀x ∈ R2, ξ ∈ R2 : Λx(ξ) = x2ξ
2
1 + ξ2

2 .

Elle est donc elliptique si x2 > 0, hyperbolique si x2 < 0 et parabolique si x2 = 0 .

5. L’équation ux1x2 = 0 est hyperbolique dans R2.

Remarques :

1. Pour tout point x∗ ∈ Rd on a une transformation qui réduit (2.22) sous forme cano-
nique or cette transformation dépend de x∗. Pour d ≥ 3 il est en général impossible
de trouver un difféomorphisme Φ qui permet d’écrire l’équation aux dérivées par-
tielles sous forme réduite sur une région donnée (arbitrairement petite).
Dans le cas d = 2 et sous quelques hypothèses sur les coefficients de (2.22) on peut
trouver Φ qui permet de mettre (2.22) sous forme réduite.

2. La classification ci-dessus a été donnée pour des équations aux dérivées partielles
linéaires d’ordre deux. On retrouve ces mêmes dénominations pour des équations
aux dérivées partielles plus générales, mais qui partagent les propriétés essentielles
avec les équations aux dérivées partielles linéaires présentées dans ce chapitre.
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– On élargit la classe des équations aux dérivées partielles hyperboliques aux équa-
tions qui admettent des solutions de type ondes, i.e. on a une vitesse de propaga-
tion finie. Considérons par exemple le système d’équations aux dérivées partielles
d’ordre un en t

Ut(x, t) + AUx(x, t) = F (x, t) dans R × R∗
+ ,

où U = ( u1 · · · uN )t est défini sur R × R+ et A est une matrice constante
d’ordre N × N . On a un système hyberbolique à coefficients constants si A est
diagonisable sur R .
Cette définition se généralise au cas où A(x, t) et pour U : Rd × R+ → RN .

L’équation de transport est une équation aux dérivées partielles hyperbolique
d’ordre un en t .

– Pour les équations aux dérivées partielles elliptiques à coefficients non constants
on utilisera un critère uniforme, voir page 61 .

2.5. CLASSIFICATION DES E.D.P. LINÉAIRES D’ORDRE 2



Chapitre 3

Équations aux dérivées partielles
d’ordre un

3.1 Introduction et notations

Dans ce chapitre on s’intéresse au problème suivant :
Soit Ω un ouvert de Rd , on veut trouver u : Rd → R solution de

{
F
(
x, u(x),∇u(x)

)
= 0 pour x ∈ Ω

u(x) = h(x) pour x ∈ Γ ⊂ ∂Ω .
(3.1)

On suppose que F et h sont au moins de classe C2 et que ∂Ω est une hypersurface régulière.

Exemple : Pour F (x, u,∇u) = v.∇u− f = 0, avec v =

(
c
1

)
∈ Rd+1, on obtient l’équa-

tion de transport, cf. page 15, que l’on intègre sur les droites caractéristiques.

Idée : soit u une solution de (3.1) et x ∈ Ω , comme pour l’équation de transport, on
veut calculer u(x) à partir de u(x0) = h(x0) , x0 ∈ Γ , en intégrant le long d’un chemin
X(s) ⊂ Ω .

h(x0)

u(x)
u

Γ
x0

x

x

Rd
Rd

Ω X(s)

X(s)

X ′(s)

X(0) = x0

z(s)

G(s)

Notations : soit I ⊂ R un intervalle, on définit

X : I −→ Ω ⊂ Rd

s 7−→ X(s) =
(
x1(s), . . . , xd(s)

) z : I −→ R

s 7−→ z(s) = u(X(s))
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et G : I −→ Ω ⊂ Rd

s 7−→ G(s) =
(
g1(s), . . . , gd(s)

)
= ∇u(X(s)) .

Sur la courbe X l’équation (3.1) devient : F
(
x1(s), . . . , xd(s), z(s), g1(s), . . . , gd(s)

)
= 0 .

On note ∇XF =



Fx1

...
Fxd


 et ∇GF =



Fg1
...
Fgd


 .

3.2 Étude du cas général

Pour une solution u de (3.1), le théorème qui suit fait le lien entre la courbe paramétrée
X, la valeur de u sur X, z, et la valeur du gradient de u le long de X, G.

Théorème 3.2.1 (Système caractéristique)
Soit u ∈ C

2(Ω) une solution de (3.1). Si X est solution de

X ′(s) = ∇GF (X(s), z(s), G(s)) (3.2.1)

alors, pour tout s tel que X(s) ∈ Ω, z et G sont solution de

z′(s) = ∇GF (X(s), z(s), G(s)).G(s) (3.2.2)

G′(s) = − ∇XF (X(s), z(s), G(s)) − Fz(X(s), z(s), G(s))G(s) (3.2.3)

Remarques :

1. Les 2d+1 équations différentielles ordinaires (3.2.1-3) forment le système d’équations
caractéristiques associé à l’équation aux dérivées partielles d’ordre un (3.1).

2. Les fonctions X, z et G sont appelées les caractéristiques et X est la projection des
caractéristiques ou la courbe caractéristique.

Si l’on se donne des conditions initiales (X(0), z(0), G(0)) , alors, grâce à la régularité de
F , on a existence d’une solution locale unique (X, z,G) du système autonome d’équations
différentielles ordinaires caractéristiques.
Donc, pour obtenir u, solution de (3.1), il faut résoudre (3.2.1-3) pour X(0) = x0 ∈ Γ .

En un premier temps, pour simplifier l’étude, on va montrer que l’on peut supposer que
Γ est plat au voisinage de x0.

En effet, comme ∂Ω est régulier il est possible d’aplatir Γ au voisinage de x0 , cf. annexe
B. Il existe Φ, difféomorphisme de Rd, et ε > 0 tel que pour tout y ∈ Γ ∩ Bd(x0, ε) :

Φ(y) = (y1, . . . , yd−1, 0).

Si on pose x̃ = Φ(x) et ũ(x̃) = u(Φ−1(x̃)), alors ũ vérifie l’équation aux dérivées partielles
d’ordre un {

F̃ (x̃, ũ,∇ũ) = 0 pour x̃ ∈ Φ(Ω)

ũ = h̃ pour x̃ ∈ Φ(Γ) .

Donc, si Γ est plat au voisinage de x0 , les conditions initiales en x0 sont :

X(0) = x0 , z(0) = h(x0) = h(x0
1, . . . , x

0
d−1, 0) et G(0) = p0 .

3.2. ÉTUDE DU CAS GÉNÉRAL
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Or pour x0 ∈ Γ donné, z(0) = h(x0) est unique, il reste à trouver p0 .

En dérivant u(y1, . . . , yd−1, 0) = h(y1, . . . , yd−1) en x0 et en notant p0 = (p0
1, . . . , p

0
d) =

G(0) , on obtient

{
p0
i = hxi

(x0) , pour i = 1, . . . , d− 1

F (x0, h(x0), p
0
1, . . . , p

0
d) = 0

(3.3)

On dit que (x0, h(x0), p0) est admissible si p0 = (p0
1, . . . , p

0
d) est solution de (3.3).

Or on veut résoudre (3.1) dans un voisinage de x0.
Donc, pour tout y = (y1, . . . , yd−1, 0) ∈ Γ ∩ Bd(x0, ε), on va résoudre (3.2.1-3) avec les
conditions initiales X(0) = y , z(0) = h(y) et G(0) = q(y).

Il faut donc trouver q : Γ ∩ Bd(x, ε) → Rd telle que

q(x0) = p0 , (3.4)

où p0 vérifie (3.3).

De plus il faut assurer que (y, h(y), q(y)) est admissible, d’où

{
qi(y) = hxi

(y) , pour i = 1, . . . , d− 1

F (y, h(y), q1(y), . . . , qd(y)) = 0
(3.5)

et on a le lemme suivant qui assure l’existence de q :

Lemme 3.2.1
Soit (x0, h(x0), p0) admissible et supposons que

Fgd
(x0, h(x0), p0) 6= 0 .

Alors il existe une solution unique q de (3.4) et (3.5).

La condition Fgd
(x0, h(x0), p0) = X ′

d(0) 6= 0 , du lemme précédent signifie que le champ
de vecteurs X ′ est transverse à Γ en x0 .

Si Γ n’est pas plat au voisinage de x0 cette condition devient

∇GF (x0, h(x0), p0).n(x0) 6= 0 ,
∥∥∥

où n(x0) est la normale à Γ en x0 . On dit que Γ est non caractéristique en x0 pour (3.1).

Dans ce cas X ′(0).n(x0) 6= 0 , c’est-à-dire X ′(0) 6∈ Tx0Γ.

Γ

x0

x

Rd

Ω

X ′(0)

n(x0)

y

Finalement, on montre qu’en �recollant� les solutions de (3.2.1-3) pour des conditions
initiales admissibles, on obtient une solution locale unique de (3.1) et on a le

CHAPITRE 3. ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES D’ORDRE UN
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Théorème 3.2.2 (Existence locale)
Soit x0 ∈ Γ , (x0, h(x0), p0) admissible et ∇GF (x0, h(x0), p0).n(x0) 6= 0 .

Alors il existe un voisinage V de x0 dans Rd et une fonction unique u ∈ C2(V ), tels que

{
F (x, u(x),∇u(x)) = 0 pour x ∈ V

u(x) = h(x) pour x ∈ V ∩ Γ .
.

3.3 Cas linéaire et quasilinéaire

• équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre un :

On a la forme générale

F (x, u,∇u) = a(x).∇u(x) + b(x)u(x) + c(x) = 0 .

Comme ∇GF = a(x) , Γ est non caractéristique en x0 ∈ Γ si a(x0).n(x0) 6= 0 .

Les équations différentielles ordinaires (3.2.1) et (3.2.2) donnent le système caractéristique
réduit

{
X ′(s) = a(X(s))

z′(s) = − b(X(s)) z(s) − c(X(s)) .
(3.6)

Ce système différentiel est indépendant de G et grâce au résultat d’unicité d’une solution
locale régulière il suffit d’intégrer (3.6) pour obtenir cette solution.

Exemple : On considère l’équation aux dérivées partielles

{
x1ux2 − x2ux1 = u dans (R∗

+)2

u(x) = h(x) pour x ∈ Γ = R∗
+ × {0} . .

On montre que pour tout x0 > 0, a(x0, 0).n(x0, 0) = x0 > 0, donc Γ est partout non
caractéristique. Les courbes caractéristiques sont des quarts de cercles et la solution du
problème est

∀(x1, x2) ∈ (R∗
+)2 : u(x1, x2) = h

(√
x2

1 + x2
2

)
e
arctan

“
x2
x1

”

.

• équation aux dérivées partielles quasilinéaire d’ordre un :

La forme générale est

F (x, u,∇u) = a(x, u).∇u(x) + b(x, u) = 0 .

On a ∇GF = a(x, u) et Γ est non caractéristique en x0 ∈ Γ si a(x0, h(x0)).n(x0) 6= 0 .

Le système caractéristique réduit s’écrit

{
X ′(s) = a(X(s), z(s))

z′(s) = − b(X(s), z(s)) .
(3.7)

3.3. CAS LINÉAIRE ET QUASILINÉAIRE
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Comme dans le cas linéaire, il suffit de résoudre (3.7) pour trouver la solution régulière
locale.

Exemple : On considère l’équation aux dérivées partielles
{
ux1 + ux2 = u2 dans Ω = R × R∗

+

u = h sur Γ = R × {0} .
.

On montre que Γ est non caractéristique en tout point et que les courbes caractéristiques
sont des droites. La solution est donnée par

u(x1, x2) =
h(x1 − x2)

1 − x2h(x1 − x2)
pour tout (x1, x2) ∈ Ω tant que x2h(x1 − x2) 6= 1 .

Dans la suite on va étudier d’autres cas où la solution n’existe pas dans tout Ω .

3.4 Lois de conservation scalaires

Dans cette section on s’intéresse à un type particulier d’équations aux dérivées partielles
quasilinéaires d’ordre un, les lois de conservation scalaires. Ce sont des problèmes de la
forme

ut(x, t) + f(u(x, t))x = 0 sur R × R∗
+ (3.8)

où f ∈ C
2(R) et avec u(x, 0) = h(x) .

3.4.1 Modélisation

On considère des particules en déplacement le long de l’axe Ox ; u(x, t) est la densité de
particules en x à l’instant t. Soit Ω =]a, b[, on pose

mΩ(t) =

∫ b

a

u(x, t)dx .

On suppose que la variation de masse dans Ω est uniquement due au flux de particules,
f(u), en x = a et x = b . En tenant compte du signe du flux on obtient :

d

dt
mΩ(t) =

∫ b

a

ut(x, t)dx

= f(u(a, t)) − f(u(b, t)) = −
∫

∂Ω

f(u).n dσ

= −
∫ b

a

f(u)x dx = −
∫

Ω

div(f(u)) dx .

En supposant que u est régulier et comme Ω est quelconque, on obtient la loi de conser-
vation de la masse

ut + f(u)x = 0 .

Si l’on se donne la vitesse v des particules alors f(u) = vu ([p/s] = [p/m][m/s]).

CHAPITRE 3. ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES D’ORDRE UN
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Exemples :

1. Si la vitesse est constante, v = c, on retrouve l’équation de transport.

2. Si on modélise le trafic routier, une relation simple entre la densité du trafic u et la
vitesse des voitures (ou vélos) v est

v = vmax

(
1 − u

umax

)
,

Pour une route vide (u = 0) la vitesse est vmax mais la vitesse décroit vers 0 quand
le trafic arrive à saturation (u = umax), le flux est

f(u) = u vmax

(
1 − u

umax

)
.

Des expériences américaines, menées en 1959 dans un tunnel, ont conclu que le flux
de véhicules y pouvait être modélisé par f(u) = au ln(umax/u) .

3.4.2 Étude de l’équation de Burger’s

Modélisation :

On considère des particules en déplacement le long de l’axe Ox, v(x, t) est la vitesse de la
particule qui se trouve en x à l’instant t. On se donne la vitesse initiale h(x) = v(x, 0).

On considère une particule X qui se trouve en x0 = X(0) pour t = 0 et en x = X(t)
à l’instant t, alors v(X(t), t) est la vitesse de la particule X à l’instant t. En particulier
v(x0, 0) = v(X(0), 0) = h(x0) .

Supposons que chaque particule se déplace à vitesse constante : v(X(t), t) = h(X(0)) .

En dérivant par rapport à t (à �particule fixe�), on a : vx
d

dt
X(t) + vt = vxv + vt = 0 .

On obtient ainsi l’équation de Burger’s pour des fluides non visqueux :

{
vt + vvx = 0 dans R × R∗

+

v(x, 0) = h(x) pour x ∈ R
(3.9)

C’est une équation du type (3.8) avec f(v) = 1
2
v2 .

Étude de l’équation :

Γ = R×{t = 0} et on montre que Γ est non caractéristique en tout point (x, 0). Pour tout
x ∈ R il existe un voisinage de (x, 0) ∈ R2 dans lequel (3.9) admet une solution unique
régulière.

Le système caractéristique s’écrit :





x′(s) = z
t′(s) = 1
z′(s) = 0

avec les c.i.





x(0) = x0

t(0) = 0
z(0) = h(x0)

.

Les courbes caractéristiques sont les droites passant par (x0, 0) d’équation
x = x0 + h(x0) t et le long desquelles v(x, t) = h(x0).
Une droite caractéristique représente le chemin dans l’espace-temps de la particule X,
partie de x0 = X(0) .

3.4. LOIS DE CONSERVATION SCALAIRES
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Comme v(x, t) = h(x0) = h(x − h(x0) t) = v(x − v(x, t) t), la solution de (3.9) vérifie
l’équation implicite

v = h(x− v t) .

Supposons qu’une deuxième particule X1, X1(0) = x1 > x0, se trouve à l’instant t en x :

x = x0 + h(x0) t = x1 + h(x1) t donc si h(x0) 6= h(x1) : t = − x1 − x0

h(x1) − h(x0)
.

Si h est croissante il n’existe pas de t > 0 vérifiant cette relation.
Si h n’est pas croissante un tel instant t > 0 existe et v n’est plus une fonction, v(x, t)
devant être égal à h(x0) et h(x1).

x0x0 x1x1 x

t

t

h non croissant h croissant

Les particules rapides (vitesse h(x0)) vont rattraper les particules lentes (vitesse h(x1)).

X(0) = x0 X1(0) = x1 x x

v(x, 0) v(x, t)

x = X(t) = X1(t)

Calculons vx le long d’une droite caractéristique : vx =
h′(x0)

1 + h′(x0)t
.

Donc si h′(x0) < 0 pour t −→
<

− 1

h′(x0)
on a |vx| qui tend vers l’infini.

Le premier instant où v n’est plus défini correspond à T = min
x∈R

(
− 1

h′(x)

)
= − 1

h′(x∗)
,

où x∗ est un minimum de h′. On dit que la solution explose (angl. blow-up) en T .

Il ne peut y avoir de solution C1 au delà de l’instant T .
Pour pouvoir définir des solutions au delà de T , i.e. sur R × R∗

+ , il faut introduire des
solutions généralisées.

CHAPITRE 3. ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES D’ORDRE UN
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3.4.3 Solutions faibles et chocs

Soit la fonction test φ ∈ D(R × R+), en supposant u de classe C1 et en multipliant (3.8)
par φ on obtient par intégration par parties

0 =

∫ +∞

0

∫

R

(
ut + f(u)x

)
φ dxdt

=

∫

R

(
− u(x, 0)φ(x, 0)

)
dx−

∫

R

∫ +∞

0

uφt dtdx−
∫ +∞

0

∫

R

f(u)φx dxdt

Cette dernière relation est valable si u n’est pas C
1 , d’où la

Définition 3.4.1
On dit que u ∈ L∞(R × R+) est une solution faible du problème

{
ut + f(u)x = 0 dans R × R∗

+

u(x, 0) = h(x) pour x ∈ R
(3.10)

si pour toute fonction test φ ∈ D(R × R+) on a

∫ +∞

0

∫

R

(
uφt + f(u)φx

)
dxdt = −

∫

R

h(x)φ(x, 0) dx (3.11)

Nous allons étudier les solutions généralisées pour un cas particulier simple.

Soit u une solution généralisée de (3.10) dans un ouvert Ω ⊂ R × R∗
+ , et C une courbe

régulière qui partage Ω en Ω− à gauche et Ω+ à droite de C .
On va supposer que u est de classe C1 sur Ω− et sur Ω+ , C est l’ensemble de discontinuité
de u .

x

t C

Ω−

Ω+

En choisissant les fonctions test à support compact dans Ω− , resp. Ω+ , on montre que u
est une solution forte de (3.10) dans Ω− , resp. Ω+ .

Pour une fonction test φ dont le support est partagé en deux par C on trouve en utilisant
la relation (3.11)

∫

C

(
(f(u−) − f(u+))n1 + (u− − u+)n2

)
φ dσ = 0 ,

où n =

(
n1

n2

)
est le vecteur normal unité extérieur à Ω− et u−, resp. u+, est la limite de

u à gauche, resp. à droite, de C .

3.4. LOIS DE CONSERVATION SCALAIRES
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Si (ξ(t), t) = (x, t), t ∈ [0,+∞[, est une paramétrisation de C, on obtient

∫ +∞

0

(
(f(u−(t)) − f(u+(t))) − (u−(t) − u+(t))ξ′(t)

)
φ(ξ(t), t) dt = 0 .

Comme φ est quelconque, on en déduit la condition de Rankine-Hugoniot

ξ′ =
f(u+) − f(u−)

u+ − u−

∥∥∥ (RH)

qui fait le lien entre la vitesse de propagation de la discontinuité ξ et la valeur du saut de
u, resp. f(u), en (ξ(t), t)).

On voit sur des exemples que la condition de Rankine-Hugoniot permet en général
plusieurs solutions généralisées. Nous allons introduire une contrainte supplémentaire pour
éliminer des solutions �non physiques�.
Le système caractéristique de (3.10) s’écrit





x′(s) = f ′(z)
t′(s) = 1
z′(s) = 0

.

On en déduit que u(x, t) = h(x0) le long des droites caractéristiques x = x0 + f ′(h(x0)) t,
tant que u est de classe C

1 .

Considérons c ∈ C avec u−(c) 6= u+(c) et tel que c est le premier point de rencontre d’une
droite caractéristique venant de (x0, 0) ∈ Ω− avec une droite caractéristique venant de
(x1, 0) ∈ Ω+.
Alors u−(c) = h(x0) et u+(c) = h(x1).

x0 x1 x

t C

c
Ω− Ω+

On introduit alors la condition d’entropie :

f ′(u−) > ξ′ > f ′(u+)
∥∥∥ (E)

i.e. à chaque instant la vitesse du flux à gauche de la discontinuité est plus grande qu’à
droite.

Définition 3.4.2
Une discontinuité C est un choc si les conditions (RH) et (E) sont vérifiées.

CHAPITRE 3. ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES D’ORDRE UN
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3.4.4 Application : modèle de trafic routier

On reprend l’exemple du trafic routier où u(x, t) est la densité de voitures et vélos, et
v(x, t) la vitesse en x à l’instant t. La distribution initiale de véhicules est donnée par
u(x, 0) = h(x) , où h : R → [0, 1] et il n’y a ni bretelles d’accès, ni bretelles de sortie sur
cette route.

En supposant que v = 1 − u, i.e. umax = vmax = 1,
on a f(u) = u(1 − u), f ′(u) = 1 − 2u et on obtient

{
ut + (u(1 − u))x = 0 pour (x, t) ∈ R × R∗

+

u(x, 0) = h(x) pour x ∈ R .
(3.14)

Les droites caractéristiques ont pour équation : x = x0 + (1 − 2h(x0))t .

Si h est de classe C1 on sait qu’il existe une solution unique u ∈ C1(R×]0, T [), pour

T = inf
x0∈R

1

2h′(x0)
.

Si h est décroissante T = +∞ , i.e. initialement il y a plus de véhicules à gauche qu’à
droite et les véhicules à gauche vont moins vite que ceux à droite et ne pourront jamais
les rattraper.
Si h n’est pas décroissante à l’instant T la solution C

1 cesse d’exister : des véhicules à
grande vitesse arrivent en une zone à grande densité et faible vitesse.

Considérons le problème (3.14) avec la condition initiale h(x0) = u(x0, 0) =

{
hG x0 < 0
hD x0 > 0

un problème de ce type est appelé problème de Riemann.

En utilisant f et f ′ on montre que la condition (RH) s’écrit ξ′ = 1 − (u− + u+) ,
la condition (E) devient ici u− < u+ .

• Si h(x0) =

{
1/2 x0 < 0
1 x0 > 0

, alors ξ(t) = − t

2
et u(x, t) =

{
1/2 x < −t/2
1 x > −t/2 .

À droite de zéro il y a un bouchon (v = 0) à l’instant t = 0 et les véhicules venant de la
gauche s’immobilisent au fur et à mesure que l’onde de choc ξ se déplace vers la gauche.
Sur la figure suivante on a représenté, à gauche, les droites caractéristiques.

tt
ξξ

00 x0 xx

Caractéristiques Trajectoires des véhicules

Sur la figure de droite sont représentés les trajectoires des véhicules, obtenues comme

3.4. LOIS DE CONSERVATION SCALAIRES
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suit :
Notons X(t) la position à l’instant t d’un véhicule qui est parti en X(0) = x0 < 0 .

On connâıt
dX

dt
= v(x, t) , en intégrant on obtient X(t) =

{
t/2 + x0 0 ≤ t < −x0

x0/2 t > −x0
,

représenté dans le plan xt .

• Si h(x0) =

{
1/6 x0 < 0
1/3 x0 > 0

, on trouve u(x, t) =

{
1/6 x < t/2
1/3 x > t/2

.

Dans ce cas l’onde de choc se déplace vers la droite, les véhicules rapides (v = 5/6) venant
de gauche doivent freiner pour rouler dans la zone dense à v = 2/3 . On représente sur la
figure suivante les droites caractéristiques et les trajectoires des véhicules.

tt ξ
ξ

00 x0 xx

Caractéristiques Trajectoires des véhicules

• Soit h(x0) =

{
1 x0 < 0
1/2 x0 > 0

, si on cherche une solution de (3.14) avec une disconti-

nuité vérifiant (RH) on trouve u(x, t) =

{
1 x < −t/2

1/2 x > −t/2 .

Cette discontinuité n’est pas un choc car (E) n’est pas vérifié. Les véhicules à gauche de
zéro sont à l’arrêt et démarrent au fur et à mesure, leur vitesse passant instantanément
de 0 à 1/2. On remarquera que les caractéristiques �sortent� de la discontinuité ξ .

tt
ξξ

00 x0 xx

Caractéristiques Trajectoires des véhicules
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Un solution physiquement plus acceptable est u(x, t) =





1 x < −t
1/2 − x/2t −t < x < 0

1/2 x > 0
.

Dans la zone {(x, t) / t > 0,−t < x < 0} on a un phénomène de raréfaction ; pour pouvoir
accélérer les véhicules doivent avoir de l’espace : la vitesse augmente de façon régulière de
v = 0 à v = 1/2 et la densité diminue.

x = −tx = −t
t0

t

t

0
0

−x0

x0 x
x

Caractéristiques
Trajectoires des véhicules

Le déplacement de la particule X(t) telle que X(0) = x0 < 0 est donné par

X(t) =





x0 0 ≤ t < −x0

−2
√−x0

√
t+ t −x0 ≤ t ≤ t0 = −4x0

t/2 + 2x0 t > t0

.

3.4. LOIS DE CONSERVATION SCALAIRES



Chapitre 4

Introduction aux éléments finis

Dans ce chapitre on s’intéresse uniquement à des problèmes linéaires elliptiques. On va
étudier les solutions faibles et donner un résultat d’existence. On verra que les solutions
faibles ne permettent pas seulement d’adapter le modèle à des données réelles non ré-
gulières mais que l’on peut aussi déduire un algorithme numérique de détermination de
solutions approchées : la méthode des éléments finis.

Pour Ω ouvert borné de Rd, avec ∂Ω régulier, on considère l’équation de Poisson avec
une condition de Dirichlet homogène,

{
−∆u = f sur Ω

u = 0 sur ∂Ω

Supposons f continue, u ∈ C2(Ω) et v ∈ D(Ω). En multipliant l’équation aux dérivées
partielles par v et en intégrant sur Ω on trouve (après i.p.p.)

∀v ∈ D(Ω) :

∫

Ω

∇u.∇v dx =

∫

Ω

fv dx (*)

Sous les hypothèses de régularité, citées ci dessus, (∗) est équivalent à l’équation aux
dérivées partielles −∆u = f .

Or pour pouvoir écrire (∗) il suffit que u, v, f , uxi
et vxi

soient dans L2(Ω). On obtient
ainsi une formulation faible de −∆u = f . Il faudra cependant compléter cette formulation
faible pour intégrer la condition de Dirichlet homogène.

4.1 Espaces de Sobolev

Dans toute cette section Ω sera un ouvert de Rd.

Définition 4.1.1
On appelle espace de Sobolev sur Ω , l’espace fonctionnel

W k,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω)

/
∀α ∈ Nd, |α| ≤ k : Dαu ∈ Lp(Ω)

}
,

où Dαu est la dérivée de u au sens des distributions.
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On note Hk(Ω) = W k,2(Ω), en particulier

H1(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω)

/
∀i ∈ {1, . . . , d} : uxi

∈ L2(Ω)
}
.

Théorème 4.1.1
L’application H1(Ω) ×H1(Ω) −→ R

(u, v) 7−→
∫

Ω

(
uv + ∇u.∇v

)
dx

est un produit scalaire et munit H1(Ω) d’une structure d’espace de Hilbert.

On note ‖u‖H1(Ω) =
(∫

Ω

(u2 + |∇u|2)dx
) 1

2
la norme associée.

Rappelons que D(Ω) est dense dans L2(Ω).
On montre qu’en général D(Ω) n’est pas dense dans H1(Ω)
et on introduit l’adhérence de D(Ω) dans H1(Ω), on note

H1
0 (Ω) = D(Ω)

H1(Ω)
.

Exemples :

1. Pour Ω = Rd on montre que H1
0 (Rd) = H1(Rd) .

2. Soit Ω un ouvert borné de Rd avec ∂Ω régulier. Si u ∈ C1(Ω) et u|∂Ω = 0 alors u ∈
H1

0 (Ω), c’est-à-dire qu’il existe une suite (ϕn) dans D(Ω) tel que lim
n→∞

‖u− ϕn‖H1(Ω) = 0.

On interprète H1
0 (Ω) comme l’espace des fonctions de H1(Ω) qui �s’annulent� sur ∂Ω. On

verra plus loin quel sens précis donner à cette affirmation.

Proposition 4.1.1 (Inégalité de Poincaré)
Soit Ω un ouvert borné de Rd, alors il existe une constante C(Ω) telle que

∀u ∈ H1
0 (Ω) :

∫

Ω

u2 dx ≤ C(Ω)

∫

Ω

|∇u|2 dx .

Remarque : Soit Ω un ouvert borné de Rd et u = αIΩ , pour α ∈ R .
Alors u ∈ H1(Ω) pour tout α mais par l’inégalité de Poincaré on montre que u ∈ H1

0 (Ω)
si et seulement si α = 0 , i.e. u est la fonction constante nulle sur Ω .

On a donc en général H1
0 (Ω)⊂6=H

1(Ω) .

Proposition 4.1.2
Soit Ω un ouvert borné de Rd, alors

‖u‖H1(Ω) =
(∫

Ω

(u2 + |∇u|2)dx
) 1

2
et ‖u‖H1

0 (Ω) =
(∫

Ω

|∇u|2)dx
) 1

2

sont des normes équivalentes sur H1
0 (Ω) .

4.1. ESPACES DE SOBOLEV
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Théorème 4.1.2 (Théorème des traces)
Soit Ω un ouvert borné de Rd avec ∂Ω régulier.
Alors il existe un opérateur linéaire borné T : H1(Ω) → L2(∂Ω) tel que

• ∀u ∈ C
0(Ω) ∩H1(Ω) : Tu = u|∂Ω

• ∀u ∈ H1(Ω) : ‖Tu‖L2(∂Ω) ≤ C ‖u‖H1(Ω)

où C ne dépend que de Ω.

On dit que Tu est la trace de u sur ∂Ω et on note Tu = u|∂Ω.

Sous les hypothèses du théorème des traces on a :

• u ∈ H1
0 (Ω) si et seulement si Tu = 0 sur ∂Ω ;

• pour tout u, v de H1(Ω) :

∫

Ω

uxi
v dx =

∫

∂Ω

uvni dS −
∫

Ω

uvxi
dx .

4.2 Formulation faible d’un problème elliptique li-

néaire

Dans la suite Ω est un ouvert borné de Rd et ∂Ω est régulier.
On considère le problème

{
Lu = f sur Ω

u = 0 sur ∂Ω
(4.1)

où l’opérateur différentiel linéaire L est défini par

Lu = −
∑

1≤i,j≤d

(
aij(x) uxi

)
xj

+

d∑

i=1

bi(x) uxi
+ c(x) u ,

avec aij(x) = aji(x) et en supposant que les aij , bi, c sont dans L∞(Ω) et f ∈ L2(Ω).

On suppose de plus que L est elliptique au sens suivant :

∃ν > 0 , ∀ξ ∈ Rd :
∑

1≤i,j≤d
aij(x) ξiξj ≥ ν|ξ|2 p.p.Ω .

Soit u une solution forte de (4.1) et v ∈ D(Ω), alors

∫

Ω

(Lu)v dx =

∫

Ω

fv dx ,

par intégration par parties on obtient

∫

Ω

( ∑

1≤i,j≤d
aij(x) uxi

vxj
+

d∑

i=1

bi(x) uxi
v + c(x) uv

)
dx =

∫

Ω

fv dx .

Cette dernière relation a un sens même si l’on remplace u et v par des fonctions de H1
0 (Ω) ,

d’où la définition :

CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX ÉLÉMENTS FINIS
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Définition 4.2.1
On dit que u ∈ H1

0 (Ω) est une solution faible de (4.1) si

∀v ∈ H1
0 (Ω) : a(u, v) =

∫

Ω

fv dx ,

où a(., .) est la forme bilinéaire associé à l’opérateur elliptique L et définie pour tout u, v
de H1

0 (Ω) par

a(u, v) =

∫

Ω

( ∑

1≤i,j≤d
aij(x) uxi

vxj
+

d∑

i=1

bi(x) uxi
v + c(x) uv

)
dx . (4.2)

On va présenter maintenant des résultats abstraits d’analyse fonctionnelle qui vont s’ap-
pliquer notre problème.

Théorème 4.2.1 (Théorème de Lax-Milgram)
Dans un espace de Hilbert réel H , dont la norme est noté ‖.‖ , on considère une forme
bilinéaire a(., .) vérifiant

(i) ∃α > 0 , ∀u, v ∈ H : |a(u, v)| ≤ α ‖u‖ ‖v‖
(ii) ∃ν > 0 , ∀u ∈ H : ν ‖u‖2 ≤ a(u, u) .

Alors pour toute forme linéaire continue, l ∈ H ′, il existe un unique u ∈ H vérifiant

∀v ∈ H : a(u, v) = l(v) . (V)

On dit que (V ) est un problème variationnel.

Théorème 4.2.2
Sous les hypothèses du théorème de Lax-Milgram et en supposant que la forme bilinéaire
a(., .) est symétrique on montre que la solution u ∈ H de (V ) est l’unique minimum de la
fonctionnelle

J [v] =
1

2
a(v, v) − l(v) ,

c’est-à-dire J [u] = min
v∈H

J [v] .

Application :

Le produit scalaire sur H1
0 (Ω), a(u, v) =

∫

Ω

∇u.∇v dx , vérifie les conditions (i) et (ii) du

théorème de Lax-Milgram et est symétrique.

De plus l(v) =

∫

Ω

fv dx est une forme linéaire continue sur H1
0 (Ω) .

Il existe donc un unique u ∈ H1
0 (Ω) vérifiant : ∀v ∈ H1

0 (Ω) : a(u, v) = l(v) .

On a montré l’existence et l’unicité d’une solution faible de l’équation de Poisson avec
conditions de Dirichlet homogène,

{
−∆u = f sur Ω

u = 0 sur ∂Ω

4.2. FORMULATION FAIBLE D’UN PROBLÈME ELLIPTIQUE LINÉAIRE
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où f ∈ L2(Ω) est donnée.

De plus cette solution est le minimum de J [v] =

∫

Ω

(1

2
|∇v|2 − fv

)
dx

cf. principe de Dirichlet.

Remarque : Si a(., .) est symétrique on n’a pas besoin du théorème de Lax-Milgram, le
théorème de représentation de Riesz s’applique directement.

Proposition 4.2.1
Soit a(., .) la forme bilinéaire associé à l’opérateur elliptique L et définie par (4.2), on a :

1) ∃α > 0 , ∀u, v ∈ H1
0 (Ω) : |a(u, v)| ≤ α ‖u‖H1

0 (Ω) ‖v‖H1
0 (Ω)

2) ∃β > 0 , ∃γ ≥ 0 , ∀u ∈ H1
0 (Ω) : β ‖u‖2

H1
0 (Ω) ≤ a(u, u) + γ ‖u‖2

L2(Ω) .

Cette proposition montre que pour L on a immédiatement la condition (i) du théorème
de Lax-Milgram, par contre la condition (ii) n’est pas vérifiée en général.
On a le théorème :

Théorème 4.2.3
Il existe γ ≥ 0 tel que pour tout µ ≥ γ et pour tout f ∈ L2(Ω), il existe une solution
faible unique u ∈ H1

0 (Ω) du problème

{
Lu+ µ u = f sur Ω

u = 0 sur ∂Ω .

4.3 Éléments finis rectangulaires

Soit Ω un ouvert borné de R2 tel que Ω est une union finie de polygones.

Soit Th un ensemble fini de polygones K, d’intérieurs non vide et tels que

• Ω =
⋃

K∈Th

K

• Si K1 6= K2 : int(K1) ∩ int(K2) = ∅
et K1 ∩K2 est vide ou réduit à un sommet commun

ou c’est un côté commun à K1 et K2 .

On dit alors que Th est une triangulation de Ω et h = max
K∈Th

diam(K) .

On note Σh l’ensemble des sommets des polygones de Th.
Pour simplifier on suppose que tous les polygones de la triangulation Th sont des rectangles.

On note Q1 = {P (x1, x2) = a + bx1 + cx2 + dx1x2 / a, b, c, d ∈ R } ,

l’ensemble des polynômes sur R2 de degré inférieur à un par rapport à chaque variable.
C’est un espace vectoriel de dimension 4, en particulier la valeur de P ∈ Q1 aux quatre
sommets d’un rectangle K détermine entièrement P sur K .

CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX ÉLÉMENTS FINIS
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Exemples : On prend K = [0, 1]2 . Écrire l’équation des polynômes suivants :

1. soit P1 ∈ Q1 tel que P (0, 0) = P (1, 1) = 1 et P (0, 1) = P (1, 0) = 0 ;

 
x1

x2

(0, 0)

(1, 1)

(0, 1)

(1, 0)

1

2. soit P2 ∈ Q1 tel que P (0, 0) = P (0, 1) = P (1, 0) = 0 et P (1, 1) = 1 ;

 x1

x2

(0, 0)

(1, 1)

(0, 1)

(1, 0)

1

3. soit P3 ∈ Q1 tel que P (0, 0) = P (0, 1) = 0 et P (1, 0) = P (1, 1) = 1.

 

x1

x2

(0, 0)

(1, 1)

(0, 1)

(1, 0)

1

4.3. ÉLÉMENTS FINIS RECTANGULAIRES
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Proposition 4.3.1
L’espace d’approximation

Vh =
{
v ∈ C

0(Ω)
/
v|∂Ω = 0 et pour tout K ∈ Th : v|K ∈ Q1

}
.

est un sous espace vectoriel de H1
0 (Ω), de dimension finie card(Σh ∩ Ω) .

En effet, pour i ∈ {1, 2} la dérivée au sens des distributions de v par rapport à xi est la
fonction vi ∈ L2(Ω) , définie sur Ω par vi =

(
v|K
)
xi

pour tout K ∈ Th.

Soit Σh ∩ Ω = {s1, . . . , sN} , l’ensemble des sommets intérieurs à Ω, on introduit les
fonctions ϕi ∈ Vh telles que ϕi(sj) = δij . On montre que {ϕi}1≤i≤N est une base de Vh.

Pour tout v ∈ Vh : v =
N∑

i=1

v(si)ϕi .

  

0.

0

5

(1,1)

(−1, 1)

(1,−1)

(0, 1)(1, 0)

(0, 0, 1)

ϕ(s) =

{
1 si s = (0, 0)

0 sinon

En utilisant le théorème de Lax-Milgram on obtient la

Proposition 4.3.2
Soit Vh un sous espace vectoriel de dimension finie d’un espace de Hilbert réel H ,
soit a(., .) une forme bilinéaire définie sur H vérifiant les conditions (i) et (ii) du théorème
de Lax-Milgram et soit l ∈ H ′ .

Alors il existe u ∈ H et uh ∈ Vh solutions uniques des problèmes

• ∀v ∈ H : a(u, v) = l(v)

• ∀vh ∈ Vh : a(uh, vh) = l(vh)

et telles que

‖u− uh‖ ≤ α

ν
inf
vh∈Vh

‖u− vh‖ .

Cette proposition s’applique immédiatement au cas où H = H1
0 (Ω) et pour Vh défini dans

la proposition 4.3.1. Dans ce cas on obtient en plus la

Proposition 4.3.3
Soit φ ∈ D(Ω) , on définit la projection, Πhφ, de φ sur Vh par : ∀si ∈ Σh ∩ Ω , Πhφ(si) = φ(si) .
Alors

lim
h→0

‖φ− Πhφ‖H1
0 (Ω) = 0 .

CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX ÉLÉMENTS FINIS
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Application

Pour Ω ouvert borné de Rd, avec ∂Ω régulier on considère de nouveau l’équation de
Poisson {

−∆u = f sur Ω

u = 0 sur ∂Ω

avec f ∈ L2(Ω) donné.

Comme D(Ω) est dense dans H1
0 (Ω) il existe φ ∈ D(Ω) tel que ‖u− φ‖H1

0 (Ω) < ε/2
pour ε > 0 quelconque.

De plus Πhφ ∈ Vh et, pour h suffisamment petit, ‖φ− Πhφ‖H1
0 (Ω) < ε/2.

Donc ‖u− uh‖H1
0 (Ω) ≤ ‖u− Πhφ‖H1

0 (Ω) ≤ ‖u− φ‖H1
0 (Ω) + ‖φ− Πhφ‖H1

0 (Ω) < ε ,

c’est-à-dire
lim
h→0

‖u− uh‖H1
0 (Ω) = 0 .

Calcul de uh :

uh ∈ Vh donc uh =
N∑

i=1

Ui ϕi avec uh(si) = Ui , de plus

∀vh ∈ Vh : a(uh, vh) =

∫

Ω

fvh dx

⇐⇒ ∀j = 1, . . . , N : a(uh, ϕj) =

∫

Ω

fϕj dx = Fj

⇐⇒ ∀j = 1, . . . , N :

N∑

i=1

a(ϕi, ϕj)Ui = Fj

Si on noteA = (Aij)1≤i,j≤N = (a(ϕj , ϕi))1≤i,j≤N , F = (F1 . . . FN )t et U = (U1 . . . UN )t

on est amené à résoudre un système linéaire de taille N :

AU = F .

Note : plus h est petit, plus l’approximation de u est bonne mais le nombre de sommets
augmente et donc aussi la taille du système linéaire.

Algorithme

1) Construction de la triangulation du domaine Ω .

2) Évaluation des ϕi (1 ≤ i ≤ N) .

3) Calcul de Fj (1 ≤ j ≤ N) par des méthodes de quadrature en dimension d = 2 .

4) Calcul de

Aij =
∑

K∈Th

∫

K

(∂ϕi
∂x1

∂ϕj
∂x2

+
∂ϕi
∂x1

∂ϕj
∂x2

)
dx1dx2 .

Or si si et sj ne sont pas sommets d’un même K alors supp(ϕi) ∩ supp(ϕj) = ∅, la
matrice A est creuse.
On peut ordonner les sommets de façon à obtenir une matrice bande.

5) Déterminer U en résolvant AU = F en utilisant des méthodes de résolution numé-
riques (directes ou itératives).

6) Pour augmenter la précision raffiner Th (i.e. diminuer h) et recommencer en 1 .

4.3. ÉLÉMENTS FINIS RECTANGULAIRES



Chapitre 5

Schémas aux différences finies

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier la méthode des différences finies pour résoudre nu-
mériquement des équations aux dérivées partielles d’évolution linéaires d’ordre 1 en t .
Le représentant le plus simple qui nous servira d’exemple type pour illustrer les défini-
tions et techniques proposées, est l’équation hyperbolique d’ordre un en t : l’équation de
transport.

L’inconnue est une fonction u définie pour (x, t) ∈ R × R+. Le domaine de définition de
u est discrétisé par la grille Gh,k = {(xm, tn) / xm = mh,m ∈ Z, tn = nk, n ∈ N}
avec h et k des réels strictement positifs que l’on choisira petits.
On dit que h est le pas de discrétisation spatiale et k le pas de temps .

La fonction u qui est définie pour les variables continues (x, t) , prend la valeur
unm = u(mh, nk) au point (xm, tn) = (mh, nk) de la grille Gh,k.

Pour bien distinguer la solution continue u du résultat du schéma numérique, on va noter
v la solution numérique qui est définie uniquement sur Gh,k : (vnm)m∈Z,n∈N

.

Donc vnm est la solution approchée, au point (xm, tn) , de l’équation aux dérivées partielles.

Pour obtenir un problème discret on remplace les dérivées partielles par des différences
finies, ainsi :

• ∂u

∂x
(xm, tn) ≃ unm+1 − unm

h
, différence finie progressive ;

• ∂u

∂x
(xm, tn) ≃ unm − unm−1

h
, différence finie rétrograde ;

• ∂u

∂x
(xm, tn) ≃ unm+1 − unm−1

2h
, différence finie centrée ;

• ∂2u

∂x2
(xm, tn) ≃ unm+1 − 2unm + unm−1

h2
, différence finie centrée d’ordre deux .

Ces approximations sont obtenus grâce à la formule de Taylor. On fait de même pour
les dérivées partielles par rapport à t :

• ∂u

∂t
(xm, tn) ≃ un+1

m − unm
k

, différence finie progressive en t .
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Exemple :

Considérons l’équation de transport ut + cux = 0 dans R × R∗
+ , avec la condition initiale

u(x, 0) = Φ(x) pour x ∈ R et on suppose que c > 0.
On va discrétiser cette équation aux dérivées partielles en utilisant un schéma progressif
en espace et en temps :

vn+1
m − vnm

k
+ c

vnm+1 − vnm
h

= 0 . (5.1)

En posant λ = k/h on obtient : vn+1
m = (1 + λc)vnm − λcvnm+1 = (1 + λc− λcT−h) v

n
m ,

où Tα est l’opérateur de translation spatiale défini par Tαu(x, t) = u(x− α, t) pour tout
α ∈ R , i.e. T−hv

n
m = vnm+1 . On a par récurrence :

vnm = (1 + λc− λcT−h)
n v0

m

=

n∑

p=0

Cp
n (1 + λc)n−p (−λcT−h)

p Φ(xm)

=
n∑

p=0

Cp
n (1 + λc)n−p (−λc)p Φ(xm + ph) .

Ainsi le domaine de dépendance de v au point (xm, tn) = (ih, nk) est formé par les points
xm, xm +h, xm +2h, . . . , xm +nh . Or, on sait que u(x, t) = Φ(x− ct) et que le domaine
de dépendance de unm = u(xm, tn) est restreint au point xm − cλnh . Le schéma discret ne
tient donc pas compte des propriétés de la solution de l’équation aux dérivées partielles
et la solution discrète vnm est en général différente de unm : le schéma (5.1) ne peut pas
être convergent.

h

k

x

t

xmxm−1 xm+1xm − cλnh

tn

tn−1

tn+1

Supposons de plus que Φ est obtenu de façon expérimentale et que l’on mesure par exemple
Φ̃(xm + ph) = Φ(xm + ph) + (−1)pε , i.e. on commet une erreur de ε sur |Φ| .
Dans ce cas, l’erreur sur vnm est de l’ordre de (1 + 2λc)nε et, pour λ fixé, l’erreur sur vnm
crôıt de façon exponentielle avec le nombre d’itérations n. On dit que le schéma (5.1) est
instable.

On constate sur cet exemple que, bien qu’il semble facile de remplacer les dérivées partielles
par des différences finies, il faut toujours garantir que la solution donnée par un schéma
aux différences finies converge, en un sens à définir, vers une solution de l’équation aux
dérivées partielles.

5.1. INTRODUCTION
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Remarques :

1. Dans notre discussion du schéma discret (5.1) on n’a pas tenu compte d’éventuelles
conditions au bord, pour un schéma discret celles-ci peuvent être de deux types.
Supposons que l’on considère l’équation de transport sur R+ × R∗

+ uniquement.
Pour pouvoir résoudre l’équation aux dérivées partielles on se donne une condition
en x = 0 de la forme u(0, t) = Ψ(t) pour t ≥ 0 , ceci entrâıne pour le schéma discret
que vn0 = Ψ(tn) (n ≥ 0) .
De plus, étant donnée la mémoire limité d’un ordinateur, on est obligé de se res-
treindre à une grille spatiale finie {x0, x1, . . . , xM} . En xM on introduit alors des
contraintes de la forme vn+1

M = vn+1
M−1 ou vn+1

M = vnM−1 , . . .
Ces conditions au bord numériques sont nécessaires pour pouvoir déterminer vn+1

m

pour 0 ≤ m ≤ M . Dans ce qui suit nous n’insisterons pas sur les problèmes posés
par ces contraintes.

2. Les schémas aux différences finies permettent de traiter facilement des problèmes en
une, deux ou trois dimensions spatiales pour des domaines à géométrie simple et avec
des propriétés (p.ex. densité, vitesse, . . .) qui varient lentement dans le domaine de
définition. Dès que la géométrie devient complexe ou que les propriétés changement
rapidement, on préférera la méthode des éléments finis.

En effet, la méthode des éléments finis permet de traiter des géométries complexes
(e.g. bords internes) et la triangulation peut être localement raffinée pour traiter
des variations rapides de la solution. Par contre, il est en général plus compliqué
d’écrire un code pour les éléments finis que pour les schémas aux différences finies.

5.2 Convergence, consistance et stabilité

5.2.1 Définitions

Dans toute la suite L est un opérateur différentiel linéaire qui est d’ordre un en t et on
suppose que le problème

{
Lu(x, t) = f(x, t) dans Ω × R∗

+

u(x, 0) = Φ(x) pour x ∈ Ω ouvert de R
(5.2)

est bien posé (voir page 3).

En remplaçant les dérivées partielles par des différences finies on obtient un opérateur
discret Lh,k . Ainsi l’équation aux dérivées partielles homogène discrétisée s’écrit sous la
forme Lh,kv = 0 . Pour tenir compte du second membre on utilise un opérateur discret
Ih,k que l’on applique à f .

Un schéma aux différences finies général, associé à l’équation aux dérivées partielles (5.2),
s’écrit donc comme suit :

Lh,kv = Ih,kf .

Dans la suite on choisira Ih,k toujours de façon à avoir Ih,kf = fnm , de plus la condition
initiale sera simplement donnée par v0

m = Φ(xm) , pour xm ∈ Ω .

Une première classification des schémas discrets est donné par la définition suivante.

CHAPITRE 5. SCHÉMAS AUX DIFFÉRENCES FINIES
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Définition 5.2.1
• Un schéma aux différences finies est explicite si on peut écrire vn+1

m comme combinaison

linéaire finie des vji pour j ≤ n .
Le schéma est dit implicite si d’autres valeurs de v sont nécessaires (p.ex. vn+1

m±1).
• Un schéma aux différences finies est à un pas de temps s’il utilise les valeurs de v à

deux instants seulement, par exemple en tn et tn+1 .
Le schéma est à pas multiples si la valeur de v à plus de deux instants intervient.

Un schéma à un pas construit (vnm)m , pour tout n ≥ 1 , à partir des conditions initiales
v0
m = Φ(xm) . Pour initialiser un schéma à J pas, les v0

m ne sont pas suffisants, il faut
fournir (vjm)m pour J instants.

Dans la section précédente on a montré qu’il faut s’assurer que la solution discrète obtenue
par un schéma aux différences finies donne une représentation correcte de la solution de
l’équation aux dérivées partielles, d’où la

Définition 5.2.2 (Convergence)
Soit u(x, t) la solution de (5.2) et v une solution du schéma discret Lh,kv = fnm telle que
v0
m converge vers Φ(x) quand xm converge vers x .

On dit que le schéma aux différences finies Lh,k est un schéma convergent si vnm converge
vers u(x, t) quand (xm, tn) converge vers (x, t) pour (h, k) tendant vers (0, 0) .

La convergence exprime que la solution d’un schéma aux différences finies converge vers la
solution de l’équation aux dérivées partielles. Avant de lancer des calculs, il faut s’assurer
que le schéma utilisé est convergent, or ceci est en général difficile à démontrer. On va
proposer dans la suite des critères plus facile à vérifier.

Remarques :

1. La définition ci-dessus et celles qui suivent, ne concernent que les schémas à un
pas de temps. Pour des méthodes à pas multiples il faudra tenir compte de l’étape
d’initialisation.

2. La définition précise de la convergence de vnm vers u , cohérente avec la suite, entrâıne
l’utilisation d’un opérateur d’interpolation : pour n fixé, on associe à (vnm)m ∈ l2(hZ)
un élément de L2(R) . On impose ensuite une convergence dans L2(R) de l’interpolée
vers la solution u .

Définition 5.2.3 (Consistance)
On dit que le schéma Lh,kv = fnm est consistant avec l’équation aux dérivées partielles
Lu = f si pour toute fonction ϕ de classe C∞ on a, en tout point (xm, tn) :

lim
(h,k)→(0,0)

(Lϕ− Lh,kϕ) = 0 .

La consistance entrâıne en particulier qu’une solution régulière de l’équation aux dérivées
partielles est une solution du schéma aux différences finies quand les pas de discrétisa-
tion tendent vers 0 . C’est une condition nécessaire de convergence mais ce n’est pas une
condition suffisante.

En effet, considérons de nouveau le schéma (5.1) et soit ϕ une fonction de classe C∞ .

On a Lϕ = ϕt + cϕx et Lh,kϕ =
ϕn+1
m − ϕnm

k
+ c

ϕnm+1 − ϕnm
h

.

5.2. CONVERGENCE, CONSISTANCE ET STABILITÉ
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Grâce à la formule de Taylor :

ϕnm+1 = ϕ(xm + h, tn) = ϕnm + hϕx(xm, tn) +
h2

2
ϕxx(xm, tn) +O(h3) ,

ϕn+1
m = ϕ(xm, tn + k) = ϕnm + kϕt(xm, tn) +

k2

2
ϕtt(xm, tn) +O(k3) .

On en déduit que

Lh,kϕ(xm, tn) = ϕt(xm, tn)+c ϕx(xm, tn)+
1

2
(kϕtt(xm, tn) + c hϕxx(xm, tn))+O(h2)+O(k2)

et donc

(Lϕ− Lh,kϕ)(xm, tn) = −1

2
(kϕtt(xm, tn) + c hϕxx(xm, tn)) +O(h2) +O(k2) −→

(h,k)→(0,0)
0 .

Le schéma (5.1) est donc consistant bien que non convergent.

On avait constaté que ce schéma est en un certain sens instable. Nous allons donner une
définition précise de stabilité pour une équation aux dérivées partielles homogène d’ordre
un en t dans la

Définition 5.2.4 (Stabilité)
Le schéma aux différences finies Lh,kv = 0 , associé à l’équation aux dérivées partielles

Lu = 0 , est stable s’il existe Λ ⊂ (R∗
+)2 , avec (0, 0) ∈ Λ , tel que pour tout T > 0 il existe

une constante CT tel que

h
+∞∑

m=−∞
|vnm|2 ≤ CTh

+∞∑

m=−∞
|v0
m|2 ,

pour tous 0 ≤ tn ≤ T et (h, k) ∈ Λ .
On dit que Λ est la région de stabilité du schéma.

Un exemple fréquent pour Λ est le segment {(h, λ h) / 0 < h < C} , avec C et λ des
constantes positives ; le cône {(h, k) / 0 < C1h ≤ k ≤ C2h < C3} , avec C1, C2 et C3 des
constantes positives est un autre exemple.

Remarque : En utilisant le principe de Duhamel (voir p. 42) on montre qu’un schéma
Lh,kv = fnm est stable si le schéma homogène Lh,kv = 0 est stable. De plus on peut étendre
la définition au cas d’équations d’ordre 2 en t et au cas de schémas à pas multiples.

La définition de stabilité utilise une norme sur l’espace l2(hZ) (voir section 5.3) :

(vnm)m∈Z
est un élément de l2(hZ) si ‖vn‖l2(hZ) =

(
h

+∞∑

m=−∞
|vnm|2

)1/2

est fini.

Le critère de stabilité s’écrit alors, pour h et k suffisamment petits dans Λ :

(∀T > 0)(∃CT )(∀tn ∈ [0, T ]) : ‖vn‖l2(hZ) ≤ CT ‖v0‖l2(hZ) . (S)

La stabilité garantit qu’à chaque instant tn ∈ [0, T ] , la norme de la solution discrète est
bornée, à un facteur constant près, par la norme des données initiales.

Cette stabilité numérique n’est pas à confondre avec la stabilité du problème bien posé
(5.2). Cette dernière concerne le comportement à l’infini de la solution en fonction des
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conditions initiales, par contre la stabilité numérique d’un schéma concerne le comporte-
ment de v sur l’intervalle [0, T ] quand (h, k) tend vers (0, 0) .

Remarques :

1. Il existe d’autres façons de définir la stabilité numérique, on a choisi la définition
particulière ci-dessus parce qu’elle s’applique à un grand nombre de schémas linéaires
et qu’elle est adaptée à l’analyse de stabilité de von Neumann .

2. Pour des équations aux dérivées partielles et schémas discrets non linéaires on utili-
sera d’autres espaces, e.g. L1 , et d’autres propriétés, e.g. la diminution de la varia-
tion totale ou la monotonie d’un schéma, afin d’éviter des oscillations de v là où la
solution de l’équation aux dérivées partielles varie rapidement, e.g. discontinuités.

L’importance des notions de consistance et stabilité est due au

Théorème 5.2.1 (Équivalence de Lax-Richtmyer)
Un schéma linéaire, consistant avec le problème (5.2) , est convergent si et seulement si il
est stable.

La dernière définition que l’on va introduire permet de distinguer les schémas convergents,
en effet deux schémas convergents n’ont pas nécessairement les mêmes performances pour
l’approximation de la solution continue.

Définition 5.2.5
Un schéma Lh,kv = fnm , consistant avec le problème (5.2) , est d’ordre p en espace et q en
temps si, pour toute fonction ϕ de classe C∞ :

Eh,kϕ = Lh,kϕ− Lϕ = O(hp) +O(kq) .

On dit que le schéma est d’ordre (p, q) et Eh,k est l’erreur de troncature du schéma.

Remarques :

1. L’erreur de troncature permet d’évaluer l’erreur introduite lorsque l’on remplace
l’opérateur continu L par l’opérateur discret Lh,k .

2. La consistance d’un schéma nécessite uniquement que Lh,kϕ− Lϕ = o(1) .

Exemple :

Sans démontrer le théorème de Lax-Richtmyer nous allons illustrer, grâce à un exemple,
comment la stabilité et la consistance interviennent dans la convergence d’un schéma
discret.

Pour c < 0 , considérons l’équation d’advection ut + cux = 0 dans R × R∗
+ ,

avec u(x, 0) = Φ(x) pour x ∈ R . On suppose de plus que Φ′′ est bornée sur R .

On va utiliser le schéma (5.1) : vn+1
m = (1 + λc)vnm − λcvnm+1 , où λ = k/h .

Pour x = mh, posons e(x, tn) = u(x, tn) − vnm , c’est l’erreur commise par le schéma au
point (x, tn) .

Alors Lh,ke = Lh,ku = Eh,ku , car v est solution de Lh,kv = 0 et u est solution de Lu = 0 ,
d’où

e(x, tn+1) = (1 + λc) e(x, tn) − λc e(x+ h, tn) + k Eh,ku(x, tn)

et
sup
x

|e(x, tn+1)| ≤ (|1 + λc| + |λc|) sup
x

|e(x, tn)| + k sup
x

|Eh,ku(x, tn)| .
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On a ainsi majoré l’erreur à l’instant tn+1 grâce à l’erreur à l’instant tn et de l’erreur de
troncature en tn ; par récurrence

sup
x

|e(x, tn)| ≤ (|1+λc|+|λc|)n sup
x

|e(x, 0)|+k
n∑

p=1

(|1+λc|+|λc|)p−1 sup
x

|Eh,ku(x, tn−p)| .

Or comme l’on verra plus loin, l’analyse de von Neumann permet de montrer que le
schéma est stable si et seulement si λ est tel que −1 ≤ λc ≤ 0 , i.e. |1 + λc| + |λc| = 1 .
Comme de plus e(x, 0) = 0 pour tout x , on a

sup
x

|e(x, tn)| ≤ k
n−1∑

i=0

sup
x

|Eh,ku(x, ti)| .

On doit maintenant évaluer l’erreur de troncature. Or le schéma (5.1) est consistant et
d’ordre (1, 1) , de plus Eh,ku(x, tn) = Lh,ku(x, tn) = (Lh,ku−Lu)(x, tn) = O(k) car k = λh .
On obtient ainsi une estimation de l’erreur de troncature qui dépend de uxx , utt et k ,
pour obtenir une estimation globale et montrer la convergence du schéma on va utiliser
l’hypothèse sur Φ. On a

|Eh,ku(x, ti)| = |Lh,kΦ(x− cti)| =

∣∣∣∣
h

2
cΦ′′(ζ1) +

k

2
c2 Φ′′(ζ2)

∣∣∣∣ ≤ k C sup
ζ

|Φ′′(ζ)|

et finalement, pour tout n ≤ T/k :

‖e(., tn)‖∞ = sup
x

|e(x, tn)| ≤ k n k C(λ,Φ′′,c) ≤ T C(λ,Φ′′,c) k = C(λ,Φ′′,c,T ) k .

L’erreur commise en chaque point de la grille est d’ordre k et le schéma est convergent.

Remarque : Dans cet exemple nous avons montré une convergence en chaque point de
la grille en utilisant la norme ‖.‖∞ sur hZ et des hypothèses fortes sur u(x, 0) .
Nous allons appliquer l’équivalence de Lax-Richtmyer uniquement dans le cadre L2 , en
effet on a alors, grâce à la méthode de von Neumann, une méthode générale pour l’étude
de la stabilité pour des schémas numériques associés à des équations aux dérivées par-
tielles d’évolution linéaires à coefficients constants.
On montre par ailleurs que la régularité des données initiales a une influence sur la pré-
cision de la solution numérique.

5.2.2 Condition de Courant-Friedrichs-Lewy

Nous allons étudier différents schémas discrets pour le problème de transport avec la
vitesse c ∈ R∗ :

{
ut + c ux = 0 dans R × R∗

+

u(x, 0) = Φ(x) pour x ∈ R
(5.4)

• Le schéma progressif en temps et en espace (5.1) est de la forme : vn+1
m = αvnm + βvnm+1

et on a

‖vn+1
. ‖2

l2(hZ) = h
∑

m∈Z

|vn+1
m |2 = h

∑

m∈Z

|αvnm + βvnm+1|2 ≤ (|α| + |β|)2 ‖vn. ‖2
l2(hZ) .
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Une condition nécessaire de stabilité de ces schémas est donc |α| + |β| ≤ 1 .

En particulier pour le schéma (5.1) on a |1+cλ|+ |cλ| ≤ 1 , ce schéma est donc stable pour
−1 ≤ cλ ≤ 0 . On va montrer plus loin que ceci est une condition suffisante de stabilité.

• Le schéma de Lax-Friedrichs est centré en espace et progressif en temps mais utilise
une moyenne centrée pour approximer vnm :

vn+1
m − 1

2
(vnm+1 + vnm−1)

k
+ c

vnm+1 − vnm−1

2h
= 0 . (5.5)

C’est un schéma consistant et qui est de la forme vn+1
m = αvnm+1 + βvnm−1 .

On montre que ces schémas sont stables si |α| + |β| ≤ 1 , en particulier le schéma de
Lax-Friedrichs (5.5) est stable si |cλ| ≤ 1 .

Les résultats précédents se généralisent et on a le

Théorème 5.2.2
Soit vn+1

m = αvnm−1 + βvnm + γvnm+1 un schéma explicite pour l’équation aux dérivées
partielles (5.4) . Alors, si le rapport k/h = λ est constant, une condition nécessaire de
stabilité du schéma est la condition de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) :

|cλ| ≤ 1 .

Théorème 5.2.3
Il n’existe pas de schéma explicite, consistant et inconditionnellement stable pour l’équa-
tion aux dérivées partielles (5.4) .

Remarque :

1. Les théorèmes précédents s’appliquent de façon plus générale aux systèmes d’équa-
tions aux dérivées partielles hyperboliques, définis à la page 45 .

2. La vitesse d’advection c détermine la pente des droites caractéristiques de (5.4), la
condition (CFL) assure que le domaine de dépendance discret contient le domaine
de dépendance de l’équation aux dérivées partielles, voir la figure page 68.

Exemple : Pour montrer que le dernier théorème ne s’applique pas aux schémas implicites
considérons le schéma suivant, progressif en temps et rétrograde en espace, à l’instant tn+1 :

vn+1
m − vnm

k
+ c

vn+1
m − vn+1

m−1

h
= 0 .

En écrivant ce schéma sous la forme : (1 + cλ)vn+1
m = vnm + cλvn+1

m−1

on montre que si c > 0 , on a pour tout λ ∈ R+ :

‖vn+1
. ‖2

l2(hZ) ≤ ‖vn. ‖2
l2(hZ) .

Le schéma est inconditionnellement stable pour c > 0 .

5.3 Analyse de stabilité de von Neumann

L’analyse de stabilité de von Neumann utilise l’analyse de Fourier pour étudier le com-
portement d’un schéma discret. Avant de montrer des applications à l’étude de schémas
discrets, nous allons motiver l’utilisation de l’analyse de Fourier grâce à une analogie et
nous allons rappeler quelques résultats sur l2(hZ) .
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Motivations :

Si on considère que vn. est un signal numérique discret monodimensionnel on peut inter-
préter vn+1

. comme la sortie d’un système discret S : vn+1
. = S[vn. ] .

Pour étudier le système S on introduit la transformée de Fourier des signaux discrets vn

et vn+1 .
Ceci est particulièrement intéressant quand S est un système linéaire et invariant, un
filtre, dans ce cas la sortie de S est obtenue grâce à la convolution de l’entrée du système
avec la réponse impulsionnelle s de S : S[e] = s ⋆ e . Un filtre peut aussi être représenté
par une équation aux différences finies, récursive ou non.
Dans le domaine fréquentiel la convolution devient une multiplication de la transformée
de Fourier du signal en entrée avec la réponse fréquentielle ŝ de S . Le signal sinusöıdal
discret eω = (eiωm)m∈Z est un vecteur propre de S : S[eω] =

√
2π ŝ(ω) eω .

L’espace l2(hZ) :

Nous rappelons ici brièvement quelques éléments de la structure de l’espace de Hilbert

l2(hZ) . Les définitions et résultats présentés s’obtiennent à partir de l’étude des séries
de Fourier des fonctions de L2([−π,+π]) : grâce à un changement de variable, on tient
compte du pas de discrétisation spatiale h > 0 .

Ainsi pour v ∈ l2(hZ) on définit la norme : ‖v‖l2(hZ) =

(
h

+∞∑

m=−∞
|vm|2

)1/2

et le produit scalaire sous-jacent, pour tout v, w ∈ l2(hZ) :

(v, w)l2(hZ) = h
+∞∑

m=−∞
vmwm .

Soit v ∈ l2(hZ) , on définit sa transformée de Fourier, pour ξ ∈ [−π/h,+π/h] , par :

v̂(ξ) =
1√
2π

+∞∑

m=−∞
hvme

−imhξ .

La fonction v̂ est 2π/h−périodique, c’est un élément de L2([−π/h,+π/h]) et l’identité
ci-dessus est à prendre au sens de la convergence en moyenne quadratique.

La formule de reconstruction s’écrit pour tout m ∈ Z :

vm =
1√
2π

∫ + π
h

−π
h

v̂(ξ)e+imhξ dξ ,

et on a l’identité de Parseval :

‖v̂‖2
L2([−π/h,π/h]) =

∫ + π
h

−π
h

|v̂(ξ)|2 dξ =
+∞∑

m=−∞
h|vm|2 = ‖v‖2

l2(hZ) .

Pour v ∈ l2(hZ) on a : T̂±hv(ξ) = e∓ihξ v̂(ξ) , où T±hv
n
m = vnm∓1 ;

une variation spatiale (translation) de v se traduit par un déphasage de v̂ .
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Grâce à la formule de Parseval on obtient une forme équivalente pour le critère de
stabilité (S) :

(∀T > 0)(∃CT )(∀tn ∈ [0, T ]) : ‖v̂n. ‖L2([−π/h,π/h]) ≤ CT ‖v̂0
. ‖L2([−π/h,π/h])) . (S’)

Méthode de von Neumann :

Considérons un schéma discret à un pas Lh,kv = 0 , linéaire et à coefficients constants. En
appliquant la transformée de Fourier et en réarrangeant les termes on obtient la relation :

v̂n+1(ξ) = g(ξ, h, k) v̂n(ξ) .

Le facteur g(ξ, h, k) est appelé facteur d’amplification : le module de g , |g| , est l’amplifi-
cation et la phase de g , arg(g) , est le déphasage que subit chaque fréquence de la solution
discrète quand on avance d’un pas de temps k . Par itération on a :

v̂n(ξ) = g(ξ, h, k)n v̂0(ξ) .

Remarques :

1. Pour déterminer le facteur d’amplification en pratique, on remplace dans le schéma
discret les termes vnm par gn eimhξ , i.e. on cherche des solutions de la forme gn eimhξ .

2. Si u vérifie (5.4) et, pour tout t ∈ R+ , u(., t) ∈ L2(R) , on a, en appliquant la
transformée de Fourier par rapport à x (voir aussi la section 2.3.2) :

ût(ω, t) = −c iω û(ω, t) , donc û(ω, t) = û(ω, 0) e−ictω = Φ̂(ω) e−ictω et

û(ω, t+ k) = e−ickω û(ω, t) .

Le facteur d’amplification, g = |g| ei arg(g) , du schéma, doit approximer e−ickω :
Si |g| 6= 1 on a une erreur d’amplitude dans la solution discrète, en particulier si
|g(ξ, h, k)| < 1 , on atténue la fréquence ξ et on parle de dissipation, resp. viscosité,
numérique ; la différence de phase, arg(g) − ckξ , introduit une erreur de phase,
appelée dispersion numérique .

Exemples :

1. Considérons l’équation de transport ut + c ux = 0 , pour c > 0 , discrétisée grâce au
schéma progressif en temps et en espace (5.1) .

On a g(ξ, h, k) = 1 + cλ− cλ eihξ qui, pour λ fixé, ne dépend que de hξ , et

|g(hξ)|2 = g(hξ) g(hξ) = 1 + 4cλ(1 + cλ) sin2(hξ/2) .

Or |v̂n(ξ)| = |g(hξ)|n |v̂0(ξ)| ,

et |g(hξ)| = 1 seulement si hξ = 0 ; sinon |g(hξ)| > 1 , on va en déduire que le
schéma est instable.

Soit (h0, k0) ∈ (R∗
+)2 , et K ∈ R∗

+ :
alors il existe (h, k) ∈]0, h0]×]0, k0] et (ξ1, ξ2) ∈]0, π/h[2 avec

|g(hξ)| ≥ 1 +Kk , pour tout ξ ∈ [ξ1, ξ2] .
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On construit v0 tel que v̂0(ξ) =

{
(ξ2 − ξ1)

−1/2 si ξ ∈ [ξ1, ξ2]

0 si ξ 6∈ [ξ1, ξ2]
et ‖v0‖l2(hZ) = 1 .

Ainsi ‖vn‖2
l2(hZ) = ‖v̂n‖2

L2([−π/h,π/h])

=

∫ + π
h

−π
h

|g(hξ)|2n |v̂0(ξ)|2 dξ

=

∫ ξ2

ξ1

|g(hξ)|2n 1

ξ2 − ξ1
dξ

≥ (1 +Kk)2n ≥ 1

2
e2KT ‖v0‖2

l2(hZ) ,

pour n ≃ T/k et k0 suffisamment petit.

Comme K peut être pris aussi grand que l’on veut, le critère de stabilité (S) n’est
pas vérifié et le schéma (5.1) est instable, donc divergent, pour c > 0 .

2. Considérons l’équation aux dérivées partielles ut + c ux − u = 0 .
Ce problème d’advection-réaction est discrétisé grâce à (5.5) :

vn+1
m − 1

2
(vnm+1 + vnm−1)

k
+ c

vnm+1 − vnm−1

2h
− vnm = 0 .

Le facteur d’amplification est g(ξ, h, k) = cos(hξ) + i cλ sin(hξ) + k ,

et |g|2 = (cos(hξ) + k)2 + c2λ2 sin2(hξ) .

On montre que |g(ξ, h, k)| ≤ 1 + k pour |c|λ ≤ 1 , or pour n ≤ T/k :

‖vn‖2
l2(hZ) = ‖v̂n‖2

L2([−π/h,π/h])

= |g(ξ, h, k)|2n ‖v̂0‖2
L2([−π/h,π/h])

≤ (1 + k)2n ‖v0‖2
l2(hZ)

≤ (1 + k)2T/k‖v0‖2
l2(hZ) ≤ e2T‖v0‖2

l2(hZ) .

D’après le critère (S) on a la stabilité du schéma.

La solution de l’équation aux dérivées partielles s’écrit u(x, t) = Φ(x− ct) et ,
ainsi même si la condition initiale Φ est bornée sur R , la solution u n’est pas
bornée sur R × R+ . En appliquant la transformée de Fourier en espace, on a
û(ω, t) = Φ̂(ω) eictωet et donc û(ω, t+ k) = û(ω, t) eickωek .
Afin de pouvoir suivre l’évolution de la solution u(x, t) au cours du temps, il faut
que |g| soit plus grand que 1.
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De façon générale on a le

Théorème 5.3.1
Un schéma à un pas Lh,kv = 0, linéaire et à coefficients constants, est stable si et seulement

si il existe une constante K ∈ R+ et Λ ⊂ (R∗
+)2 , avec (0, 0) ∈ Λ , tel que

|g(ξ, h, k)| ≤ 1 +Kk ,

pour tout (h, k) ∈ Λ .
Si le facteur d’amplification ne dépend que de hξ la condition nécessaire et suffisante de
stabilité s’écrit :

|g(hξ)| ≤ 1 .

Exemple de Strikwerda :

On considère l’équation aux dérivées partielles ut + c uxxx = f ,

où l’on discrétise ut comme dans le schéma de Lax-Friedrichs (5.5) et uxxx grâce aux
différences centrées, pour obtenir :

vn+1
m − 1

2
(vnm+1 + vnm−1)

k
+ c

vnm+2 − 2vnm+1 + 2vnm−1 − vnm−2

2h3
= fnm .

Soit ϕ une fonction régulière, alors Lϕ = ϕt + c ϕxxx et

Lh,kϕ =
ϕn+1
m − 1

2
(ϕnm+1 + ϕnm−1)

k
+ c

ϕnm+2 − 2ϕnm+1 + 2ϕnm−1 − ϕnm−2

2h3
.

En utilisant la formule de Taylor en (xm, tn) :

ϕn+1
m = ϕnm + k ϕt +

k2

2
ϕtt +O(k3) ,

ϕnm±1 = ϕnm ± hϕx +
h2

2
ϕxx ±

h3

6
ϕxxx +

h4

4!
ϕxxxx +O(h5) ,

ϕnm±2 = ϕnm ± 2hϕx + 2h2 ϕxx ±
4h3

3
ϕxxx +

2h4

3
ϕxxxx +O(h5) .

Donc

Lh,kϕ = ϕt +
k

2
ϕtt −

h2

k
ϕxx +O(k2 + h4/k) + cϕxxx +O(h2)

et

Lh,kϕ− Lϕ =
k

2
ϕtt −

h2

k
ϕxx +O(k2 + h4/k + h2) .

Le schéma est donc consistant seulement si h2/k tend vers 0 quand h, k −→ 0 .
Supposons que k = H(h) , avec H régulière et H(0) = 0 , dans ce cas Lh,kϕ− Lϕ = O(h)
et on dit que le schéma est d’ordre 1 .

Pour étudier la stabilité on écrit le schéma sous la forme :

vn+1
m =

1

2
(vnm+1 + vnm−1) −

ck

2h3
(vnm+2 − 2vnm+1 + 2vnm−1 − vnm−2) ,

on obtient le facteur d’amplification

g(ξ, h, k) = cos(hξ) + i 4ckh−3 sin(hξ) sin2(hξ/2) .

On a |g(ξ, h, k)|2 = cos2(hξ) + 16c2k2h−6 sin2(hξ) sin4(hξ/2) ,

une condition nécessaire de stabilité est alors que la quantité h−3k reste borné.

Or ceci est incompatible avec la contrainte de consistance sur h2k−1. Le schéma ne peut
donc pas être consistant et stable en même temps.
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Schémas pour l’équation de transport.

Pour terminer on présente quelques schémas classiques pour la résolution du problème
homogène (5.4) pour c ∈ R∗ :

• Schéma centré en espace :

Ce schéma s’écrit
vn+1
m − vnm

k
+ c

vnm+1 − vnm−1

2h
= 0 ;

il est consistant et d’ordre (2, 1) . En écrivant

vn+1
m = vnm − cλ

2
(vnm+1 − vnm−1) ,

où λ = k/h , on montre que le facteur d’amplification g(hξ) = 1 − i cλ sin(hξ)
et |g|2 = 1 + c2λ2 sin2(hξ) ≥ 1 : on a un schéma instable.

• Schéma �upwind� :

On a vu que pour c > 0 il faut utiliser une différence finie rétrograde pour garantir la
stabilité et pour c < 0 il faut utiliser une différence finie progressive. En intégrant le test
sur le signe de c , on obtient un schéma qui utilise vnm−1 ou vnm+1 , suivant la direction
d’advection, d’où le nom du schéma. On a

vn+1
m − vnm

k
+

(
c− |c|

2

)
vnm+1 − vnm

h
+

(
c+ |c|

2

)
vnm − vnm−1

h
= 0 ;

ce qui s’écrit encore

vn+1
m − vnm

k
+ c

vnm+1 − vnm−1

2h
− |c|h

2

vnm+1 − 2vnm + vnm−1

h2
= 0 .

On obtient donc un schéma explicite centré en espace avec un terme correcteur provenant
d’une discrétisation de (|c|h/2) uxx .

Le schéma est consistant, d’ordre (1, 1) et g(hξ) = 1 − 2|c|λ sin2(hξ/2) − i cλ sin(hξ) .

On a |g(hξ)|2 = 1 − 4|c|λ(1 − |c|λ) sin2(hξ) ≤ 1 si et seulement si |c|λ ≤ 1 .

On constate que le terme de dissipation ou viscosité numérique (|c|h/2) uxx a rendu stable
le schéma centré en espace, par contre on a perdu dans l’ordre du schéma.

• Schéma de Lax-Friedrichs :

Ce schéma se présente sous la forme suivante

vn+1
m − 1

2
(vnm+1 + vnm−1)

k
+ c

vnm+1 − vnm−1

2h
= 0 .

Pour ϕ régulière on montre que

Lh,kϕ− Lϕ =
k

2
ϕtt −

h2

2k
ϕxx +O(k2 + h4/k) +

ch2

6
ϕxxx +O(h4) .

Le schéma est consistant si h2/k −→ 0 pour h, k → 0 .
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Si k = λ h , avec λ ∈ R∗
+ fixé, on a un schéma consistant d’ordre 1.

Le facteur d’amplification est g(hξ) = cos(hξ) + i cλ sin(hξ) et

|g|2 = cos2(hξ) + c2λ2 sin2(hξ) ≤ 1 si et seulement si |c|λ ≤ 1 .

On peut écrire ce schéma sous la forme

vn+1
m − vnm

k
+ c

vnm+1 − vnm−1

2h
− 1

2

vnm+1 − 2vnm + vnm−1

k
= 0

et on constate que le schéma de Lax-Friedrichs correspond à la discrétisation par diffé-
rences finies centrées de l’équation aux dérivées partielles

ut + c ux −
h2

2k
uxx = 0 .

On observe encore le phénomène de viscosité numérique qui rend le schéma stable.

• Schéma de Lax-Wendroff :

Ce schéma est basé sur l’utilisation du développement de Taylor et de l’équation aux
dérivées partielles à discrétiser. Si u est une solution régulière de l’équation aux dérivées
partielles on a :

un+1
m = unm + k

∂u

∂t
+
k2

2

∂2u

∂t2
+O(k2) ,

or ut = −cux et utt = ( − cux)t = −cuxt = c2 uxx , d’où

un+1
m = unm − ck

∂u

∂x
+ c2

k2

2

∂2u

∂x2
+O(k2) .

En utilisant une discrétisation spatiale centrée pour approximer ux et uxx , on obtient le
schéma discret :

vn+1
m = vnm − ck

vnm+1 − vnm−1

2h
+ c2

k2

2

vnm+1 − 2vnm + vnm−1

h2
.

Ce schéma est consistent et d’ordre (2, 1) car

Lh,kϕ− Lϕ =
k

2
ϕtt −

c2k

2
ϕxx +

c2kh2

4!
ϕxxxx +O(h3 + k2) .

En posant λ = k/h :

vn+1
m = vnm − cλ

2
(vnm+1 − vnm−1) +

c2λ2

2
(vnm+1 − 2vnm + vnm−1) ,

on montre que le facteur d’amplification est g(hξ) = 1 − 2c2λ2 sin2(hξ/2) − i cλ sin(hξ)
et |g|2 = 1 − 4c2λ2(1 − c2λ2) sin4(hξ/2) .

Ce schéma est donc stable pour la condition (CFL) : |cλ| ≤ 1 .
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Georges KOEPFLER - M1 2009-2010 81

• Schéma �leapfrog� (saute-mouton) :

Comme son nom l’indique, ce schéma est centré en espace et en temps :

vn+1
m − vn−1

m

2k
+ c

vnm+1 − vnm−1

2h
= 0

ou
vn+1
m = vn−1

m − cλ (vnm+1 − vnm−1) .

Ce schéma est à deux pas, il faut donc donner les conditions initiales en v0
m et v1

m. En
pratique on utilise un schéma à un pas pour initialiser un schéma à pas multiples.

Comme Lh,kϕ− Lϕ =
k2

6
ϕttt −

ch2

6
ϕxxx +O(h2 + k2) ,

le schéma est consistant et d’ordre (2, 2) .

L’analyse de von Neumann ne s’applique pas directement à ce schéma. En appliquant la
transformé de Fourier spatiale on a

v̂n+1(ξ) + i2cλ sin(hξ) v̂n(ξ) − v̂n−1(ξ) = 0 . (5.7)

Cette récurrence d’ordre deux s’exprime grâce à un système en introduisant une variable
supplémentaire :

(
v̂n+1(ξ)
v̂n(ξ)

)
=

(
−i2cλ sin(hξ) 1

1 0

) (
v̂n(ξ)

v̂n−1(ξ)

)

Si on pose V̂ n =

(
v̂n

v̂n−1

)
on a V̂ n+1 = G(hξ) V̂ n , où G est la matrice d’amplification .

Par récurrence V̂ n+1 = G(hξ)n V̂ 1

et la condition de stabilité est donc de la forme ‖Gn‖ ≤ CT .

Si le rayon spectral ρ(G) = max{|gi| / gi valeur propre de G} est strictement plus petit
que 1, alors on sait que Gn tend vers 0 et ‖Gn‖ est bornée.

Mais si l’on veut généraliser le cas scalaire, on sait qu’il faut permettre |gi| ≤ 1 +Kk . Or
pour les systèmes ceci est une condition nécessaire de stabilité mais non suffisante, comme
on le verra dans ce qui suit.

Nous allons étudier les valeurs propres de G . Remarquons d’abord que G est la matrice
compagne de la relation de récurrence (5.7), son polynôme caractéristique correspond à
l’équation en g, obtenue en remplaçant vnm par gn eimhξ dans le schéma discret :

g2 + i2cλ sin(hξ) g − 1 = 0 .

On a les racines g±(hξ) = −icλ sin(hξ) ±
√

1 − c2λ2 sin2(hξ) .

Cas cλ < 1 : on a deux racines complexes conjuguées g+ et g− avec |g±| = 1 .
La matrice d’amplification G(hξ) est diagonalisable et la solution de (5.7) est

v̂n(ξ) = α(hξ) g+(hξ)n + β(hξ) g−(hξ)n ,

où α et β dépendent des données initiales v̂0 et v̂1 . On montre que

v̂n =
−g−v̂0 + v̂1

g+ − g−
g+ +

g+v̂0 − v̂1

g+ − g−
g− =

g+g
n
− − gn+g−
g+ − g−

v̂0 +
gn+ − gn−
g+ − g−

v̂1 .
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On en déduit que

|v̂n|2 ≤ 2

1 − c2λ2

(
|v̂0|2 + |v̂1|2

)

et, en utilisant l’identité de Parseval, on obtient finalement

‖vn‖l2(hZ) ≤
√

2

1 − c2λ2

(
‖v0‖l2(hZ) + ‖v1‖l2(hZ)

)
.

Le schéma est donc stable : à tout instant tn ∈ [0, T ] , la norme de vn est bornée par celle
des conditions initiales.

Cas |cλ| > 1 : si hξ = −π/2 on a deux racines distinctes g±(−π/2) .

Or |g+(−π/2)|2 = 1 + 2c2λ2 > 1 : la matrice G(−π/2) est diagonalisable mais Gn(−π/2)
n’est pas borné et le schéma n’est pas stable.

Cas |cλ| = 1 : on a des racines doubles pour hξ = ±π/2 et la solution de (5.7) s’écrit

v̂n(ξ) = α(hξ) g+(hξ)n + β(hξ)ng+(hξ)n−1 ,

où α et β dépendent de v̂0 et v̂1 . On a

v̂n(ξ) = g+(hξ)n(1 − n) v̂0(ξ) + ng+(hξ)n−1 v̂1(ξ) .

Or, pour hξ = ±π/2 , on trouve g+(hξ) = ±i et, si l’on suppose que v̂1(ξ) = g0(hξ) v̂0(ξ) ,
on a

v̂n = (±i)n−1 (ng0 ± i(1 − n)) v̂0 .

Pour ξ = ± π
2h

on a donc |v̂n(ξ)| ∼ nC±|v̂0(ξ)| pour n grand, on peut donc construire des
solutions pour lesquelles ‖vn‖l2(hZ) crôıt de façon linéaire avec n .

Dans ce cas la matrice d’amplification G(±π/2) a une valeur propre double de module 1
et elle peut se mettre sous forme de Jordan mais le schéma est instable d’après la théorie.
On peut remarquer que cette instabilité est très faible et rarement nuisible en pratique.

Finalement, le schéma leapfrog est stable si et seulement si |cλ| < 1 .

Note : On remarque que les valeurs de vn+1
m et vn+1

m+1 sont indépendantes, on pourra voir
apparâıtre deux solutions indépendantes (en échiquier), ceci peut poser des problèmes en
pratique même si |cλ| < 1 (en particulier pour des problèmes non linéaires).

5.3. ANALYSE DE STABILITÉ DE VON NEUMANN
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5.4 Équations paraboliques

Les définitions de convergence, consistance, stabilité et d’ordre d’un schéma s’appliquent
aussi aux équations paraboliques. Notre équation type sera

ut = d uxx , avec d ∈ R∗
+ .

• Schéma explicite centré en espace :

On a
vn+1
m − vnm

k
− d

vnm−1 − 2vnm + vnm+1

h2
= 0 ,

et Lh,kϕ− Lϕ =
k

2
ϕtt +O(k2) − dh2

12
ϕxxxx +O(h4) ,

le schéma est consistant et d’ordre (2, 1) . En posant µ = k/h2 :

vn+1
m = dµ (vnm−1 + vnm+1) + (1 − 2dµ) vnm

et le facteur d’amplification g(hξ) = 1 − 4dµ sin2(hξ/2) . Donc |g| ≤ 1 si et seulement si
0 ≤ 4dµ sin2(hξ/2) ≤ 2 pour tout ξ . La condition de stabilité est donc

dµ ≤ 1

2
.

On constate que la condition de stabilité entrâıne que k/h −→ 0 quand h, k → 0 . Ceci
exprime le fait que la solution discrète v doit avoir un domaine de dépendance proche de
celui de la solution u de l’équation aux dérivées partielles qui est ici l’axe {t = 0} .

L’équation de la chaleur modélisant une diffusion il est intéressant d’avoir un schéma
dissipatif, i.e. |g| < 1 on choisira donc µ < 1/(2d) .

Notons finalement que pour µ ∈]0, 1
2d

[ fixé et k = µh2 le schéma est d’ordre 2.

• Schéma implicite centré en espace :

En écrivant un schéma rétrograde en temps et centré en espace on a :

vn+1
m − vnm

k
− d

vn+1
m−1 − 2vn+1

m + vn+1
m+1

h2
= 0 ,

ou,

(1 + 2dµ) vn+1
m − dµ (vn+1

m−1 + vn+1
m+1) = vnm .

À chaque étape il faut résoudre un système tridiagonal pour obtenir vn+1 à partir de vn .

Ce schéma est consistant, d’ordre (2, 1) et inconditionnellement stable car

g(hξ) =
1

1 + 4dµ sin2(hξ/2)
.
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• Schéma de Crank-Nicolson

Ce schéma est basée sur les deux précédents, on évalue le terme de diffusion en faisant la
moyenne de l’écriture explicite et implicite :

vn+1
m − vnm

k
− d

2

(
vnm−1 − 2vnm + vnm+1

h2
+
vn+1
m−1 − 2vn+1

m + vn+1
m+1

h2

)
= 0 .

Ce schéma implicite est consistant, d’ordre (2, 2) et on a

dµvn+1
m−1 − 2(1 + dµ)vn+1

m + dµvn+1
m+1 = −dµvnm−1 − 2(1 − dµ)vnm − dµvnm+1 .

Le facteur d’amplification est g(hξ) =
1 − 2dµ sin2(hξ/2)

1 + 2dµ sin2(hξ/2)
= 1 − 4dµ sin2(hξ/2)

1 + 2dµ sin2(hξ/2)
,

donc |g| ≤ 1 et le schéma est inconditionnellement stable.

• Schéma de Du Fort-Frankel

Le schéma leapfrog est instable pour tout µ , or une modification de la discrétisation
spatiale donne le schéma stable suivant

vn+1
m − vn+1

m

2k
− d

vnm−1 − (vn+1
m + vn−1

m ) + vnm+1

h2
= 0 ,

avec Lh,kϕ− Lϕ = −dk2h−2 ϕtt +O(h2) +O(k2) .

Ce schéma est donc consistant seulement si k/h −→ 0 quand h, k → 0 . En notant
µ = k/h2 on a

(1 + 2dµ) vn+1
m = 2dµ (vnm+1 + vnm−1) + (1 − 2dµ) vn−1

m .

L’étude de la stabilité nous amène à considérer le polynôme caractéristique de la matrice
d’amplification G :

(1 + 2dµ) g2 − 4dµ cos(hξ) g − (1 − 2dµ) = 0 .

Dont les racines s’écrivent : g±(hξ) =
2dµ cos(hξ) ±

√
1 − 4d2µ2 sin2(hξ)

1 + 2dµ
.

Si 4d2µ2 sin2(hξ) < 1 , on a deux racines réelles distinctes et

|g±(hξ)| ≤ 2dµ| cos(hξ)| +
√

1 − 4d2µ2 sin2(hξ)

1 + 2dµ
< 1 .

Si 4d2µ2 sin2(hξ) > 1 , on a deux racines complexes conjuguées et

|g±(hξ)|2 =
1

(1 + 2dµ)2

(
(2dµ cos(hξ))2 + 4d2µ2 sin2(hξ) − 1

)
=

4d2µ2 − 1

(1 + 2dµ)2
< 1 .

Si 4d2µ2 sin2(hξ) = 1 , on a une racine réelle double et |g+(hξ)| =
2dµ| cos(hξ)|

1 + 2dµ
< 1 .

Dans tous les cas le rayon spectral est strictement plus petit que 1 etG(hξ)n tend vers zéro.
On a donc un schéma explicite qui est inconditionnellement stable mais conditionnellement
consistant.
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5.5 Applications

5.5.1 Équation d’advection-diffusion-réaction

On s’intéresse à la résolution numérique de l’équation aux dérivées partielles suivante :

∂u

∂t
(x, t) + c

∂u

∂x
(x, t) = d

∂2u

∂x2
(x, t) + r u(x, t) , pour (x, t) ∈ R × R∗

+ (5.8)

où c ∈ R∗ , r ∈ R , d ∈ R∗
+ et u(x, 0) = Φ(x) .

On va utiliser un schéma progressif en temps et centré en espace :

vn+1
m − vnm

k
+ c

vnm+1 − vnm−1

2h
= d

vnm−1 − 2vnm + vnm+1

h2
+ r vnm (5.9)

Ce schéma est consistant et d’ordre (2, 1) , la condition de stabilité est dµ ≤ 1
2
.

Pour µ ∈]0, 1
2d

[ fixé et k = µh2 on a un schéma d’ordre 2.

En notant α =
ch

2d
, le schéma (5.9) s’écrit aussi

vn+1
m = (1 − 2dµ+ rk)vnm + dµ(1 − α)vnm+1 + dµ(1 + α)vnm−1 .

Pour µ ∈]0, 1
2d

[ fixé, α ≤ 1 et 1 − 2dµ+ rµh2 ≥ 0 , on a

|vn+1
m | ≤ (1 − 2dµ+ rk)|vnm| + dµ(1 − α)|vnm+1| + dµ(1 + α)|vnm−1| ≤ (1 + r+k) sup

m
|vnm| ,

où r+ = max(0, r) . Par récurrence on obtient le principe du maximum discret suivant :

∀tn ∈ [0, T ] : sup
m

|vnm| ≤ (1 + kr+)n sup |v0
m| ≤ eTr

+

sup
m

|v0
m| .

Pour obtenir ce résultat, on a imposé des contraintes sur la discrétisation spatiale h :

h ≤ 2d

c
et, si r < 0, k = µh2 ≤ 2dµ− 1

r
.

Si ces inégalités ne sont pas vérifiées, la solution discrète n’a pas le même comportement
que la solution de l’équation aux dérivées partielles parabolique (5.8) et on pourra observer
des oscillations dans la solution. Par contre, si pour satisfaire ces contraintes il faut prendre
h trop petit, il se peut que le schéma devient inefficace.

Remarque : En modélisation d’un flux de chaleur, la quantité Pe = c/d [1/m] est appelée
nombre de Peclet , en mécanique des fluides Re = c/d est le nombre de Reynolds. Ce
nombre contrôle l’intensité relative de l’advection par rapport à la diffusion : si Pe est
grand, c’est l’advection qui domine, si Pe est petit c’est la diffusion. On peut interpréter
c/d comme étant le rapport du temps de diffusion, tdiff = x2/d , et du temps d’advection,
tadv = x/c .

Ci-dessous on propose un code Scilab 1 pour implémenter le schéma (5.9). Noter que l’on
s’est intéressé principalement aux calculs et non pas à l’utilisation du code (p.ex. entrée
interactive des paramètres).

1 c© INRIA, logiciel disponible à http ://www-rocq.inria.fr/scilab/
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1 // Paramètres de l’edp

2 c=0.30;

3 d=0.10;

4 r=0.13;

5

6 // Paramètres du schéma

7 k=0.1; // pas de temps

8 T=10; // instant final

9 N=ceil(T/k)+1; // nb. de points dans [0,T]

10 t=linspace(0,T,N); // intervalle discret de temps

11

12 h=0.2; // pas de discrétisation spatiale

13 xg=-5; xd=10; // limites spatiales

14 M=ceil((xd-xg)./h)+1; // nb. de points dans [xg,xd]

15 x=linspace(xg,xd,M); // intervalle discret d’espace

16

17 v=zeros(N,M); // v(n,:) solution à l’instant n

18

19 // Afficher les paramètres du schéma

20 mu=k/h^2;

21 alpha=c.*h./(2.*d);

22 mprintf(’c=%f\td=%f\tr=%f\n’,c,d,r)

23 mprintf(’h=%f\tk=%f\nmu=%f\talpha=%f \n’,h,k,mu,alpha)

24 mprintf(’mu*d=%f\t2/Pe=%f\t’,mu.*d,(2.*d)./c)

25 if (r<0) then

26 mprintf(’(2d*mu-1)/r=%f \n’,(2.*d.*mu- 1)./r)

27 else

28 mprintf(’\n’)

29 end

30

31 // Condition initiale phi() définie sur [xg0,xd0]

32 xg0=-2;xd0=2;

33 Ind_xg0_xd0=bool2s((xg0 <= x)&(x <= xd0)); // indicatrice de [xg0,xd0]

34 deff(’[y]=phi(z)’,’y=sin(%pi *z/2)’);

35 v(1,:)=Ind_xg0_xd0 .* phi(x); // définition de la c.i.

36

37 // Itérations sur le vecteur v(n,:)

38 c1=1-2.*d.*mu+r.*k; c2=d.*mu.*(1-alpha); c3=d.*mu.*(1+alpha);

39 for n=2:N

40 v(n,:)=c1*v(n-1,:) + c2*[v(n-1,2:M) 0] + c3*[0 v(n-1,1:M-1)];

41 end

42

43 // Afficher la solution v dans [xg,xd]x[0,T]x[min(v),max(v)]

44 plot3d1(x,t,v’,-111,86,"x@t@u",[2 2 4])

On obtient l’affichage des paramètres :

c=0.300000 d=0.100000 r=0.130000

h=0.200000 k=0.100000

mu=2.500000 alpha=0.300000

mu*d=0.250000 2/Pe=0.666667

et, après calculs, la figure suivante (on s’est restreint à x ∈ [−5,+5]) :
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x

t

u

10
0

0

0

−1

−5

1

5

5

On constate le transport et la diffusion, à laquelle s’oppose la réaction, de la concentration
initiale Φ. Souvent on trace la solutions dans le plan xu à des instants tn différents :

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

−1.0

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

tn = nk avec k = 0.1

x

u

t100
t75t50

t25
t0

Finalement, on s’intéresse à la précision de v, solution de (5.9) sur la grille discrète, par
rapport à u, solution de (5.8) sur R × [0, T ] . On a à l’instant t100 = 10, avec h = 0, 2 :

err∞(t100) = sup
xm∈[−5,10]

∣∣∣u(xm, 10) − v100
m

∣∣∣ = 0, 0497294

et

err2(t100) =


h

∑

xm∈[−5,10]

(
u(xm, 10) − v100

m

)2




1/2

= 0, 0722882 .

Sur la figure suivante on a représenté la solution continue u et la solution discrète v , on
constate des différences de l’ordre de 5 · 10−2 , cf. err∞. L’erreur relative, |u− v|/|v|, peut
atteindre 2.6 aux points où u ∼ 0 .
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Pour conclure on peut dire que le schéma reproduit assez bien le comportement de la
solution de l’équation aux dérivées partielles, par contre la discrétisation grossière et des
phénomènes de bord perturbent rapidement le résultat numérique et rendent le résultat
quantitativement inutilisable.
Pour améliorer le résultat il faut diminuer h (donc k) et augmenter le domaine spatial
discret, on augmente la mémoire et le temps de calcul nécessaires.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

−1.0

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

: v

: u

t100

t75t50t25

5.5.2 Équation de la chaleur

On se propose de résoudre numériquement l’équation de la chaleur dans un ouvert de R2 :





∂u

∂t
(x, y, t) = d

(
∂2u

∂x2
(x, y, t) +

∂2u

∂y2
(x, y, t)

)
pour (x, y, t) ∈]0, a[2×]0, T ]

u(x, y, 0) = Φ(x, y) pour (x, y) ∈]0, a[2

u(x, y, t) = 0 pour (x, y, t) ∈ ∂(]0, a[2) × [0, T ] ,

où d ∈ R∗
+, T > 0 et la condition initiale Φ est donnée.

Comme dans le cas des fonctions à une dimension spatiale, on utilise la formule de Taylor

pour approximer les dérivées partielles de u . Les valeurs de v sur la grille discrète sont
notées vnm,p , où n ∈ N et m, p ∈ Z . Pour simplifier on suppose que (xm, yp) = (mh, ph) ,
c’est-à-dire que l’on a une grille spatiale carrée.

Le schéma de Crank-Nicolson s’écrit

vn+1
m,p − vnm,p

k
=
d

2

(
vnm+1,p − 2vnm,p + vnm−1,p

h2
+
vnm,p+1 − 2vnm,p + vnm,p−1

h2

+
vn+1
m+1,p − 2vn+1

m,p + vn+1
m−1,p

h2
+
vn+1
m,p+1 − 2vn+1

m,p + vn+1
m,p−1

h2

)

et, en posant µ = k/h2 , on a :

2(1 + 2dµ) vn+1
m,p − dµ (vn+1

m+1,p+v
n+1
m−1,p + vn+1

m,p+1 + vn+1
m,p−1)

= 2(1 − 2dµ) vnm,p + dµ (vnm+1,p + vnm−1,p + vnm,p+1 + vnm,p−1) .
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Souvent on utilise les masques pour exprimer la relation entre vn et vn+1 :




0 −dµ 0
−dµ 2(1 + 2dµ) −dµ

0 −dµ 0


 vn+1 =




0 dµ 0
dµ 2(1 − 2dµ) dµ
0 dµ 0


 vn . (5.10)

Cette relation est valable pour tous les points intérieurs au domaine spatial, i.e. les points
(xm, yp) ∈]0, a[2 . Les valeurs sur le bord étant imposées par le problème, il faut déterminer
vn+1
m,p en tout point intérieur, grâce à la relation ci-dessus. Pour cela il faut résoudre un

système linéaire que l’on va construire maintenant.

Supposons que [0, a] est discrétisé en M + 2 points, les points intérieurs sont alors dans
l’ensemble {(xm, yp) / 1 ≤ m, p ≤M} , car x0 = y0 = 0 et xM+1 = yM+1 = a .
En utilisant l’ordre lexicographique, i = m+(p−1)M , pour ordonner les points intérieurs,
on peut écrire la relation (5.10) sous forme matricielle :

A · V n+1 = Bn , (5.11)

où Bn ∈ RM2
et, pour i = 1, . . . ,M2 :

Bn
i = 2(1 − 2dµ) vnm,p + dµ (vnm+1,p + vnm−1,p + vnm,p+1 + vnm,p−1).

On a vn+1
m,p = V n+1

i et, pour les quatre voisins,

vn+1
m−1,p = V n+1

i−1 , vn+1
m+1,p = V n+1

i+1 , vn+1
m,p−1 = V n+1

i−M , vn+1
m,p+1 = V n+1

i+M .

Tous les éléments de la ie ligne, 1 ≤ i ≤ M2, de la matrice A sont nuls, sauf Ai,i = α et,

si i 6∈MN + 1 : Ai,i−1 = β ; si i > M : Ai,i−M = β ;
si i 6∈ MN − 1 : Ai,i+1 = β ; si i < M2 −M : Ai,i+M = β ;

où α = 2(1 + 2dµ) et β = −dµ .

Pour M = 4 , la matrice A s’écrit :

A =




α β
β α β
β α β
β α

β
β
β
β

β
β
β
β

α β
β α β
β α β
β α

β
β
β
β

β
β
β
β

α β
β α β
β α β
β α

β
β
β
β

β
β
β
β

α β
β α β
β α β
β α
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La matrice A est tridiagonale par blocs, chacun des M2 blocs est carré d’ordre M et A
est une matrice (M2 ×M2) .

Pour chaque pas de temps tn il faut résoudre (5.11), c’est-à-dire un système d’ordre M2.
On montre que la matrice A est définie positive et admet une décomposition de Cholesky :
A = LLt , où L est une matrice triangulaire inférieure. Cette décomposition simplifie la
résolution du système (5.11). Afin d’économiser de la place mémoire, on utilise de plus
une représentation adaptée à la matrice A qui est une matrice creuse (angl. sparse).
On propose le code Scilab suivant :

1 // Paramètres du problème

2 d=0.5; // coefficient de diffusion

3 a=%pi; // domaine spatial ]0,a[x]0,a[

4 T=1; // domaine temporel [0,T]

5

6 // Augmenter la mémoire de Scilab

7 stacksize(5000000);

8

9 // Paramètres du schéma

10 h=0.05; // pas de discrétisation spatiale

11 MM=ceil(a./h)+1; // nb. de points dans [0,a]

12 M=MM-2; // nb. de points dans ]0,a[

13 xx=linspace(0,a,MM); // intervalle discret d’espace de 0 à a

14 x=xx(1,2:MM-1); // intervalle discret d’espace sans 0 et a

15

16 k=0.01; // pas de temps

17 N=ceil(T/k)+1; // nb. de points dans [0,T]

18 t=linspace(0,T,N); // intervalle discret de temps

19

20 mu=k./h^2;

21 M2=M^2; // taille du système linéaire

22 v=zeros(MM,MM,N); // solution dans [0,a]^2x[0,T]

23

24 mprintf(’d=%f\ta=%f\tT=%f\n’,d,a,T)

25 mprintf(’h=%f\tk=%f\n’,h,k)

26 mprintf(’mu=%f\tlambda=%f\n’,mu,k/h)

27 mprintf(’N=%i\tM=%i\tM^2=%i\n’,N,M,M2)

28

29 // Condition initiale à évaluer sur les points intérieurs

30 deff(’[z]=phi(x,y)’,’z=sin(x).*sin(y)’);

31 v(2:MM-1,2:MM-1,1)=eval3d(phi,x,x);

32

33 // Construction des matrices A et B

34 // noter que l’on n’utilise que des matrices creuses

35 D1=sparse([1:M2-1;2:M2]’,ones(M2-1,1),[M2 M2])..

36 -sparse([M:M:M2-M;1+M:M:M2-M+1]’,ones(M-1,1),[M2 M2]);

37 DM=sparse([1:M2-M;1+M:M2]’,ones(M2-M,1),[M2 M2]);

38

39 A=-(d*mu).*(D1+DM); // triangle sup. de A

40 A=A+A’; // A est symétrique

41 B=-A;

42 A=A+2.*(1+2*d*mu).*speye(M2,M2); // on ajoute la diagonale

43 B=B+2.*(1-2*d*mu).*speye(M2,M2);
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44 clear D1,DM;

45 mprintf(’Stacksize=%i, used=%i\n’,stacksize())

46 // Factorisation de A par la méthode de CHOLESKY

47 spchoA=chfact(A);

48 clear A;

49

50 // Affichage de la condition initiale

51 xbasc();

52 rect=[0,a,0,a,0,1];

53 xtitle([’Condition initiale’]);

54 plot3d(xx,xx,v(:,:,1),233,81,"x@y@v(x,y,0)",[2,1,4],rect);

55

56 // Boucle sur le temps t_n : à chaque fois on résout le système

57 // A V^(n+1) = B V^(n) grâce à la décomposition de CHOLESKY

58 // on obtient le vecteur V=A^{-1} B V^(n)

59 // ensuite reconstruction de v(x,y,t(i)) et affichage

60 for i=2:N

61 V=chsolve(spchoA,B*matrix(v(2:MM-1,2:MM-1,i-1),M^2,1));

62 v(2:MM-1,2:MM-1,i)=matrix(V,M,M);

63 xclear();

64 xtitle([’Solution à l’’instant t(’+string(i)+’)=’+string(t(i))]);

65 plot3d(xx,xx,v(:,:,i),233,81,"x@y@u(x,y,t)",[2,1,4],rect)

66 end

67 clear B,V;

On obtient l’affichage des paramètres :

d=0.500000 a=3.141593 T=1.000000

h=0.050000 k=0.010000

mu=4.000000 lambda=0.200000

N=101 M=62 M^2=3844

Stacksize=5000000, used=1024430

et, les graphes suivants :

1.0

0.5

0.0

0 0
xy

u(x, y, 0)

π/2
π/2

π

π

Condition initiale Φ(x, y) = sin(x) sin(y)
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1.0

0.5

0.0

00 x
y

u(x, y, 1)

π/2
π/2

π

π

Solution à l’instant t = 1

On peut de nouveau facilement calculer la solution u de l’équation aux dérivées partielles
et comparer à chaque étape la solution discrète v à u. On utilise pour celà

err∞(tn) = sup
(xm,yp)

|u(xm, yp, tn) − v(xm, yp, tn)|

et

err2(tn) = h


 ∑

(xm,yp)

|u(xm, yp, tn) − v(xm, yp, tn)|2



1/2

,

où h = 0, 05 . La figure suivante représente l’évolution de ces erreurs au cours du temps.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0

t

err∞

err2

4 · 10−4

2 · 10−3

3, 2 · 10−3

Pour voir l’effet de la diffusion sur une donnée initiale irrégulière, on se propose d’étudier
sur ]0, 1[2 l’évolution de la fonction Φ(x, y) = I[1/3,2/3](x, y) . On obtient des résultats nu-
mériques satisfaisants pour λ = k/h petit.
En adaptant le code précédent, on obtient les résultats suivants :

d=0.010000 a=1.000000 T=1.000000

h=0.030000 k=0.002000

mu=2.222222 lambda=0.066667

N=501 M=33 M^2=1089

Stacksize=5000000, used=672021

5.5. APPLICATIONS



Georges KOEPFLER - M1 2009-2010 93

1

1

0

−1

1.0

0.5

0.51.0

0 0 xy

u(x, y, 0)

Condition initiale

1

0

−1

1.0

1.0

0.33

0.67

0
0

0.5

0.5

x
y

u(x, y, 0.1)

Solution à l’instant t = 0.1

1

0

−1

0.5

1.0

1.0

0.5

0.2

0.4 0.6

0
0

x
y

u(x, y, 0.5)

Solution à l’instant t = 0.5

1

0

−1

1.0

0.5

0.5

1.0
0.461

0.115
0.230

0.346

0
0 x

y

u(x, y, 1)

Solution à l’instant t = 1

Sur ces graphiques on a représenté aussi quelques lignes de niveau de v , ceci afin de
visualiser la �diffusion� du cube initial. Une autre façon de représenter v est d’associer
des niveaux de gris aux valeurs que prend la fonction, ce qui donne les figures suivantes,
où 0=blanc et 1=noir :

v(xm, yp, 0) v(xm, yp, 1)

Remarque : Pour les images des pages 9 et suivantes, on a 255=blanc et 0=noir ; on y
a utilisé des schémas moins coûteux. En effet, l’algorithme de cette section qui utilise la
méthode de Crank-Nicolson, est très précis, mais il nécessite beaucoup de place mémoire
et de temps de calcul. En dimension spatiale deux on utilise souvent d’autres méthodes.
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5.5.3 Système de réaction-diffusion

Un exemple de système de réaction-diffusion qui engendre des rayures a été proposé par
Meinhardt 2 : 




∂c1
∂t

= dc ∆c1 +
c21s2

r
− ρc c1

∂c2
∂t

= dc ∆c2 +
c22s1

r
− ρc c2

∂s1

∂t
= ds ∆s1 + ρs (c1 − s1)

∂s2

∂t
= ds ∆s2 + ρs (c2 − s2)

∂r

∂t
= c21s2 + c22s1 − ρr r

où les cinq �morphogènes� c1, c2, s1, s2 et r sont définies sur [0,M ]2 × R+ . Le com-
portement du système dépend des paramètres réels dc, ds, ρc, ρs et ρr et des conditions
initiales.

Pour ce type de simulation on a besoin d’un nombre élevé d’itérations, N , et il devient
nécessaire d’utiliser un programme compilé. Ainsi le système ci-dessus a été programmé
en langage “C” en utilisant les librairies de Megawave3. On a utilisé un schéma explicite,
progressif en temps et centré en espace, avec des conditions au bord périodiques. Les
conditions initiales sont données par

c1(x, y, 0) =
ρr
2ρc

(1 + ǫ1(x, y)) , c2(x, y, 0) =
ρr
2ρc

(1 + ǫ2(x, y)) ,

s1(x, y, 0) = s2(x, y, 0) =
ρr
2ρc

, r(x, y, 0) =
ρ2
r

4ρ3
c

,

pour (x, y) ∈ [0,M ]2 et où ǫ1 et ǫ2 est un bruit uniforme, de valeurs dans [−ρǫ, ρǫ] , avec
ρǫ > 0 donné. La discrétisation spatiale est fixée à h = 1 dans les deux directions, le pas
de temps k est obtenu en choisissant µ : k = µh2 = µ . Le choix des paramètres pour les
premières simulations est indiqué dans la table suivante :

µ = 0, 0100 M = 100 N = 30.000
dc = 0, 0500 ds = 0, 1000 ρǫ = 0, 1000
ρc = 0, 4000 ρs = 0, 4000 ρr = 0, 6000

c1(xm, yp, 0) c2(xm, yp, 0)
min=0,60000 /max=0,74996 min=0,60002 /max=0,75000

2Models of Biological Pattern Formation, Academic Press, 1982
3 c© logiciel disponible à http ://www.cmla.ens-cachan.fr/Cmla/Megawave
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Note : Toutes les images ont été renormalisées dans [0, 255] .

c1(xm, yp, kN) c2(xm, yp, kN)
min=0,01389 /max=1,98951 min=0,01164 /max=1,98889

s1(xm, yp, kN) s2(xm, yp, kN) r(xm, yp, kN)
min=0,01889 /max=3,82714 min=0,01734 /max=3,81700 min=1,14387 /max=7,58884

Utilisation de la périodicité de c1 pour paver le plan.
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Pour les paramètres du tableau suivant on obtient les zébrures représentées en dessous.

µ = 0, 0050 M = 100 N = 50.000
dc = 0, 1500 ds = 0, 2000 ρǫ = 0, 1000
ρc = 0, 4000 ρs = 0, 4000 ρr = 0, 8000

c1(xm, yp, kN) c2(xm, yp, kN)

s1(xm, yp, kN) s2(xm, yp, kN) r(xm, yp, kN)

Utilisation de la périodicité de r pour paver le plan.
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Annexe A

Calcul différentiel et intégration
dans Rd

A.1 Notations

Un point x = (x1, . . . , xd) de Rd considéré comme vecteur sera noté x =



x1
...
xd




dont la transposé , xt = ( x1 · · · xd ) , est une matrice 1 × d .

La norme euclidienne de x est noté |x| =

(
d∑

i=1

x2
i

)1/2

et le produit scalaire des vecteurs

x et y s’écrit x.y = xty =
d∑

i=1

xiyi .

Soit f ∈ C1(Rd,R) , pour a = (a1, . . . , ad) ∈ Rd, on note Dif(a) =
∂f

∂xi
(a) = fxi

(a)

la dérivée partielle de f en a par rapport à la variable xi , i = 1, . . . , d .

Pour k ∈ N on a Dk
i f(a) =

∂kf

∂xki
(a) .

On note Df(a) =
(
D1f(a) D2f(a) . . . Ddf(a)

)
la matrice ligne (1 × d) associé à l’appli-

cation différentielle dfa ∈ L(Rd,R) .

Le vecteur gradient est le vecteur colonne (d× 1) ∇f(a) = Df(a)t .

Dans la suite on va souvent utiliser la notation des multi-indices de L. Schwartz.
Soit α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd et x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd , on pose

|α| = α1 + · · · + αd , α! = α1!α2! · · ·αd! et xα = xα1
1 x

α2
2 · · ·xαd

d .

Pour f ∈ C|α|(Rd,R) , on note

Dαf(a) = Dα1
1 Dα2

2 . . . Dαd

d f(a) =
∂|α|f

∂xα1
1 · · ·∂xαd

d

(a) ,

c’est la dérivée partielle d’ordre |α| de f , on dérive αi fois par rapport à xi , i = 1, . . . , d .



100 UFR de Mathématiques et Informatique, Université Paris Descartes

Soit F ∈ C1(Rd,Rn) et x = (x1, . . . , xd), alors si F (x1, . . . , xd) =
(
F1(x) , . . . , Fn(x)

)
,

on note

DF (x) =




D1F1(x) D2F1(x) . . . DdF1(x)
D1F2(x) D2F2(x) . . . DdF2(x)

...
...

...
D1Fn(x) D2Fn(x) . . . DdFn(x)


 =

(
D1F (x) D2F (x) . . . DdF (x)

)
.

C’est la matrice (n × d) associé à l’application différentielle dFx ∈ L(Rd,Rn) qui est
composée des d vecteurs colonnes DiF (x).

A.2 Calcul différentiel

Soit f ∈ C1(Rd,R), on définit la dérivée directionnelle de f au point a ∈ Rd et dans la
direction de v ∈ Rd, par

df

dv
(a) = lim

h→0

1

h
(f(a+ hv) − f(a)) .

On montre que
df

dv
(a) = ∇f(a).v

∥∥∥∥

•

•

•

Rd

Rd+1

a

f(a)

v

∇fa

Soit α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd , la notation des multi-indices de L. Schwartz permet d’énon-
cer facilement les résultats suivants :

Si P (x) est un polynôme de d variables, x1, . . . , xd, et de degré m,

alors P (x) =
∑

|α|≤m

1

α!
(DαP (0)) xα .

En particulier pour x ∈ Rd et m ∈ N : (x1 + · · ·+ xd)
m =

∑

|α|=m

m!

α!
xα ,

c’est un polynôme homogène d’ordre m.

Le facteur
m!

α!
=

m!

α1!α2! · . . . · αd!
est appelé coefficient multinomial.
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Soit Ω un ouvert de Rd et f ∈ Cn(Ω,R) . On suppose que 0 ∈ Ω et que le segment
[0, x] ⊂ Ω, alors la formule de Taylor avec reste intégral, pour f en 0 ∈ Rd, s’écrit

f(x) =

n−1∑

p=0

∑

|α|=p

1

α!
Dαf(0) xα +

∑

|α|=n

n

α!

(∫ 1

0

(1 − s)n−1 Dαf(sx) ds

)
xα .

∥∥∥∥∥∥

Soient f et g des fonctions régulières sur Ω ⊂ Rd, on a la formule de Leibniz :

Dα(fg) =
∑

β,γ/β+γ=α

α!

β!γ!
(Dβf) (Dγg) .

Pour f : Ω ⊂ Rd −→ R régulière, et pour x, v dans Rd et t ∈ R, on a

dm

dtm
f(x+ tv) =

∑

|α|=m

m!

α!
(Dαf(x+ tv)) vα .

A.3 Intégration dans Rd

On va noter dans cette section dλd ou dx la mesure de Lebesgue sur Rd. On rappelle le
résultat suivant.

Théorème A.3.1 (Changement de variables dans Rd)
Soit U et V des ouverts de Rd, Φ un difféomorphisme de U sur V et soit f une fonction
intégrable sur V , alors

∫

V

f(x)dx =

∫

U

f(Φ(y))|dét(DΦ(y))|dy ou encore

∫

U

f◦Φ dλd =

∫

V

f |dét(DΦ−1)| dλd .

On note Bd(x0, r) = {x ∈ Rd/|x− x0| < r} , la boule ouverte de centre x0 et de rayon r ,
la boule unité de Rd est notée Bd = Bd(0, 1) .
De même S d−1(x0, r) = {x ∈ Rd/|x− x0| = r} = ∂Bd(x0, r)
et S d−1 = ∂Bd(0, 1) est la sphère unité de Rd.

Soit x ∈ Rd\{0} et h(x) = x
|x| , on obtient un homéomorphisme Φ de Rd sur ]0,+∞[×S d−1

en posant Φ(x) = (|x|, h(x)) = (r, s) et Φ−1(r, s) = rs .

Proposition A.3.1 (Coordonnées polaires)
Soit f intégrable sur Rd, alors

∫

Rd

f(x)dλd(x) =

∫

]0,+∞[×Sd−1

f(rs)rd−1dλ(r)dσd−1(s) =

∫ +∞

0

dr

(∫

Sd−1(0,r)

f(x)dS(x)

)
.

L’image de λd par Φ est la mesure produit rd−1dr ⊗ dσd−1, où σd−1 est une mesure sur
B(S d−1) .

ANNEXE A. CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRATION DANS RD
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Corollaire A.3.1
Soit ϕ : R+ −→ R borelienne, on pose f(x) = ϕ(|x|). Alors f est intégrable sur Rd si et
seulement si ϕ(r)rd−1 est intégrable sur R+ .

Corollaire A.3.2
Soit α ∈ R, d ∈ N∗ et f(x) =

1

|x|α , alors

- pour tout α < d : f est intégrable sur Bd et n’est pas intégrable sur Rd \ Bd ;
- pour tout α > d : f est intégrable sur Rd \ Bd et n’est pas intégrable sur Bd ;
- pour α = d : f n’est intégrable ni sur Bd, ni sur Rd \ Bd .

Corollaire A.3.3
On note ωd le volume de la boule unité Bd de Rd et ωd l’aire de la sphère unité S d−1 de
Rd, on a les relations :

vol(Bd(0, 1)) = ωd =
πd/2

Γ(d
2

+ 1)
=

2πd/2

dΓ(d
2
)

vol(Bd(0, r)) = rd ωd

aire(S d−1(0, 1)) = ωd = d ωd = 2
πd/2

Γ(d
2
)

aire(S d−1(0, r)) = rd−1 ωd

Exemples :
On retrouve ainsi, pour d = 2, que le �volume� d’un disque est πr2 (=surface) et que
l’�aire� d’un cercle est 2πr (=périmètre).

Pour d = 3 on retrouve ω3 = 4π
3

et ω3 = 4π .

Proposition A.3.2
Soit f une fonction continue sur Rd, alors pour tout x ∈ Rd :

f(x) = lim
r→0

1

rd ωd

∫

Bd(x,r)

f(y) dy = lim
r→0

1

rd−1 ωd

∫

Sd−1(x,r)

f(y) dSy .

Avec des hypothèses plus faibles on a le résultat suivant :

Théorème A.3.2 (Théorème de dérivation de Lebesgue)
Pour tout f de L1(Rd) on a :

(a) pour presque tout x ∈ Rd : f(x) = lim
r→0

1

rd ωd

∫

Bd(x,r)

f(y) dy ;

(b) pour presque tout x ∈ Rd : lim
r→0

1

rd ωd

∫

Bd(x,r)

|f(y) − f(x)| dy = 0 .

On dit que x est un point de Lebesgue de f s’il vérifie (b).

A.3. INTÉGRATION DANS RD



Annexe B

Géométrie différentielle élémentaire.
Intégrale de surface

B.1 Variétés dans Rd

Dans cette section on va généraliser la notion de courbe paramétrique dans Rd, définie
par (X1(t), . . . , Xd(t)) , et celle de surface dans Rd+1, définie par le graphe d’une fonction
z = f(x1, . . . , xd) .

Définition B.1.1
Soit M ⊂ Rd et a ∈M , on dit que M est une variété régulière de dimension k au voisinage
de a s’il existe :
U un ouvert de Rk , k ≤ d , W un voisinage ouvert de a dans Rd et ϕ ∈ C1(U,Rd) tel que :
ϕ est un homéomorphisme de U sur W ∩M et pour tout u ∈ U , ϕ est de rang k ,
c’est-à-dire rang(Dϕ(u)) = k pour tout u ∈ U .

On dit que ϕ est une paramétrisation de M au voisinage de a.
M est une variété régulière de dimension k, si M est au voisinage de tout point a une
k-variété régulière.
On obtient ainsi une collection de paramétrisation locales et on appelle (Wα∩M,ϕα) une
carte et {(Wα ∩M,ϕα)}α un atlas de M .
En anglais une variété s’appelle manifold.

•
M

W

U

M ∩W

Rd

Rk

ϕ

a

b

Exemples : Soit M une k-variété régulière de Rd. Pour k = 1, M est une courbe ; pour
k = 2, c’est est une surface ; pour k = d− 1, on dit que M est une hypersurface .
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Théorème B.1.1
Soit M ⊂ Rd et a = (a1, . . . , ad) ∈M , on a équivalence des affirmations suivantes :

(P) M est une k-variété régulière au voisinage de a.

(Z) Il existe W un voisinage ouvert de a dans Rd et Φ ∈ C1(W,Rd−k) tel que :
Φ est de rang d− k en a, Φ(a) = 0 et Φ−1(0) = W ∩M .

(G) Il existe W un voisinage ouvert de a dans Rd , V un voisinage ouvert de (a1, . . . , ak)
dans Rk et ψ ∈ C1(V,Rd−k) tel que, si on note ψ = (ψk+1, . . . , ψd), on a pour tout
x ∈W ∩M et pour k + 1 ≤ i ≤ d : ψi(x1, . . . , xk) = xi .

Remarques :

a) Avec (P ) on représente M localement comme l’image d’une application ϕ : Rk −→ Rd ;
(Z) exprime que M est localement l’ensemble des points qui annulent une application
Φ : Rd −→ Rd−k ; finalement (G) montre que M est localement le graphe d’une appli-
cation ψ : Rk −→ Rd−k .

b) (G) est vérifiée à une permutation des coordonnées près.
Par ailleurs (G) est un cas particulier des représentations (P ) et (Z), en effet, si on
se donne ψ , alors ϕ(x1, . . . , xd) = (x1, . . . , xk, ψk+1(x1, . . . , xk), . . . , ψd(x1, . . . , xk)) est
une paramétrisation, i.e. vérifie (P ), et Φ(x1, . . . , xd) = ψ (x1, . . . , xk)−(xk+1 . . . , xd) ∈
Rd−k est une application qui s’annule au voisinage de a , c.à.d. vérifiant (Z) .

c) Dans (Z), l’hypothèse que Φ est de rang d − k en a, i.e. rang(DΦ(a)) = d − k, est
équivalente à demander que dΦa est surjective de Rd sur Rd−k, c’est-à-dire que a n’est
pas un point critique de Φ .

d) En utilisant (G) on peut toujours aplatir la k-variété régulière M au voisinage de a :

Soit Ψ : Rd → Rd defini par Ψ(x) =
(
Ψ1(x), . . . ,Ψd(x)

)
où, pour x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd,

Ψi(x) =

{
xi si 1 ≤ i ≤ k

xi − ψi(x1, . . . , xk) si k + 1 ≤ i ≤ d
et DΨ =




Ik 0k,d−k

−Dψk+1

...

−Dψd

Id−k




.

Comme dét(DΨ) = 1 , Ψ est un difféomorphisme de Rd et on a pour tout x ∈W ∩M
Ψ(x1, . . . , xd) = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0) .

Ψ

M

Ψ(M)

W

a

(a1, . . . , ak, 0, . . . , 0)

(a1, . . . , ak, 0, . . . , 0) Rk

Rk

Rd−k

Rd−k

B.1. VARIÉTÉS DANS RD
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Exemples :

1. Les variétés de dimension k = 0 sont les points discrets de Rd .
Les variétés de dimension k = d sont les ouverts de Rd

Tout sous-espace linéaire ou affine de Rd est une variété régulière.

2. L’ensemble {(x1, x2) ∈ R2 / x1x2 = 0} n’est pas une variété de R2 :
au voisinage de (0, 0) l’ensemble n’est pas homéomorphe à un segment de droite.

3. Soit M une 2-variété, i.e. une surface, de R3 au voisinage de a = (a1, a2, a3) .

D’après (P ) il existe une paramétrisation ϕ : U ⊂ R2 −→ R3, telle que rang(Dϕ) = 2
en tout point de U .
Si l’on note ϕ(u, v) = (ϕ1(u, v), ϕ2(u, v), ϕ3(u, v)) pour (u, v) ∈ R2 on a

Dϕ =




∂ϕ1

∂u

∂ϕ1

∂v
∂ϕ2

∂u

∂ϕ2

∂v
∂ϕ3

∂u

∂ϕ3

∂v




qui est de rang deux si et seulement si l’un au moins de ses trois sous-déterminants
est non nul :

∂(ϕ1, ϕ2)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣

∂ϕ1

∂u

∂ϕ1

∂v
∂ϕ2

∂u

∂ϕ2

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
,
∂(ϕ2, ϕ3)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣

∂ϕ2

∂u

∂ϕ2

∂v
∂ϕ3

∂u

∂ϕ3

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
,
∂(ϕ3, ϕ1)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣

∂ϕ3

∂u

∂ϕ3

∂v
∂ϕ1

∂u

∂ϕ1

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
.

D’après (G) il existe ψ tel que x3 = ψ(x1, x2) pour tout x = (x1, x2, x3) de M ∩
Bd(a, ǫ) .

On en déduit une paramétrisation en posant ϕ1(u, v) = u, ϕ2(u, v) = v et ϕ3(u, v) =
ψ(u, v) pour (u, v) dans un voisinage de (a1, a2) .

Si l’on pose Φ(x1, x2, x3) = ψ(x1, x2) − x3 on a (x1, x2, x3) ∈ Φ−1(0) pour tout
x ∈M ∩ Bd(a, ǫ) .

Application : Pour S2 on obtient une paramétrisation au voisinage du pôle nord

a = (0, 0, 1), avec ψ(x1, x2) =
√

1 − x2
1 − x2

2 on a :

ϕ(u, v) = (u, v, ψ(u, v)) et Φ(x1, x2, x3) = ψ(x1, x2) − x3 .

Que devient S2 si on l’aplatit au voisinage du pôle nord ?

ANNEXE B. GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE ÉLÉMENTAIRE. INTÉGRALE DE SURFACE
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On a vu que si M est une variété régulière on a : M =
⋃

α

ϕα(Uα) . On va montrer que les

recouvrements éventuels des cartes sont �différentiables�, au sens de la

Proposition B.1.1
Si on a deux paramétrisations C1, ϕα et ϕβ, au voisinage de a ∈ M , alors il existe Tαβ un
difféomorphisme de Rk sur Rk qui permet de passer de l’une à l’autre. On définit :

Tαβ = ϕ−1
α ◦ ϕβ : ϕ−1

β

(
ϕα(Uα) ∩ ϕβ(Uβ)

)
−→ ϕ−1

α

(
ϕα(Uα) ∩ ϕβ(Uβ)

)
,

pour tout α , β tel que ϕα(Uα) ∩ ϕβ(Uβ) 6= ∅ .

•

•

•
M

Tαβ

Uα

Uβ

Rd

Rk

ϕα

ϕβ

a

B.2 Espace tangent. Orientation d’une variété

Définition B.2.1
On appelle espace tangent à la k-variété régulière M au point a ∈ M et on note TaM ,

le sous-espace vectoriel de dimension k, image de Rk par l’application linéaire dϕb, où
a = ϕ(b) .

Soit a ∈M , a = ϕ(b), alors si x ∈ a+ TaM , il existe v ∈ Rk tel que ~ax = x− a = dϕb(v).

On a Dϕb =




∂ϕ1

∂u1

· · · ∂ϕ1

∂uk
...

...
∂ϕd
∂u1

· · · ∂ϕd
∂uk




|u=b

, on en déduit immédiatement :

Équation paramétrique de a + TaM : xi = ai +

k∑

j=1

∂ϕi
∂uj

(b) vj pour i = 1, . . . , d .

Cas d’une hypersurface :

Si k = d−1 on obtient l’équation cartésienne de a+TaM :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(x1 − a1)
∂ϕ1

∂u1
· · · ∂ϕ1

∂ud−1

...
...

...

(xd − ad)
∂ϕd
∂u1

· · · ∂ϕd
∂ud−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 .

B.2. ESPACE TANGENT. ORIENTATION D’UNE VARIÉTÉ
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•

M

U

a

a+ TaM

Rd

Rk

ϕ

Comme M est une hypersurface de Rd , on peut représenter M au voisinage de a grâce

au graphe de ψ(u1, . . . , ud−1) , avec a =
(
b, ψ(b)

)
et b = (a1, . . . , ad−1).

On a Dϕb =




1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1
∂ψ

∂u1

∂ψ

∂u2
· · · ∂ψ

∂ud−1




= ( t1 · · · td−1 )

et la famille {t1, . . . , td−1} est une base de l’hyperplan TaM .

On en déduit le vecteur normal unité à M en a : n(a) =
1√

1 + |∇ψ|2




−ψu1

...
−ψud−1

1


 .

Exemple : On suppose que M est une surface dans R3, représentée localement par le
graphe d’une fonction ψ. Avec les notations précédentes on a : a = (a1, a2, a3) ∈ M ,
ψ(a1, a2) = a3 et b = (a1, a2), et une paramétrisation locale est donnée par ϕ(u, v) =
(u, v, ψ(u, v)) .

Donc Dϕb =




1 0

0 1
∂ψ

∂u
(b)

∂ψ

∂v
(b)


 et l’équation cartésienne du plan tangent affine s’écrit :

(x1 − a1)
∂ψ

∂u
(a1, a2) + (x2 − a2)

∂ψ

∂v
(a1, a2) − (x3 − a3) = 0 .

Pour t1 =




1

0
∂ψ
∂u


 et t2 =




0

1
∂ψ
∂v


 , la famille {t1, t2} est une base de TaM .

Le vecteur normal unité à M en a caractérise le s.e.v. TaM , et est donnée par :

n(a) =
t1 ∧ t2
|t1 ∧ t2|

=
1√

1 +
(
∂ψ
∂u

)2
+
(
∂ψ
∂v

)2




− ∂ψ
∂u

− ∂ψ
∂v

1


 .
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Application. Considérons de nouveau l’hémisphère nord de S2 :

pour u2+v2 < 1 et ψ(u, v) =
√

1 − u2 − v2, on obtient n(u, v, ψ(u, v)) =




u

v√
1 − u2 − v2


 .

On va s’intéresser maintenant à l’orientation deM . Rappelons d’abord qu’un repère direct
de Rk vérifie dét(u1, . . . , uk) > 0 et que l’on définit ainsi une orientation sur Rk .
Soit ϕα une paramétrisation locale de la k-variété régulière M au voisinage de a = ϕα(b) ∈
M . L’image par dϕα(b) du repère direct est une base de TaM . On définit ainsi un repère
donc une orientation sur TaM .

Soit ϕβ une autre paramétrisation locale de M au voisinage de a. On a le changement de
paramètres Tαβ(u) = (ϕ−1

α ◦ϕβ)(u) pour u ∈ ϕ−1
β (ϕα(Uα) ∩ ϕβ(Uβ)) et dϕβ = dϕα ◦dTαβ .

On obtient la même orientation pour TaM si dét(DTαβ(u)) > 0 .

Définition B.2.2
On dit que la variété régulière (M, {ϕα}α) est orienté si pour tout α 6= β : dét(DTαβ) > 0
en tout point u où Tαβ est défini.
Une variété M est orientable s’il existe des paramétrisations locales ϕα qui orientent M .

Remarque : Une variété n’est pas toujours orientable, la bande de Möbius est un contre-
exemple.

Exemples :
• Courbes dans Rd

Soit ϕ : R −→ Rd une paramétrisation d’une courbe (k = 1), ∇ϕ est le vecteur tangent
à la courbe, on l’utilise pour définir une orientation sur la courbe.

• Hypersurfaces dans Rd

Plus haut on a calculé le vecteur normal unité n(a) à une hypersurface de Rd, il définit
une orientation de M .
En particulier si M = ∂Ω, où Ω est un ouvert borné de Rd, on pourra toujours choisir
n(a) pointant vers l’extérieur de Ω .

Exemples de variétés régulières :

On présente ci-dessous quelques surfaces classiques de R3 .

Tore de révolution.

Soit 0 < r < R, écrire une paramétrisation du cercle C((R, 0), r) du plan xz. On obtient
le tore de révolution en faisant tourner ce cercle autour de l’axe Oz.
Montrer qu’une paramétrisation du tore de révolution est donnée par

ϕ(α, β) =




(R + r cosα) cosβ

(R + r cosα) sinβ

r sinα


 pour 0 ≤ α, β < 2π .

Vérifier que ϕ définit une paramétrisation locale du tore et que le tore est une surface
orientable.

B.2. ESPACE TANGENT. ORIENTATION D’UNE VARIÉTÉ
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x

y

z

Bande de Möbius (1858)

Soit R > 1, on considère une fine tige de longueur 2 dans le plan xz :
(x, z) = (R + t, 0) pour −1 < t < 1 .

On fait tourner la tige de 180 degrés autour de son centre et, en même temps, on lui
fait faire un tour complet autour de l’axe Oz , la surface ainsi obtenue est une bande de
Möbius.

Montrer qu’une paramétrisation de la bande de Möbius est donnée par

ϕ(t, α) =




(R + t cosα) cos 2α

(R + t cosα) sin 2α

t sinα


 pour − 1 < t < 1 et 0 ≤ α ≤ π .

Vérifier que la bande de Möbius n’est pas orientable.

x

y

z
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Hyperbolöıde à une nappe.

Soit M =
{
(x, y, z) ∈ R3 / x2 + y2 − z2 = 1

}
.

Montrer que M est une 2-variété régulière de R3. Donner une paramétrisation de M .

x y

z

Cône.

Soit M =
{
(x, y, z) ∈ R3 / x2 + y2 − z2 = 0

}
.

Donner une paramétrisation de M . Est-ce que M est une 2-variété régulière de R3 ?

x y

z

B.2. ESPACE TANGENT. ORIENTATION D’UNE VARIÉTÉ
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B.3 Intégrale de surface

Dans cette section on va introduire l’intégrale d’une fonction définie sur une variété et
mesurer l’aire de portions de variétés. On parle d’intégrale de surface et aire de surface
même si k 6= 2 .

Avant de passer à l’aire des variétés de Rd on va s’intéresser au calcul, plus simple, du
volume d’un parallélépipède de Rd .

Proposition B.3.1
Soit P le parallélépipède engendré par les k vecteurs l.i. a1, . . . , ak de Rd :

P =

{
x ∈ Rd

/
x =

k∑

i=1

tiai , ti ∈ [0, 1]

}
.

On note A = ( a1 . . . ak ) la matrice d× k de vecteurs colonnes a1, . . . , ak, alors

si k = d : vol(P ) = dét(AtA)1/2 ,

si k < d : aire(P ) = dét(AtA)1/2 = volk(P ) .

Remarque : On a A = ( a1 . . . ak ) avec ai =



a1i
...
adi


 et At =



at1
...
atk


,

donc AtA =




a1.a1 a1.a2 . . . a1.ak
a2.a1 a2.a2 . . . a2.ak

...
...

. . .
...

ak.a1 ak.a2 . . . ak.ak


 est une matrice carrée symétrique k × k

de déterminant strictement positif (cf. démonstration !).

Exemples :

1. Dans R3 on considère le parallélépipède engendré par :

a1 =



a11

0
0


 , a2 =




0
a22

0


 et a3 =



a13

a23

a33


 , représenter P .

Montrer que vol(P ) = |a11a22a33| = base× hauteur .

2. Dans R3 on considère deux vecteurs l.i. ai =



a1i
...
adi


 (i = 1, 2) qui engendrent le

parallélépipède P .

Montrer que aire(P ) = |a1 ∧ a2| .
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Soit S une variété régulière compacte de dimension k, c’est-à-dire tel qu’il existe une k-
variété régulière M avec S ⊂M et S compact. Soit ϕ : Q ⊂ Rk −→ S une paramétrisation
de S que l’on suppose être une bijection de Int(Q) sur S .

On suppose de plus qu’il existe un pavage de Q , c’est-à-dire Q =
l⋃

i=1

Qi,

où lesQi sont des cubes de Rk, disjoints, centrés en qi et de côté h > 0 :Qi = qi +

[
−h

2
,
h

2

]k
.

•

•

S
a

h

h

Rd

Rk

ϕ

Qi

On se propose d’évaluer l’aire de S, on a : aire(S) =

l∑

i=1

aire(ϕ(Qi))

On va procéder par approximations : localement on remplace S par son plan tangent de
façon à avoir aire(ϕ(Qi)) ≈ aire(dϕqi(Qi)) .

Si on note {e1, . . . , ek} la base canonique de Rk , le cube Qi est engendré par les vecteurs

{hej}j=1,...,k et dϕqi(Qi) est le parallélépipède engendré par les vecteurs

{
h
∂ϕ

∂uj
(qi)

}

j=1,...,k

.

Posons Ai = ( h ∂ϕ
∂u1

(qi) h ∂ϕ
∂u2

(qi) · · · h ∂ϕ
∂uk

(qi) ) = hDϕ(qi) , on a

aire(dϕqi(Qi)) = dét(AtiAi)
1/2 = hk dét

(
Dϕtqi Dϕqi

)1/2
.

Donc aire(S) ≈
l∑

i=1

dét
(
Dϕtqi Dϕqi

)1/2
volk(Qi) .

En vue de cette approximation on définit :

aire(S) =

∫

Q

dét
(
DϕtuDϕu

)1/2
du

Soit f : S ⊂ Rd −→ R une fonction localement intégrable sur Rd, on définit :

∫

S

f(x) dSx =

∫

Q

f(ϕ(u)) dét
(
DϕtuDϕu

)1/2
du

B.3. INTÉGRALE DE SURFACE
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Soient ϕ et ϕ̃ deux paramétrisations de S :
ϕ : Q ⊂ Rk → S , ϕ̃ : Q̃ ⊂ Rk → S et ϕ(Q) = ϕ̃(Q̃) .

Il existe un difféomorphisme T de Q sur Q̃ : T = ϕ̃−1 ◦ ϕ et dét(DT ) 6= 0 sur Q .

Si l’on note ũ = T(u) et comme dϕu = dϕ̃eu ◦ dTu on a

dét
(
DϕtuDϕu

)1/2
= |dét(DTu)| dét

(
Dϕ̃teuDϕ̃eu

)1/2
,

donc
∫

Q

dét
(
DϕtuDϕu

)1/2
du =

∫

Q

dét
(
Dϕ̃tT (u)Dϕ̃T (u)

)1/2 |dét(DTu)| du =

∫

eQ
dét
(
Dϕ̃teuDϕ̃eu

)1/2
d̃u .

D’où le résultat suivant :

Proposition B.3.2
La définition de l’aire d’une variété régulière compacte, respectivement de l’intégrale sur
une telle variété, est indépendante de la paramétrisation choisie.

Exemples :

1. Soit C une courbe régulière (k = 1) dans Rd, et ϕ : [a, b] ⊂ R −→ Rd une paramé-
trisation.

Comme Dϕu = ∇ϕ(u) , on a DϕtuDϕu = |∇ϕ(u)|2 et, en remarquant qu’ici l’aire est
en fait la longueur :

long(C) =

∫ b

a

|∇ϕ(u)| du =

∫ b

a

√√√√
d∑

i=1

ϕ′
i(u)

2 du

2. Soit S une surface régulière (k = 2) dans Rd, et une paramétrisation

ϕ : Q ⊂ R2 −→ S
(u, v) 7−→ ϕ(u, v) = (ϕ1(u, v), . . . , ϕd(u, v))

.

On a Dϕ =

(
∂ϕ

∂u

∂ϕ

∂v

)
d’où DϕtDϕ =

( ∂ϕ
∂u
.∂ϕ
∂u

∂ϕ
∂u
.∂ϕ
∂v

∂ϕ
∂u
.∂ϕ
∂v

∂ϕ
∂v
.∂ϕ
∂v

)
et, si on note

E =
∂ϕ

∂u
.
∂ϕ

∂u
=

d∑

i=1

(
∂ϕi
∂u

)2

, F =
∂ϕ

∂u
.
∂ϕ

∂v
=

d∑

i=1

∂ϕi
∂u

∂ϕi
∂v

et G =
∂ϕ

∂v
.
∂ϕ

∂v
=

d∑

i=1

(
∂ϕi
∂v

)2

,

on obtient

aire(S) =

∫ ∫

Q

√
EG− F 2 dudv
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3. Soit S une hypersurface régulière (k = d− 1) dans Rd, et une paramétrisation

ϕ : Q ⊂ Rd−1 −→ S
(u1, . . . , ud−1) 7−→ (u1, . . . , ud−1, ψ(u1, . . . , ud−1))

,

c’est-à-dire que S est le graphe de ψ .

On a Dϕ =




1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1
∂ψ
∂u1

∂ψ
∂u2

· · · ∂ψ
∂ud−1




et on montre que

dét
(
DϕtDϕ

)
=

d−1∑

i=1

(
∂ψ

∂ui

)2

= 1 + |∇ψ|2

d’où

aire(S) =

∫

Q

√
1 + |∇ψ(u)|2 du

Cas particulier : d = 3 et k = 2, si S est représentée comme graphe de ψ : z = ψ(u, v)
pour (u, v) ∈ Q ⊂ R2 on trouve

aire(S) =

∫ ∫

Q

√
1 +

(
∂ψ

∂u

)2

+

(
∂ψ

∂v

)2

dudv .

Application : montrer que l’aire du tore de révolution est 4π2rR .

B.3. INTÉGRALE DE SURFACE



Annexe C

Éléments d’analyse vectorielle

Dans cette annexe on va rappeler quelques formules fondamentales de l’analyse vectorielle :
Ω est un ouvert borné de Rd et on suppose que ∂Ω est une (d−1)-variété régulière orienté.

On définit un champ de vecteurs U : Rd → Rd et un champ scalaire u : Rd → R de classe
C1 sur Ω .

La divergence de U est définie par div(U(x)) =

d∑

i=1

DiUi(x) = trace(DU(x)) .

On rappelle le théorème de la divergence ou formule de Gauss-Green :

∫

Ω

div(U(x)) dx =

∫

∂Ω

U(x).n(x) dSx

où n(x) est le vecteur normal unité extérieur à Ω en x ∈ ∂Ω .

R3 R2

ΩΩ

On a la relation suivante pour le champ scalaire u et pour tout 1 ≤ i ≤ d :

∫

Ω

∂u

∂xi
(x) dx =

∫

∂Ω

u(x)ni(x) dSx

où ni est la i-ème coordonnée du vecteur normal unité extérieur.

Soient u et v deux champs scalaires de classe C1 sur Ω, alors, pour tout 1 ≤ i ≤ d , on a
la formule d’intégration par parties dans Rd

∫

Ω

∂u

∂xi
(x)v(x) dx =

∫

∂Ω

u(x)v(x)ni(x) dSx −
∫

Ω

u(x)
∂v

∂xi
(x) dx
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Exercice : écrire cette formule dans le cas d = 1 , avec Ω = [a, b] .

Si on suppose que u et v sont de classe C2 sur Ω , on déduit de ce qui précède les
formules de Green (1828) :

∫

Ω

∆u(x) v(x) dx =

∫

∂Ω

du

dn
(x) v(x) dSx −

∫

Ω

∇u(x).∇v(x) dx (I)

∫

Ω

∆u(x) v(x) dx =

∫

Ω

u(x) ∆v(x) dx+

∫

∂Ω

[
du

dn
(x) v(x) − u(x)

dv

dn
(x)

]
dSx (II)

Remarque : Les résultats précédents s’obtiennent à partir de la formule de Stokes qui
est un résultat de l’étude des formes différentielles. En particulier on montre que si ∂Ω
est une variété orienté et régulière par morceaux les énoncés précédents restent vrais.

Interprétation du théorème de la divergence

Dans le cas d = 3 on va donner une justification �physique� du théorème de la divergence.

Supposons que le volume Ω ⊂ R3 est plongé dans un milieu de particules dont on connâıt
à chaque instant t et en chaque position x = (x1, x2, x3) :
la vitesse V (x, t) , avec |V | [m/s], et la concentration (densité) u(x, t) [particules/m3].

On suppose de plus qu’il n’y a ni création, ni destruction de particules et que V et u sont
de classe C1 pour x au voisinage de Ω et pour t ∈ R .

On pose U = uV , avec Ui(x, t) = u(x, t)Vi(x, t)(1≤i≤3) et |U | [particules/m2s] .

Soit n ∈ S d−1 , alors U(x, t).n est le flux de particules (par unité de temps) à travers un
élément de surface plane, perpendiculaire à n en x et d’aire 1.

On a U(x, t).n = |U(x, t)| cos(∠(U, n)) [particules/m2s] .
Note : le signe du flux est positif du �côté� de n .

U(x, t)

•x

n

À l’instant t le nombre de particules dans Ω est m(t) =

∫

Ω

u(x, t) dx .

La variation de masse m′(t) , négative si plus de particules sortent de Ω qu’il n’en rentrent,
est évaluée de deux façons différentes.
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Méthode 1. Soit P ⊂ Ω un parallélépipède rectangle infinitésimal, centré en p = (p1, p2, p3),
de faces parallèles aux axes de coordonnées et de côtés δx1 , δx2 et δx3 . On note

F±
i =

{
x ∈ R3 / xi = pi ± ǫ δxi

2
et pour j 6= i : |xj − pj| ≤ δxj

2

}
les six faces de P .

Pour obtenir la variation de masse on va estimer le nombre de particules qui sortent du
parallélépipède P .

x1

x2

x3

δx1

δx2

δx3

p
•

F+
1

F−
1

On peut supposer que le flux de particules au centre de la face F+
1 est approximativement

donnée par U1(p) + 1
2
∂U1

∂x1
(p)δx1 et que la quantité de particules traversant F+

1 par unité

de temps est donc approximativement égale à
(
U1(p) + 1

2
∂U1

∂x1
(p)δx1

)
δx2δx3 (1) .

On évalue de même le flux au centre de F−
1 à U1(p) − ∂U1

∂x1
(p) δx1

2
et donc la quantité de

particules traversant F−
1 par unité de temps à

(
U1(p) − ∂U1

∂x1
(p) δx1

2

)
δx2δx3 (2) .

Finalement la variation du nombre de particules dans P , due à des déplacements dans la
direction x1 , est (2) − (1) = −∂U1

∂x1
(p)δx1δx2δx3 .

Cette valeur est positive si plus de particules rentrent dans P que n’en sortent par les
faces F+

1 et F−
1 .

On obtient des résultats analogues pour la direction x2 (faces F±
2 ) et x3 (faces F±

3 ).
La variation par unité de temps du nombre de particules dans P est donc donnée par

−
(
∂U1

∂x1
(p) + ∂U2

∂x2
(p) + ∂U3

∂x3
(p)
)
δx1δx2δx3 = −div(U(p))δx1δx2δx3 .

En faisant la somme sur tous les parallélépipèdes rectangles infinitésimaux P contenus
dans Ω on a

m′(t) = −
∫

Ω

div(U(x)) dx .

Méthode 2. On va mesurer maintenant le nombre de particules qui traversent ∂Ω au cours
du temps. Soit a ∈ ∂Ω et Sa ⊂ ∂Ω un élément de surface suffisamment petit pour être
proche de a+ Ta(∂Ω) et soit n(a) le vecteur normal unité extérieur à ∂Ω en a .

Alors la variation par unité de temps du nombre de particules à travers Sa est donnée
par U(a, t).n(a) aire(Sa) = u(a, t) aire(Sa)V (a, t).n(a) , et finalement en faisant la somme
sur tous les éléments de surface Sa ⊂ ∂Ω on obtient comme évaluation de la variation de
masse

m′(t) = −
∫

∂Ω

U(x, t).n(x) dSx .

Conclusion : en identifiant les variations m′(t) obtenus par les deux méthodes on trouve
l’énoncé du théorème de la divergence.

ANNEXE C. ÉLÉMENTS D’ANALYSE VECTORIELLE
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Le théorème de la divergence permet de donner l’interprétation suivante de la divergence
d’un champ de vecteurs U(x) :

div(U(x0)) = lim
ǫ→0

1

ωdǫd

∫

Sd−1(x0,ǫ)

U(x).n(x) dSx ,

∥∥∥∥

c’est-à-dire que la divergence de U en x0 est le taux de particules (par unité de volume)
qui �divergent� de x0 .

U(x)

U(x0)

• x0

n(x)

En utilisant la définition de m(t) et en dérivant sous le signe somme on obtient

∫

Ω

(
div(U) +

∂u

∂t

)
dx = 0 .

Si on a l’égalité ci-dessus pour tout volume Ω on en déduit la loi d’équilibre du milieu

∂u

∂t
+ div(U) =

∂u

∂t
+ ∇u.V + u div(V ) = 0 .

On dit que le flux est incompressible si div(U) = 0 , ici u = Cte et div(V ) = 0 .

Exemple : On considère un tuyau T qui se resserre (cf. figure) et dans lequel coule un

liquide, si le liquide est incompressible on a

∫

Ω

div(U) dx =

∫

∂Ω

U.n dS = 0 or ∂Ω est

composé de S1 ∪ S2 et des parois du tuyau sur lequel U = 0 , on a donc
∫

S1

U.n dS = −
∫

S2

U.n dS ,

comme nS2 = −nS1 , on en déduit que le débit [particules/s] est constant.

T

S1 S2
Ω

Le rotationnel d’un champ de vecteurs
Pour compléter cet aperçu d’analyse vectorielle on introduit une autre quantité fréquem-
ment utilisé dans l’étude des champs de vecteurs.

Supposons que le volume Ω ⊂ R3 est plongé dans un milieu de particules et que le champ
de vecteurs est régulier U ∈ C

1(Ω,R3) .
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On définit le vecteur rotationnel de U en x = (x1, x2, x3) par :

rot(U(x)) =




(∂U3

∂x2
− ∂U2

∂x3
)(x)

(∂U1

∂x3
− ∂U3

∂x1
)(x)

(∂U2

∂x1
− ∂U1

∂x2
)(x)


 .

Soit S une surface (2-variété) orienté et compacte dans R3 tel que ∂S est une courbe
(1-variété) orienté et régulière.

•
M

S

∂S

n(a)

t(a)

t(a) ∧ n(a)

Quitte à inclure S dans une 2-variété orienté régulière M , on définit en tout point x de
S ⊂ M le vecteur unité normal à S , n(x) , pour a ∈ ∂S ⊂M on définit en plus le vecteur
unité tangent à ∂S , t(a) .
On choisit t(a) tel que S se trouve à gauche en parcourant ∂S, c’est-à-dire que t(a)∧n(a)
est le vecteur unité normal à ∂S et extérieur à S (cf. figure), alors, grâce au théorème de
Stokes ∫

S

rot(U(x)).n(x) dSx =

∫

∂S

U(x).t(x) dσx

Soit n ∈ S2 et D(x0, ǫ) le disque de centre x0 et de rayon ǫ, perpendiculaire à n , alors∫

∂D(x0,ǫ)

U(x).t(x) dσx =

∫

D(x0,ǫ)

rot(U(x)).n dSx et donc

rot(U(x0)).n = lim
ǫ→0

1

πǫ2

∫

∂D(x0,ǫ)

U(x).t(x) dσx .

∥∥∥∥

La composante, dans la direction n , du rotationnel de U , en x0 , est le taux de particules
(par unité de surface) qui tournent autour de x0 par rapport à l’axe de rotation n .

rot(U(x0))

•
D(x0, ǫ)

x0

n

Si rot(U) = 0 on dit que U est un champ irrotationnel.

Remarque : Si u est un champ scalaire sur Ω ⊂ Rd on a

∇u(x0) = lim
ǫ→0

1

ωdǫd

∫

Sd−1(x0,ǫ)

u(x)n(x) dSx .

∥∥∥∥

ANNEXE C. ÉLÉMENTS D’ANALYSE VECTORIELLE
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Notations :

Si l’on écrit ~∇ =




∂
∂x1
∂
∂x2
∂
∂x3


 on a les relations formelles :

∇u = u ~∇ div(U) = ~∇.U et rot(U) = ~∇ ∧ U .

Des notions utiles pour écrire des systèmes d’équations aux dérivées partielles sont
le Laplacien du champ de vecteurs U qui est défini par

∆U = ∇
(
div(U)

)
− rot

(
rot(U)

)
= (~∇.~∇)U =




∆U1

∆U2

∆U3


 ;

et le gradient du champ de vecteurs U dans la direction v qui est défini par

(v∇)U(x0) = lim
ǫ→0

U(x0 + ǫv) − U(x0)

ǫ
=



v.∇U1(x0)
v.∇U2(x0)
v.∇U3(x0)


 = (v.~∇)U(x0) = DU(x0) v .


