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Chapitre 1

Introduction

1.1 Définitions

Soit u une fonction définie sur R?, & valeurs dans R et suffisamment réguliere pour que
les expressions qui suivent aient un sens.

Une équations aux dérivées partielles (e.d.p.) pour la fonction u est une relation entre u,
les variables x1,...,r4 et un nombre fini de dérivées partielles de wu,

F(xl,...,xd,u,Dlu,...,Ddu,DlDlu,Dngu,...,Dau,...> =0,

ot = (ay,...,a4) € N? (voir annexe A.1 pour les notations).

On dit que u est solution de ’équation aux dérivées partielles dans @ C R? si, apres
substitution de u et de ses dérivées partielles, F' s’annule pour tout (x1,...,x4) € Q.

L’ordre m € N d’une équation aux dérivées partielles est celui de la dérivée partielle
d’ordre le plus élevé.

Un systeme d’équations aux dérivées partielles est formé de plusieurs équations aux
dérivées partielles impliquant une ou plusieurs fonctions inconnues u; .

Une équation aux dérivées partielles est lincaire si F' est linéaire par rapport a u et ses
dérivées partielles. Si m est 'ordre de I’équation aux dérivées partielles, I’équation est de

la forme
> Au(z)Du(z) = B(x),

laf<m

Si B = 0 on a une équation homogéne et Lu = E A,D%u est un opérateur différentiel
|| <m
linéaire.
Propriétés :
1. si u; et up sont deux solutions d’une équation aux dérivées partielles linéaire homo-
gene, alors pour a; et as des réels quelconques, aju; + asuy est aussi solution ;

2. si uy, est solution de I'équation linéaire homogene et u, est solution de I’équation
linéaire non homogene, alors u; + w, est solution de I’équation complete.
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Une équation aux dérivées partielles d’ordre m est quasilinéaire si F' est linéaire en toutes
les dérivées partielles d’ordre le plus élevé, i.e. d’ordre m, ’équation est alors de la forme

Z Ag(z,u, DPu)D%u(z) = B(z,u, D’u), avec f € N et |3] <m.

|a|=m

Une équation aux dérivées partielles est semilinéaire si I’équation est de la forme

Z Ay (2)D%u(x) = B(x,u, DPu), avec f € N et 5] < m.

|ao|=m

La solution d'une équation aux dérivées partielles d’ordre m dépend en général de m
fonctions arbitraires de d — 1 variables.

La solution générale d’une équation aux dérivées partielles est celle qui permet de trouver
toutes les solutions de I’équation (sauf des cas de solutions singulieres) en donnant des
valeurs particulieres aux fonctions arbitraires.

Exemples : (i) u,(z,y) =0 (i) tge =0 (iil) tpe +u=0.

Pour trouver des solutions particulieres d’une équation aux dérivées partielles, a partir de
la solution générale, on va imposer des conditions restrictives sur I’ensemble des solutions.
Les contraintes les plus fréquentes sont :

1. conditions initiales : si u est fonction de (z,t) € R? x R on donne u(x,ty) = $o(x)
ou Dbu(x,ty) = ®,(x), on parle aussi de conditions de CAUCHY ;

2. conditions au bord : si u est fonction de x € Q C R? on a trois types de contraintes :

— conditions de DIRICHLET ou u est fixé sur le bord de Q : ul,, =g ;

» . du
— conditions de NEUMANN ou la dérivée normale de u est fixé : —| =g

UAP'!

— conditions de ROBIN ou mixtes : ¢(x)u + 6(:)3)d—u = g sur 0F ;
n

si g =0 on a des conditions homogenes au bord ;

3. conditions a l'infini : si 2 n’est pas borné on a des conditions de la forme
u(z) ~ ®(z) quand || — 0o ou |lullz < 0o ;

4. conditions sur les interfaces : si Q = Q; U Qy, avec Q; N Qy = 904 N Iy, et si on
a déterminé u sur ; et €y, alors pour pouvoir définir u sur €2 on a des conditions

d
sur u, resp. d—u , sur €2 N oS,
n

Remarques : Les contraintes sont en général imposées par la nature du probleme que
I'on essaye de modéliser, I’équation aux dérivées partielles et ses conditions restrictives
seront donc a priori cohérentes.

De fagon générale une équation aux dérivées partielles ne donne lieu a un probleme rai-
sonnable que si on ’associe a un certain type de conditions restrictives, par exemple des

1.1. DEFINITIONS
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conditions initiales pour des problemes d’évolution (équation de la chaleur, équation des
ondes) ou des conditions au bord pour I’équation de LAPLACE.

Exemples :
ug(w,t) =0 sur R? un(z,t) =0 sur R?
{U(I 0) = &(z) sur R u(x,0) = ®g(z) sur R
| uy(r,0) = ®y(x) sur R
=0 sur Q=10,1]?

T =0 QO =10.1 2 “w(xay) ,

{u (9:,|y) sur [0,1] o g

Uu =g au _
o9 Il

ur(z,t) +ug(x,t) = 0 sur R x Ry

2

u(x,0) = —z° pour z <0

u(z,0) = 2> pour z >0

Problemes bien posés

Considérons une équation aux dérivées partielles sur un domaine €2 avec éventuellement
des conditions auxiliaires sur la solution, on dit que le probléme est bien posé si on a

- existence d'une solution du probléeme;
- unicité de cette solution ;
- stabilité par rapport aux données du probleme.

Si la solution change beaucoup quand les données changent peu on dit que le probleme
est sensible aux données.

Exemple : Le probleme de CaucHY pour 1’équation de LAPLACE est un probleme instable,
ceci est montré par I'exemple de HADAMARD :
Au(z,y) =0 dans R x RY,
u(z,0) =0 pour z € R avec n € N* ke N* ;.
Dyu(x,0) = n " sin(nz) pour z € R

On montre que u(z,y) = ) sin(nz) sinh(ny) est une solution du probleme et, pour tout
r € R, |Diu(x,0)] < nP~17F (=1,

Auy(z,y) = 0 dans R x R%
Si par ailleurs u; est solution du probleme ui(z,0) = ¢o(x) pourzeR

Douy(2,0) = ¢1(x) pourz eR

alors us(x,y) = ui(x,y) + sin(nz) sinh(ny) est une solution du probleme de Caucny

de conditions initiales uy(x,0) = ¢o(z) et Douy(z,0) = ¢1(x) + n~Fsin(nz).
Les condition initiales sont donc arbitrairement proches mais les solutions u; et us sont
arbitrairement éloignées, pour y > 0 quelconque (petit).
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1.2 Notions de solution

Soit u la solution d'un probleme bien posé.

Dans ce qui précede on n’a pas précisé la régularité de u, on a seulement supposé que
u était suffisamment différentiable pour que les équations aient un sens, par exemple
u € C™(£2) si u est solution d'une équation aux dérivées partielles d’ordre m .

On dit alors que u est une solution au sens fort de ’équation aux dérivées partielles.

Dans beaucoup de cas un probleme n’admet pas de solutions régulieres : 1’équation des
ondes avec conditions initiales non continues, les lois de conservation scalaires qui génerent
des ondes de choc.

Pour que le probleme soit bien posé il faut élargir I’ensemble des u, par exemple admettre
des solutions non continues. On doit transformer le probleme de facon a lui garder un sens
pour des fonctions non différentiables, on parle de formulation faible du probleme.

Pour une solution forte il y a équivalence entre la formulation faible et le probleme initial.

Une solution du probleme faible est appelée solution faible ou solution généralisée.

Il est souvent plus facile de trouver une solution faible et de montrer a posteriori qu’elle
est réguliere, c¢’est-a-dire que I'on a bien une solution forte.

Le choix de solution généralisée (€Y L!,...) dépend fortement du probleme traité, de
facon générale on peut travailler dans le cadre des distributions de L. SCHWARTZ.
On verra plus tard d’autres espaces de solutions généralisées.

Soit © un ouvert de R% on définit

D(Q) =CX(NQ) = { fonctions de classe C* a support compact K C Q} ,

c’est I’'ensemble des fonctions tests. L’ espace des distributions sur §2 est le dual topologique
D'(§2) des formes linéaires continues sur D(2).

Exemples :
1. Soit z € R? on définit J, pour tout ¢ € D(Q) par < &,, p >= p(x).
2. Soit f e L} () = {f € LP(K) pour tout compact K C Q},

loc

alors f € D'(Q) et, pour tout ¢ € D() :

< fop o= / f(2) () da

Sans donner de détails sur la topologie des espaces D(Q2) et D’(€2), on rappelle quelques
résultats de la théorie des distributions :

- soit (%), une suite de D’(€2), alors T, — T' dans D’(Q) si pour tout ¢ € D(Q) :
<Tppo>—<T,¢>;

- soit T € D'(Q), a € N%, on définit D*T par < DT, ¢ >= (—1)l*l < T, D% > pour
tout ¢ € D(N) ;

1.2. NOTIONS DE SOLUTION
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- soit 8'(R%) D'espace des distributions tempérées, i.e. le dual de l'espace de SCHWARTZ
S(R?) des fonctions & décroissance rapide :

S(RY) = { f € C¥(RY) /Va, B € N?: |2°DPf(2)| est borné }

Pour f € S(RY) on a f € S(RY) avec f(¢) = ﬁ / fla)e e da.

Pour T € &'(R%) on définit sa transformée de FOURIER par < T, >=<T,{ >
pour tout ¢ € S(RY).

En particulier W(&) = jlel eaT(¢) .

1

Exemples : ) = W ,

— — 1 :
Do§ = glel ¢ et 5, = e exp(—i&.xp) .

(

Application :

Considérons l'opérateur différentiel linéaire L = Z a,(x) D", ou les a, sont C>.
laf<m
Si u et v sont dans C®(Q) on a une généralisation de la formule de GREEN (cf. annexe

C):
/vL(u)dazz/E(v)udm—l— M(u,v,n)dS,
Q Q o0

ot L(v) = Z (—1)l Do (aa(x) v) et n est le vecteur normal unité extérieur a €.

|| <m

Si L = A on a la seconde identité de GREEN et alors L = A .

Si v est & support compact dans Q on a M = 0 sur 99, on dit que L est I'adjoint de L.
Pour une distribution 7" € D’(2) on définit L(T') par < L(T),p >=< T, L(p) >, pour
tout ¢ € D(Q).

On dit que T est une solution fondamentale de pole xo pour L si L(u) = dy, .

Si a une solution fondamentale, T, on ajoute une solution forte, w € €™(£2), de I’équation
homogene, L(w) = 0, on obtient encore une solution fondamentale.

. 1 pour z; > 22, 25 > 2
Exemple : La fonction u(zy, x9) = { p 1 > Xy, Ty > Ty

0 sinon
2

8:1:18:172

est une solution fondamentale de pole zy = (29, 29) pour L = dans R?.
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1.3 Exemples d’équations aux dérivées partielles

1.3.1 Physique

Sans rentrer dans les détails et en négligeant les constantes dimensionnelles, citons quelques
équations aux dérivées partielles «célebres» de la physique :

e Au=0 équation de LAPLACE

e Au—f=0 équation de PoOISsoN

eu, —Au=20 équation de la chaleur, diffusion homogene
o uy —Au=0 équation des ondes

® Uy — Uyr + Uy +u =0 équation des télégraphistes
équation de KORTEWEG-DE VRIES pour

® U + CUUy + Ugpy = 0 des vagues sur de I’eau peu profonde

o iU, + AV =VVU équation de SCHRODINGER

et des systemes d’équations aux dérivées partielles :

E, =rot(H)
e { H, = —rot(F)
div(E) =div(H) =0

équations de MAXWELL pour
le champ électrique E et le champ magnétique H

. U+ (UV)U — AU = =Vp  équations de NAVIER-STOKES
div(U) =0 d’un fluide incompressible et visqueux

1.3.2 Biologie. Dynamique des populations

Dans les modeles en biologie ou en dynamique des populations on s’intéresse a la concen-
tration d’une substance chimique ou a la densité d’une population (particules, cellules) et
son évolution au cours du temps. L’inconnue u est en général fonction de (z,t) € RIx R, .

L’équation de FisHER (1937), pour u(z,t) : R x Ry — R est un modele de dispersion
en une dimension spatiale d’'un gene favorable dans une population

ut:kAu+ru<1—%> ,

le terme de croissance logistique dépend de la constante de reproduction linéaire r, de
la capacité de I'environnement C', et du coefficient de dispersion de la population, k .

Les équations de FiTzHUGH-NAGUMO

{ut:uxx+f(u)—v

our 9, o, 3 dans R
v = 0vy + au — (o P g *

utilisées pour modéliser la transmission d’impulsion nerveuses le long d’axones ou des
réactions chimiques cycliques du type BELOUSOV-ZHABOTINSKY.

1.

3. EXEMPLES D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
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e Les deux équations précédentes sont des équations de type réaction-diffusion .

Les équations de réaction-diffusion ont été proposées par A. TURING (1952) pour la mo-
délisation de phénomenes de morphogenése (i.e. développement des formes/structures).
Un modele d’interaction d’especes ou de substances chimiques est donné par le systeme
d’équations aux dérivées partielles

8ui
ot

:diV<DiVui>+Qi, pour 1 <i<n,

ou w;(z, t) représente la densité, resp. la concentration, de la substance ¢ . Les matrices de
diffusion D; et les termes de réaction @); peuvent dépendre de (z,t) et des concentrations
u; , de facon non linéaire.

Le terme de réaction ); modélise I'interaction des substances (inhibition, catalyse) et
le terme div(D; Vu) représente la diffusion de la substance a travers le systeme.

En fonction du choix de D; et ();, les concentrations u; peuvent donner lieu a des
motifs locaux : on modélise ainsi la pigmentation des coquillages, le pelage des animaux
(zebre, guépard, . ..), cf. MEINHARDT (page 94), et des réactions chimiques cycliques, cf.
BELOUSOV-ZHABOTINSKY.

En synthése d’images des chercheurs ont utilisé ce modele pour créer des textures na-
turelles.

e [’équation de vON FOERSTER

Uq + Uy —d(a)u a>0,t>0
u(a,0) f(a) a>0

w(0,t) = ["n(a)u(a,t)da t>0

ou u(a,t) est la densité de population d’age a a I'instant ¢, n(a) est le taux de naissances,
d(a) le taux de déces et f(a) la distribution initiale de la population.
Les graphes de n(a) et d(a) ont 'allure indiquée en dessous.

n(a) d(a)

Exercice : interprétez I’équation aux dérivées partielles, la condition initiale et la condi-
tion au bord du modele.
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1.3.3 Traitement des images

Une image numérique scalaire est une matrice I(c, l)o<c<nc 0<i<nr OU a chaque ligne [ et

colonne ¢ on fait correspondre un niveau de gris I(c, 1) € {0,...,255}, (¢, 1) est un pizel
(angl. picture element)

Suite a des problemes de capteurs, de transmission ou autres, I'image peut étre endomma-
gée, c’est-a~dire que les valeurs en certains pixels ont été modifiés ou détruits. Le but des
techniques de débruitage que nous allons exposer est d’éliminer ce bruit tout en préservant
le maximum d’information contenu dans I'image originale.

On va modéliser une image par une fonction v définie sur un rectangle ouvert de R? et &
valeurs dans R, u(x,y) € R si l'on se restreint a des images en niveaux de gris.

En traitement du signal on utilise les filtres linéaires passe-bas pour enlever le bruit (i.e.
les hautes fréquences) d’un signal. Le filtre gaussien est un filtre linéaire qui est souvent

utilisé car il a une bonne localisation en espace et en fréquence.
1 |2

€ 20

Soit u, I'image originale bruitée et, pour z € R?, posons G, (z) = 503
o

On calcule le résultat du filtrage de u, par le filtre gaussien :

(Go*uo)(z) = Go(x — y)uo(y) dy.

R2

La valeur de o > 0 indique la taille spatiale des structures éliminées par le filtrage : plus
o est grand, plus on lisse et plus on perd de détails.

Or on montre que la convolution avec la Gaussienne G, consiste a faire évoluer I'image
originale suivant I’équation de la chaleur

{u(m,g; _ uA:(Lx,y)-

Les propriétés de régularisation de la convolution par G, s’interpretent donc en termes
de diffusion isotrope et le temps t est lié & la I'échelle spatiale o par t = 02/2.

La diffusion isotrope s’obtient en prenant une moyenne glissante pondérée qui a tendance
a éliminer les pixels bruités mais qui rend flou les contours des objets de I'image.

Sur la figure de la page suivante on a représenté quelques étapes de la diffusion isotrope
d’une image bruité.

Pour éviter la destruction de contours on préfere appliquer une diffusion anisotrope, c’est-
a-dire que l'on va lisser 'image partout, sauf au-dela des bords d’objets. Cette méthode
nécessite donc deux étapes. On doit d’abord détecter les contours et autres structures
fines de I'image, ensuite on va lisser I'image en ne considérant que des voisinages de pixels
qui ne traversent pas les bords.

On modélise ce comportement par exemple par les équations aux dérivées partielles non
linéaires (1.1) et (1.2), présentées plus loin.

1.3. EXEMPLES D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES



Georges KOEPFLER - M1 2009-2010

[térations du Laplacien sur une image bruitée

De haut en bas et de gauche a droite : t =7 At pour i =0,...,5.
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En haut a gauche une image bruité u et en haut a droite une détection de bord par gra-
dient discret |Vul. Ici un gradient fort est représenté en noir et un gradient nul est blanc
(i.e. inversion vidéo).

En bas a gauche on a appliqué I'équation de la chaleur a u : on calcule la solution de
I’équation aux dérivées partielles a I'instant ¢, ceci revient a faire la convolution de u avec
G-

En appliquant le gradient a cette image lissée on obtient I'image de droite |VG 5 * ul .
On remarquera ’épaisseur des bords obtenus.

1.3. EXEMPLES D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
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En haut a gauche on a représenté un lissage obtenu par une technique non linéaire modé-
lisée par I’équation aux dérivées partielles, dite de la mean curvature motion

du . ( Vu
T |Vuldiv <m) avec u(x,0) = u,(z) . (1.1)

En appliquant le gradient on remarque que les bords sont bien localisés : il reste peu de
bruit mais les coins des contours sont arrondis.

En bas a gauche un résultat pour I'équation aux dérivées partielles

% — div (ﬂ) avec u(z,0) = u,(z) . (1.2)

L’image du gradient montre que le bruit dans les zones homogenes a completement dis-
paru mais les bords sont irréguliers.
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Interprétation des équations aux dérivées partielles précédentes :

Dans le repere canonique (e, e5) de R? on note

H, () = (“mm) uxy<x,y>)

Ugy (T, ) Uyy(2, )

la matrice associée a la forme bilinéaire symétrique d*u(, ), ¢’est la matrice Hessienne.

On rappelle que Au(z,y) = trace(H,(x,y)) et Vu(z,y) = (ux(x, ) )
Uy(.i(}, y)

Pour 7 et ¢ deux vecteurs unitaires quelconques de R?, on note

= T Van et uge 2d*u(n,§) =n' H,§.

En particulier pour 7 = e; et £ = e5 on retrouve les dérivées partielles d’ordre un et deux
habituelles.

Supposons que u € C®(R?) et soit ¢ = u(xg, yo), pour (zo,yo) € R?, tel que u~'(c) ne
contient pas de points critiques (par le théoréme de SARD ceci est vrai pour presque tout
¢ € R). En particulier |Vu(zg,yo)| # 0, le théoréme d’inversion locale entraine alors que
par le point (g, yo) il passe une ligne de niveau unique I, = {(z,y) /u(z,y) = c}.
L’ensemble d’intensité lumineuse constante I. est appelé isophote. Sur la figure suivante
on a représenté une isophote fermé.

Vut Vu
(I(): yo)

u>c

Ligne de niveau ou isophote u(xo,yo) = ¢

En tout point (z,y) de I. on définit un repere local orthonormé

Vu Vut
(777£>|(;(;7y) - <W7W)|(w,y) ’

ot Vut = (;uy) est le vecteur perpendiculaire direct & Vu en (z,y) .

Dans le repere local (1,§) on a ug = Vu.{ = 0 car u est constante sur I, tandis que 7
indique la direction de plus grande croissance de u, u, = |Vu|.

Un calcul montre qu’au point (z,y) € 1. :

Vu 1 Vu VYu
div( — ) = — (Au—d%u | —, —
”<|Vu|) Val < ! “waw))

2 2
Uy Uy + U Uy — 2Ug Uy Uy 1 2 <Vul vuj_)

- V3 ~ vyl Vu|” [Vl

1.3. EXEMPLES D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
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En particulier on remarque que Au = d?u(n,n) + d?u(&, €), on retrouve l'invariance du
Laplacien et ’équation de la chaleur s’écrit

Up = Upy + Uge

Dans les coordonnées locales (1, &) I'équation (1.1) s’écrit

Uy = Uge
tandis que (1.2) devient
_ U
Ut = — .
Un

On a donc une diffusion dans la direction perpendiculaire au gradient, on ne lisse pas les
contours dans une image !

Un modele qui permet de prendre en compte en chaque point les deux directions 7 et £ a
été proposé par MALIK et PERONA :

0
a—? - div(g(\VuD vu) avec u(z, 0) = u,(x) | (1.3)
ou le coefficient de diffusion g(r), r > 0, est une fonction réguliere positive décroissante
avec ¢(0) = 1. Dans le repere local (1, ) 1’équation (1.3) devient :

Uy = (g(uﬁ) + ung/(un)) Upy + g(un) Uge = G/(un) Upy + g(un) Uge

ou on note G(r) = rg(r) Uintensité du flux.

Au points ot |[Vu| = u, = 0 on obtient I’équation de la chaleur isotrope, pour les autres
points on obtient une diffusion anisotrope pondérée par les valeurs de g et G'.

Si G'(u,) = 0 on a uniquement une diffusion dans la direction perpendiculaire au gradient ;
si G'(u,) > 0 on ajoute une diffusion dans la direction du gradient ;

pour G'(u,) < 0 on a une diffusion inversée instable dans la direction 7 (voir page 25).

1
Un exemple classique de coefficient de diffusion est g(r) = Fe=l Ae Ry,
)\2 _ 7”2
dans ce cas G'(r) = REEwSE et A est le seuil qui décide du signe de G

Note : Les équations aux dérivées partielles (1.1),(1.2) et (1.3) sont non linéaires et leur
étude dépasse le cadre de ce cours. Il faut en particulier définir des solutions faibles
adéquates pour pouvoir espérer obtenir des problemes bien posés.
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1.3. EXEMPLES D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES



Chapitre 2

Les équations aux dérivées partielles
linéaires classiques

2.1 Equation de transport

2.1.1 Modélisation

Dans R? on considére un liquide qui évolue & la vitesse V (x,t) et dans lequel des particules
de polluant sont introduit. On note u(x, t) la concentration des particules de polluant dans
le liquide et f(z,t) la source de polluant. Le champ de vecteurs U(z,t) = u(x,t)V(x,t)
représente le flux de particules de polluant.

On suppose que les particules de polluant sont simplement entrainés par le liquide, ¢.e. il
n’y a pas de diffusion du polluant, et u, f et V sont réguliers.

Posons m(t) = / u(z,t) dz et étudions la variation de la quantité de particules dans € .
Q

! (£) = /m wp(, ) dz

Or la variation de m est due a la perte de polluant a travers 02 et a ’apparition de
particules dans €2 :

(1) /Q (o, t) da — /a Ule.)n(a)ds, = /Q () = div(Ua.1))) e

en utilisant le théoreme de la divergence. Donc

/Q (div(U)+ut> dr = /Q fla,t) de

pour tout 2 C R%, on en déduit la loi d’équilibre du polluant
ug + div(U) = uy + Vu.V +udiv(V) = f.
Si on suppose que V = ¢ € R? est constante et si ¢(z) est la distribution initiale du

polluant on obtient I’équation de transport ou d’advection (transport horizontal)

{ut+c.Vu: f(z,t) pour z € R? t >0 (2.1)

u(z,0) = ¢(x)  pour x € R?
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Note : dans le cas de transport du a une différence de température on parle de convection ;
des fluides chauds (faible densité) montent, tandis que des fluides froids (forte densité)
descendent.

2.1.2 Résolution pour d =1
Supposons que f = 0, ’équation (2.1) devient

{ut+cux:0 pour x € R, t >0 .
ouceR.

u(z,0) = ¢(z) pour z € R ’

) c
Si on pose v = 1
c’est-a-dire v est constante dans la direction v .

du
, Péquation aux dérivées partielles devient d—(x, t)=0,
v

On définit les droites caractéristiques dans le plan tr par x = ct + £ et on vérifie que si u
0

est solution, alors Eu(ct +&,t) =uzc+u, =0.

Donc u(z,t) ne dépend que de £ pour tout (x,t) vérifiant x — ct = & .

t

¢ 3
Donc u(x,t) = F(§) = F(x — ct) est la solution générale de 'équation aux dérivées
partielles et, en utilisant la condition initiale, on obtient la solution du probleme

u(z,t) = ¢p(x — ct) pour (z,t) € R x R, . H

Le domaine de dépendance de u(x,t) par rapport aux valeurs initiales est réduit au point
&. Linfluence de la donnée ¢ en £ est réduite au points de la droite caractéristique.

Le graphe de u a l'instant ¢ est celui de ¢ translaté de ct.

Interprétation : Considérons un tube dans lequel coule de I'eau a la vitesse ¢ > 0 et qui
contient des traces de polluant. D’apres ce qui précede la distribution de polluant que 'on
a en t = 0 se retrouve inchangée a l'instant ¢; > 0, a une translation de +ct; pres.

t=20 t=1t
oo'. .o'.
...' ——c '... e
[ J o [ ] g
® o o o
f | f
=0 r=0 T = ch

2.1. EQUATION DE TRANSPORT
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2.1.3 Résolution du cas général

En s’inspirant du cas monodimensionnel on considere les droites caractéristiques dans
l'espace des (z,t) € Rt

une droite caractéristique passant par le point (z,t) et de direction v = (i) e R est
paramétrisée par (x + se¢,t + s), pour s € R.

On pose z2(s) = u(x + sc,t+ s) et, si u est solution de (2.1), on a 2/(s) = f(z+sc, t+s),
d’ott

u(z,t) — o(x —te) = 2(0) — 2(—t) = /_tz’(s)ds = /_tf(x—l—sc,t—l—s)ds,

d’ou la solution pour I’équation de transport avec vitesse constante c

u(x,t)zé(m—tc)Jr/Of(x+(s—t)c,s)ds, pour (z,t) € R* x R, . H

CHAPITRE 2. LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES LINEAIRES CLASSIQUES
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2.2 Equation de Laplace, équation de Poisson

On s’intéresse a ’équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre deux

d

Bu() = 32 550 = D ) = (2).

i=1
C’est I’équation de PoissoN qui modélise des phénomenes d’équilibre : potentiel électro-
statique, membrane en équilibre, champ gravitationel,. ..

Si f =0 on al’équation de LAPLACE et on dit que u est une fonction harmonique.

2.2.1 Modélisation : membrane élastique

On consideére une membrane élastique qui s’identifie & une région plane  C R? si on
n’applique aucune force. Si on applique une force f, normale & R?, le membrane se déforme
et prend une position d’équilibre M.

En supposant des petites déformations on note u(x) € M la position d’équilibre du point
x = (x1,29) € Q, donc M = u(S).

Le travail de la tension est proportionnel a la variation d’aire de la membrane :

T(aire(M) — aire(Q2)) = / 7’(\/1 + |Vu|? — 1) dx, avec T € R .
0

Comme |ug, | et |ug,| sont petits, on a /1 + [Vul? = 1+ |Vul?/2.
Le travail de la force f est donné par le déplacement des points x € 2, on en déduit
I’expression de I’énergie potentielle de la membrane a 1’équilibre :

E(u)Z/Q(—%TWuFHu) d

Posons ¢(¢) = E(u+¢ew), ou u est une déformation admissible de M, i.e. compatible avec
les contraintes imposées sur . Comme la membrane est a 1’équilibre, E(u) est minimal,
donc

0=¢'(0) :/ (—TVU.Vﬁ+fﬂ) dr |
Q

En appliquant la formule de GREEN on a pour tout déplacement admissible % :

/Q<7Au+f>ad:c—/mrj—:iﬂda:0. (+)

2.2. EQUATION DE LAPLACE, EQUATION DE POISSON
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En supposant u, f et @ régulieres, on en déduit 1’équation de Poisson :

TAu+ f=0 dans €.

Des contraintes sur le bord de la membrane M donnent, a travers 'intégrale curviligne
dans (%), des contraintes sur u :

e si le bord de la membrane est fixé, u(x) = b(x) pour x € 92, on a ﬁ|m =0 et (%) est
vérifié ; on obtient le probléme de Dirichlet

{Au: —lf sur {2
T )
u= b sur 02

e sile bord de la membrane n’est pas fixé, @ est non nul sur 092 et (x) est vérifié si u est
solution du probleme de Neumann avec conditions au bord homogenes

Au:—lf sur {2
T

d ;
Lo 0 sur a0
dn
e si une force fi, normale & R?, agit sur le bord de la membrane, I'intégrale curviligne
d
dans (x) devient / (—Td—u + fl) tdo, et on a le probléme de Neumann
0 n

1
Ay = —=f sur Q
T

1 .
= — f1 sur 092
-

2.2.2 Résultats d’unicité

Soit © un ouvert borné de R%, de bord 8 régulier et u € C2(Q). A partir des formules
de GREEN on obtient, en prenant v = u, resp. v =1

/uAudx:/ ud—udS—/|Vu\2d:C. (2.2)
Q oo dn Q

/Auda?:/ %dS (2.3)
Q aq dn

Si u est harmonique dans 2 on obtient grace a (2.2) la proposition suivante.

PROPOSITION 2.2.1 Au = f surQ
e Une solution u € C*(Q) du probléme de DIRICHLET est unique.
u = g sur 0f)
Au = [ sur )
e Une solution u € C?(Q2) du probléme de NEUMANN ¢ du est unique a une
3, — 9 sur o)
n

constante pres.

CHAPITRE 2. LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES LINEAIRES CLASSIQUES
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Remarque : En utilisant (2.3) on constate qu'une solution du probléme de NEUMANN

existe seulement si
/f dm—/ g(x)dsS.
L)

2.2.3 Formules de représentation

Fixons zo € R?, le Laplacien étant invariant par translations et rotations, on se propose
de chercher une fonction harmonique v telle que

i=1

d 3
v(z) = p(r) pour z € RY avec r=|r— x| = <Z(:)§, - :17?)2> .

d—1
Alors ¢ vérifie I'équation différentielle ordinaire : " (r) + ——¢'(r) =0,
r

Cln(r)+C"  sid=2
dont la solution est p(r) = c .4 ;. ;
5" +C" sid>2

avec (C,C") € R

Donc v(z) = ¢(|z — x¢|) est harmonique pour z # x .

Soit u € C*(Q) et v(z) = ¢(|x — x¢|), ot 7y € N fixé, en posant Q. = Q\ By(xg, ) pour

€ >0,ona
du dv
A = _ - )
/EU wekt /am( dn  dn )dS

En faisant tendre ¢ vers 0 on montre que

d d
/QUAU dx = /m (v £ - %u) dS + Cwgu(xy) . (2.4)
e .. 1,
Dans la définition de ¢ on choisit C' = —,C" = 0 et on pose
Wd
1 .
%ln\x—xo\ sid=2

K(z,20) = v(z) = ¢(|z — 20]) = | .

(2 —d)wy |x — z0|d2

sid> 2.

K (x,z0) est une solution fondamentale de pole xy de 1’équation de LAPLACE,
en effet A, K = d,, au sens des distributions.

On a, grace a (2.4), pour tout xy € €,

(o) = /Q K(x, o) Au(z) da — /8 ) <K(x,xo)£(:)§) —( )u(a:)) ds,, (2.5)

dont on déduit la

2.2. EQUATION DE LAPLACE, EQUATION DE POISSON



Georges KOEPFLER - M1 2009-2010 21
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POTENTIEL POUR d =2 EN 2y =0:

K(x,0) = = In /a7 + a3

PROPOSITION 2.2.2
Siu € C*(Q) et Au = 0 dans ), alors pour tout xq € € :

(o) = — /a ) (K(x ) 32( - i—f@)u(x)) as,

2.2.4 Régularité des fonctions harmoniques

Soit w € C?(2) et w harmonique dans ©, alors G(z,7) = K (z, 7o) +w(z) est encore une
solution fondamentale de pole zo de 1'équation de LapLace. Grace a (2.5) on a

du dG

u(zo) = /Q G(x, x0) Au(z) dz — / (G(x 7) =(2) = =2 (=) u(x)) ds,. (2.6)

a0
et on en déduit le

THEOREME 2.2.1 (LOI DE LA MOYENNE ARITHMETIQUE DE GAUSS)
Soit w harmonique dans By(xg,r) et continue sur By(xo, 1), alors

1 1
) = o [ S = / R

Remarques :

1) On peut montrer réciproquement qu’une fonction u € €(2) qui vérifie la propriété de
la moyenne pour toute By(xg, ) C £ est harmonique dans 2.

2) De facon plus générale, si Au(x) > 0 dans By(zo, ) on a

u(zg) < %/ u(z)dS
S’d*l(xo7 )

wgrd—1

et on dit que u est sous-harmonique.

CHAPITRE 2. LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES LINEAIRES CLASSIQUES
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THEOREME 2.2.2
Siu € €%(Q) vérifie la propriété de la moyenne pour toute By(xq,7) C Q, alorsu € C®(£2).

Remarques :
1) Noter que u n’est pas nécessairement continue sur ).
2) On montre qu'une fonction harmonique sur €2 est en fait analytique.

2.2.5 Principe du maximum

THEOREME 2.2.3 (PRINCIPE FAIBLE)
Siu € C*Q)NEYNQ) et Au > 0 sur Q, ouvert borné de R%, alors

maxu = maxu .
o 0

THEOREME 2.2.4 (PRINCIPE FORT)
Siu € C(Q)NE%Q) et Au = 0 sur ), ouvert borné connexe de R?, alors

soit u est constante dans €,
soit Hal}znu <u(x) < maxu , pour tout x € 0.

2.2.6 Fonctions de Green

DEFINITION 2.2.1
On dit que G(x,x() est une fonction de GREEN pour le probléme de DIRICHLET pour
I’équation de LAPLACE dans (2, si

<
~—
Q
—
8
8
(=}
N
I

K(z,70) +w(w,29) pourx € QU zg € Q et x # g
(17) G(z,29) =0 pour x € 00, x € €

ot w € C*(Q) et Aw =0 dans Q ; K est définie page 20.

Par définition G est une solution fondamentale et (2.6) donne, pour tout xy €

dG
u(zg) = /89 u(x) %(x) as. (2.7)
Ay =0 sur 2
On a donc trouvé la solution du probleme .
u =g sur 0f)

Pour construire G il faut déterminer w, ce qui revient a résoudre un nouveau probleme
de DIRICHLET pour ’équation de LAPLACE dans ().
Il est en général difficile de trouver une expression explicite pour GG. On va présenter un
cas ou la géométrie de 2 permet de déterminer G.

2.2. EQUATION DE LAPLACE, EQUATION DE POISSON
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Fonction de Green pour une boule.

Soit 2 = B,(0,a) et x9 € By(0,a) fixé.

_ *
On montre que 9 = S971(0, a) est le lieu de points z € R? qui vérifient v = ] _ ¢
) |z — o [l
ou zjy = (ﬁ) o est obtenu par réflexion.
Lo
En notant r = |z — x¢| et 7* = |z — xf| on a, pour x € S0, a), r* = ﬁr.
Lo

On construit la fonction de GREEN G(z, xy), a partir de K(x,zq) et K(x,zf), en remar-
quant que K (z,x}) est harmonique dans By(0,a) et de classe €2 pour tout x # xj).

Pour d = 2 on considere la fonction de GREEN :

1
G(z,x) = gy <1n|x — 2o +In (LTCL—O|) —In|z —x6|) .

Pour d > 3 on a la fonction de GREEN :

Clora0) = 1 (a) 1
PO T g \Jr =02 \Jwo| ) Je—mglt2 )

Grace a (2.7) on obtient la

PROPOSITION 2.2.3 (FORMULE DE POISSON)
Soit u € C*(By(0,a)) et Au = 0 dans By(0,a), alors pour tout xy € By(0,a)

u(xg) = /sdl(o )H(x,xo) u(x)dS, ,

est le noyau de PoissoN pour By(0, a).

En étudiant les propriétés de H on montre réciproquement la

PROPOSITION 2.2.4
Soit g € C°(S971(0, a)), alors la fonction u définie par

g(xo) si |xo| =a

u(zo) = / H(w,20) g(x)dS, si |xo] <a
Sdfl(()’a)

est C* et harmonique pour |xy| < a et continue pour |zy| < a.

Remarque : Un deuxieme cas ou la géométrie de 2 permet de déterminer facilement G
est celui d’un demi-espace Q = R x R?%.
Ona 00 =90R¥"! xRY)={z e RY /x4 =0} = R,

Pour z, € R4 x R? on obtient les équivalents des propositions 2.2.3 et 2.2.4 avec

u(xg) = . H(x,z) u(x)dr,

2 1
ou H(x,xo) = =l

- est le noyau de PoissoN pour R*! x RY.
wy |z — o

CHAPITRE 2. LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES LINEAIRES CLASSIQUES
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2.2.7 Principe de Dirichlet

Soit 2 un ouvert, borné de R¢. Pour tout v dans A = {v €CX(Q)/v=gsur 8(2}

on définit la fonctionnelle d’énergie

E[v]:/9<%|Vv|2—vf) dx

ot f € C%Q). On ale résultat de calcul des variations suivant (cf. section modélisation) :

PROPOSITION 2.2.5
Soit u € C%(Q), on a équivalence entre

. Ja solution wnique de { '~ "
(i) w est la solution unique 8{ w= g surd

(i) ue A et Eu :E,%iRE[U]'

2.2. EQUATION DE LAPLACE, EQUATION DE POISSON
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2.3 Equation de la chaleur

On s’intéresse a ’équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre deux

ou 4 0%
pour u défini sur R x R% et k> 0.

C’est [’équation de la chaleur qui modélise des phénomenes d’évolution : diffusion de cha-
leur, répartition de substances chimiques, mélange d’especes,. . .

Remarques :

1) Un changement d’échelle, t = kt, transforme I'équation aux dérivées partielles en
u; = Au, il suffit donc d’étudier le cas k = 1. Comme k [m?/s], on obtient une équation
aux dérivées partielles normalisée sans dimensions.

2) Poser t = —t change complétement Péquation aux dérivées partielles : on ne peut pas
tnverser le temps.
1
Contre-exemple (PETROVSKY) : pour tout n € N* la fonction u(z, t) = — sin(nz) e """
n

est une solution de I’équation de la chaleur sur R x R.

On a u(z,0) = —sin(nz) qui est arbitrairement petit pour n grand.
n

1
En t = 4+¢ > 0, la solution u(z, +¢) = — sin(nz) e ""* est bornée par u(z,0).
n
1
Par contre, en t = —¢, on a u(z, —e) = — sin(nx) etnke qui «explose» par rapport a
n

u(zx,0).
1
Le probleme u; = ku,, sur R x R, avec u(z,0) = — sin(nz), est instable donc mal posé.

L’équation de la chaleur modélise des phénomenes d’évolution irréversibles.

3) Poser (,t) = (ax, a*t) préserve Péquation aux dérivées partielles et la quantité |z|?/t .

2.3.1 Modélisation

23.1.1 Equations de réaction-diffusion

Nous allons modéliser le comportement de diffusion d’une population (cellules, insectes)
ou de particules (substances chimiques). On suppose I’existence d’une source de particules
(naissance, resp. déces, d’insectes).

Soit (z,t) € 2 x R, avec  ouvert borné de R? et 9Q régulier. On note

u(z,t) la fonction de densité des particules (la concentration),

q(z,t,...) le taux de création net de particules («naissances moins déces») et

F(z,t,...) la densité du flux de particules, c’est-a-dire F'(x,t).n est le flux de particules
(par unité de temps) a travers un élément de surface plane, perpendiculaire a n en x et
d’aire 1 (cf. annexe C).
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On suppose pour la suite que u et F' sont réguliers et on considere O C 2 de bord régulier.
La variation de masse dans O est due a la création/destruction de particules dans O et
au flux de particules a travers 0O

%/Ou(a:,t) da?:/Oq(x,t) da:—/ao F(x,t).n(z) dS,

d’otu, pour tout O C (2,

/ wg(x,t) de = / ( — div(F(x,t)) + q(x,t)) dx,
o o
dont on tire la loi d’équilibre de la population

u = —div(F) + ¢ dans Q.

Pour exploiter le modele on va se donner F' et ¢, deux cas sont présentés :

e Siu(x,t) est la température, alors la quantité de chaleur dans 2 & I'instant ¢ est donnée
par [ cpudx, ou c est la capacité calorifique, p la densité du corps et on suppose, pour

Q
simplifier, que cp = 1.
Lot de FOURIER :

la chaleur va des régions chaudes vers les régions froides a une vitesse pro-
portionnelle a la variation de température.

On suppose de plus que 'on ne peut perdre de la chaleur que par 0f), on a donc
F = —kVu, ou k(x,t) est la conductivité de chaleur, et ¢ = 0.

Dot uy = div(kVu) = VE.Vu + kAu et, si k est constant, u; = k Au.
On a obtenu 1"équation de la chaleur.

e Si u(x,t) représente la concentration de particules on a la
Loi de FICK :

les particules vont des hautes densités vers les faibles densités et leur flux est
proportionnel a la variation de la densité.

On obtient encore F' = —DVu, ou D est le coefficient de diffusion, et d’ou I’équation
de réaction-diffusion
u = div(DVu) 4 q.

Exemple : Soient A et B des substances chimiques qui réagissent suivant la loi A+B —
2B 4+ R. On note a, resp. b, la concentration de A, resp. B.
Si on a un mélange parfait de A et B les concentrations vérifient le systeme différentiel

ordinaire
a; = —ab
bt = ab ‘

Si A et B n'ont pas été mélangés et si on veut modéliser leur diffusion, on obtient le

modele de réaction-diffusion
{at = DiAa — ab

by = DyAb+ab

2.3. EQUATION DE LA CHALEUR



Georges KOEPFLER - M1 2009-2010 27

2.3.1.2 Equations d’advection-diffusion

On considere le mouvement de particules (atomes, insectes) sur une grille discrete monodi-
mensionnelle x; = in (n > 0). On suppose que ces particules peuvent changer de position
tous les 7 > 0 et qu’elles bougent d’au plus £7. On note ¢, =nr.

On note u! la probabilité d’étre en z; a l'instant ¢,,, avec Z uy oo w(ty, r)dr =1.

T

De plus on note p}' la probabilité de passer de la position z; a la position z;;; entre ¢, et
tni1, et ¢ la probabilité de passer de la position z; a la position z;_; entre ¢, et t,,1 .

tn+1 b

I

Ti-1 x; Tit1

La probabilité pour une particule d’étre en z; a 'instant ¢,,.; est donné par I’équation de
CHAPMAN-KOLMOGOROV

U?H =pigui +qiaui + (L —pf — ¢ )u

n
79

ou les trois termes du membre de droite représentent respectivement la probabilité d’ar-
river en x; depuis z;_; , depuis x;; ou de rester en x;, entre ¢,, et t,11 .

Si on réécrit I’'équation sous la forme

n+1 n n n n n
U,  — Y L Pty — gty n Piv1 — %41 5,
_— = — _ Uu.: _ U,
- oy ( nu;_ - Uiy
L (pia+ay o P T 4 o Pt at
po (P Ty 2 ey Pt T 2 0 g PTG 2
7]2 < 27 nu_y 27 N Uiy 27 nou;
. PP — 4 PPt a o
et si on suppose que ——=n — ¢(x,t) et S d(x,t)
T

quand 7 et 1 tendent vers 0, on obtient I’'équation de FOKKER-PLANCK :

% = —% [c(t,x) u} + ;—; [d(il?,t) U] ;

ou c(x,t) est la vitesse d’advection (ou convection) et d(x,t) le coefficient de diffusion.
Note : les limites ci-dessus se justifient dans le cadre de la théorie des processus de MAR-
KOV.

Sic >0, e p!' > g, les particules ont un mouvement vers la droite, si ¢ < 0 on a un
mouvement vers la gauche.
Si d est grand, i.e. p! + ¢ grand (= 1), les particules ont tendance a se déplacer.
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28 UFR de Mathématiques et Informatique, Université Paris Descartes

Sipl'=q =1/2 alors ¢(z,t) = 0 et d(z,t) = D est constante, on obtient I’équation de la
chaleur u; = D Uy,

Sic(x,t) = Cetd(x,t) = D on aune équation d’advection-diffusion : uy— Dz, +Cu, = 0.

Interprétation : considérons un tube dans lequel coule de l'eau a la vitesse C' > 0 et
contenant des traces de polluant. La distribution initiale de polluant est, a I'instant £; > 0,
transporté par advection de Ct; et modifiée par diffusion.

t=20 t=1
o of ° ® o o
e o° °
0o ® — C— . ® o o
® o o °
° o o
t | |
z=0 =0 r=Cth

Remarque : Si on modélise des phénomenes thermiques on parle de convection et donc
d’équations de convection-diffusion : les mouvements de masses d’air dans ’atmosphere
et les courants océaniques dus a des différences de température influencent le climat de
la terre. Des phénomenes de convection thermique sous I’écorce terrestre et dans le noyau
sont responsables de la tectonique des plaques et de la création du champ magnétique
terrestre.

2.3.2 Calcul d’une solution

u(z,t) = Au(z,t) sur R x R%

On considere le probleme { 4
u(x,0) = f(z) surR

On va déterminer, de facon formelle, une solution en utilisant la transformée de FOURIER

1 —ix
)i /Rdu(x,t)e Sda .

t(gat) = :|€|2U(€>t)
v(£,0) = f(§)

de u par rapport aux variables d’espace x : v(&,t) =

i~

On obtient 1’équation différentielle ordinaire en v : { ,

~

dott (&, t) = F(E)e ¥t et

1 ~ 9,
i) = s [ FO == [ o) sy

1 z—y|?
ou K(x,y,t) = ol H

(2r)d /Rd exp <Z (z—y).§— |£|2t) d¢ = e

Remarques :

~ 1 |2
1. La fonction K(x,t) = K(x,0,t) = We_T Ig~0y est une solution fondamen-
m

tale, de pole (0,0) € R? x R, de I’équation de la chaleur.

1 lu|?

2. Ona K(z,y,t) = G g(x —y) avec G,(y) = me 207 | la Gaussienne centrée
o

d’écart type o .
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SOLUTION FONDAMENTALE POUR d =2 :
|2|?

Ir’(ax, t) = H{’_?

i Hlllll\ 0
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K possede les propriétés suivantes :
a) K(z,y,t) est de classe C* pour z, y € RTet t > 0.

b) Pour z, y € Rl et t >0, <§t Ax>K(x,y,t):0.

c) / K(x,y,t)dy=1pourx € R¥et t > 0.
R4

d) Pour x € R% et § > 0 on a lim K(z,y,t)dy =0
=0 Jly—el>s

Grace a ces propriétés on démontre que u est bien une solution, on a le

THEOREME 2.3.1
Soit f € CY(RY), i.e. f continue et bornée, alors la fonction définie par

u(z,0) = f(x) pour x € R?
o 1 _\w*y\2 d
u(m,t)—W/Rde - f(y)dy pourx € R ett >0,

est € sur R x R*, vérifie uy = Au sur R? x R* et est continue sur R? x Ry.

Remarques :

1. Si f est borné on a pour tout x € R et t > 0 : 1nff < wu(z,t) <supf.
Rd
2. On peut assouplir les hypotheses du théoreme :
soit f une fonction mesurable et supposons que pour tout y € RY, |f(y)| < M elvl®,
avec a, M des constantes fixées. Alors la fonction u, définie dans le théoreme, vérifie
u, = Au et est C en tout (z,t) € RYx]0, [

Si f est continue en gy on a en plus ( )lir? )u(x,t) = f(xo).
z,t)—(xo,0

Donc méme avec des données initiales non continues la solution devient, a l'instant
t > 0, de classe C* : I’équation de la chaleur a un effet régularisant.
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3. L’exemple de TikHONOV montre que la solution u du théoreme n’est pas unique.

. e Y pourt >0 9 — ¢M(t) 2%k
Soit p(t) = { 0 pourt<0 et, pour (z,t) € R? posons u(x,t) = Z oh)] :

Alors u € C®°(R?), vérifie u; = u,, sur R x R et, pour tout z € R, u(x,0) =0.

1 _lal?
——e¢
(4mkt)d/2 ’
définie pour (z,t) € R x R, comme solution au sens des distributions du probleme :

4. Le théoreme précédent permet de considérer la fonction u(z,t) =

w(x,t) = kAu(z,t) sur R x RY
u(z,0) = d pour z € R4

5. La valeur en (z,t) de u, définie dans le théoreme précédent, dépend, pour ¢ > 0, de
tous les points y € R?. Réciproquement la valeur de f en y, € R? affecte & I'instant
t > 0 (petit) les valeurs de u en tout point z. Les effets de I’équation de la chaleur
voyagent a vitesse «infiniey.

On s’intéresse donc plutot a la vitesse de diffusion d’une certaine proportion a de
la concentration, resp. chaleur, initiale. Considérons une diffusion modélisée par

1
uUnt) =7

la quantité de particules « se trouve dans l'intervalle [—z,,x,] et

1 / 2 1 / 2 2 /r ey
o = e 't AQr = e tadAr = —= e Z .
Wkt J ., Tkt Jo VT Jo

L’intégrale de droite étant constante, on trouve que z, est proportionnel a 2v/kt .
On dit que t = 22 /k est le temps de diffusion.

x2
e pour (z,t) € R x R% . Soit o €]0, 1] donné, a 'instant ¢ > 0

On peut comparer le temps de diffusion au temps d’advection t = x/c, voir p. 15.

2.3.3 Principe du maximum et unicité

On va traiter deux cas, celui d’'un domaine spatial borné et celui de ’équation de la chaleur
sur R?.

e Cas d’'un domaine spatial borné.

Soit w un ouvert borné de R?; pour T > 0 fixé on pose ) = {(:c,t)/wa, 0<t<T}.

On a 002 = QU 9"} avec
90= (0w x 0.1 U(wx{t=01) . o9

et IQU=wx{t=T}.

Rd
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THEOREME 2.3.2 (PRINCIPE DU MAXIMUM)
Soit u € €°(Q) tel que uy, u,,,, existent et soient continues dans Q.

Siuy — Au < 0 dans €, alors

maxu = maxu .
Q EZ9)

THEOREME 2.3.3
Soit u € €°(Q) tel que uy, uy,,, existent et soient continues dans Q.

Alors u est déterminé de facon unique dans ) si on se donne u, — Au sur Q et u sur 9'S).

COROLLAIRE 2.3.1
Soit ¢ € C%(wx]0,T]), f € C%w) et g € C%(Aw x [0,T]).
11 existe au plus une solution u du probleme
u — Au = ¢ sur wx|0, T
u=fsurwx {t =0},
u =g sur Ow x [0, 7]

continue sur () et telle que uy, uy,,; existent et soient continues sur ).

e Cas ol le domaine spatial est R?.

THEOREME 2.3.4 (PRINCIPE DU MAXIMUM)
Soit f € CO(R?) et soit u € CO(R? x [0,T1]) tel que wuy, uy,,, existent et soient continues
dans R?x]0, T, si de plus

(i) w—Au<0 sur R?x]0, T'[
(i) w(z,0) = f(r) pourx € R
(iii) u(z,t) < M e’ sur R4x]0, [

alors
u(z,t) < sup f(z) sur R x [0,77] .

z€R4

COROLLAIRE 2.3.2
Soit ¢ € CO(RY x [0, 7)), f € CO(RY).
Il existe au plus une solution u € C°(R¢ x [0, T]) du probléme

uy — Au = ¢ sur R4 x]0, T']
u = f sur R* x {t = 0}

qui vérifie [u(z,t)| < M e sur R? x [0, T], pour des constantes M, a > 0.
Remarques :

La solution obtenue dans la section 2.3.2 est unique si f est borné et si 'on se restreint
aux solutions bornées.
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Si f est majoré par une expression du type M e?"® et si on se restreint aux solutions
vérifiant le méme type de majorations, on obtient encore une solution unique (cf. remarque
3, section 2.3.2).

L’exemple de TIKHONOV ne peut pas vérifier une majoration du type M el et permet de
construire des solutions «tres» croissantes a partir de n’importe quelle condition initiale f.

2.3.4 Régularité sur un domaine borné

Soit w un ouvert borné de R? avec dw régulier, on pose Q = wx]0, 7.

On suppose que u, u; et les u,,,; existent et sont continues dans Q et que uy — Au =0
dans €).

Pour v € €2(2) quelconque on a

0= /Qv(ut — Au) dzdt = /w (v(x,T)u(x,T) —v(z,0)u(z, 0)) dx

T du dv
—/Qu(vt—l—Av) dmdt—/o /(% <U% — gu) ds, dt.

En particulier on pose v(z,t) = K(z,y,T+ec—t) pour y € w fixé et ¢ > 0. Alors v € C*(Q)
et vy + Av = 0, donc (2.8) devient

(2.8)

/ny, e)u (de:E—/ny,T—I—e) (x,0)dx
(2.9)

du K
/ /&J( . y,T—l—a—t)dn(x,t)—a(x,y,T—i—a—t)u(x,t)) 43, dt.

Si on fait tendre e vers 0 le membre de gauche de (2.9) tend vers u(y,T’), en effet il est
solution de w.(y,e) — Ayw(y,e) = 0 avec w(y,0) = u(y,T) (méme démonstration que
pour le théoreme 2.3.1).

Si on pose K(x,y,s) = 0 pour s < 0, alors K(z,y,s) est C pour z,y € RY, x # y et
s € R. On obtient

/K:cy, u(z,0)dx

//(%( (x,y, T t)j (x,t) — i[;(xvva—t)u(z,t))dedt.

De cette expression on déduit que u est € pour tout y € wet T > 0.

(2.10)
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2.4 Equation des ondes

Dans cette section on va étudier I’équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre deux

2

82 =0

9*u ’
uy(x,t) — AAu(z, t) = Z
pour u défini sur R x R et ¢ > 0.

C’est I’équation des ondes qui modélise des phénomenes d’évolution : corde ou membrane
vibrante, ondes acoustiques ondes électromagnétiques, ondes sismiques, ...

On note Ou = (8152 Z 02 ) u le D’ALEMBERTIEN de w.

Remarque : Une inversion et translation du temps, ¢ = ¢, — ¢, ne change pas 1’équation
aux dérivées partielles, on va restreindre I'étude a ¢ > 0.

2.4.1 Modélisation

2.4.1.1 Membrane vibrante

Considérons une membrane élastique en vibrations M. Pour # = (x1,15) € Q C R? et
t > 0, on note u(z,t) la position de la membrane au point x a I'instant ¢ : M, = u (€, ).

Alors uy(x,t) est la vitesse du déplacement (vertical) de la membrane en x a l'instant ¢ et
uy(z,t) est Paccélération.

On suppose des petits déplacements transversaux et on introduit les constantes p € RY,
la densité de la membrane, et 7 € R, le coefficient de tension. On obtient I'expression
suivante pour 1’énergie potentielle du systeme a l'instant ¢, voir aussi page 18,

- f/ IVu(z, t)[*dz
2 Jo

et I’énergie cinétique du systeme est

E. = B/ut(x,t)zdz
2 Ja

D’apres le principe de HAMILTON de la mécanique, la membrane passe de 1’état en ¢t = 0
alétat ent =T, T > 0, par un point critique de la fonctionnelle

A(u):/OT(E E) //put r|VuP) drdt

i.e. la variation premiere de A est nulle. Posons ¢(¢) = A(u + €1), ol la perturbation
admissible @ est réguliere et vérifie @(x,0) = @(x,T") = 0 pour tout z € . On a

T
= / /(putﬂt — 7Vu.Va) dzdt
o Ja
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Iidentité de GREEN et I’hypothese d’admissibilité permettent d’écrire pour tout 4 :

T T du
/ /(—putt + TAu)u dxdt — / / T—udS,dt =0. (%)
0o Ja o Joa dn

Si 'on choisit @ tel que @(z,t) = 0 pour tout x € I et t € [0,7], on obtient grace au
premier terme de la relation (x) 'équation des ondes dans R? :

. T
uy = AU, ouc=,/—.
P

Le second terme de la relation (%) impose des conditions au bord :

d
si la membrane est fixée au bord, u(x,t) = 0; si la membrane est libre, d—u(x, t) = 0 pour
n
(x,t) € 02 x RY

Pour completement modéliser le mouvement de la membrane on a des conditions initiales :
la position u(x,0) et la vitesse us(x,0), données pour z € Q et t =0.

2.4.1.2 Ondes acoustiques

On modélise un fluide (liquide ou gaz) par la densité des particules u(z,t) et la vitesse
V(x,t) pour z € R? et ¢t > 0. La densité du flux de particules uV [particules/m?s]
(cf. annexe C) est ici interprété comme étant la quantité de mouvement ([kgm/s|) des
particules par unité de volume.

[
J / —pla.t) n(a)

On suppose que u et V sont réguliers. Soit €2 un ouvert borné quelconque de R?, de bord
régulier ; pour = € 02 on note n(z) le vecteur normal unité extérieur.
La loi de conservation de masse donne

%/ﬂu(x,t) do = —/aQu(:v,t)V(w,t)-n(x) dSz

/utdx: —/div(uV) dx,
0 0

comme ) est quelconque on obtient la loi de continuité :

ou ,
5= —div(uV). (2.11)

d'ot,

Ecrivons maintenant la loi de conservation de la quantité de mouvement pour chacune
des trois composantes de uV :

g/uvidm:—/ uViVin(x)dS — [ pni(x) dS+/uEdm; (%)
It Jo 0 0

Q
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oi € {1,2,3}, p(x,t) ([N/m?] = [kg/ms?]) est la pression et F(z,t) la somme des forces
extérieures qui agissent au point x (e.g. gravitation).

Le membre de gauche représente la variation de la quantité de mouvement dans €2, le
premier terme du membre de droite représente le flux de la quantité de mouvement a
travers 02, le second la pression sur la paroi 0f et le troisieme 'apport des forces externes.
En appliquant le théoreme de la divergence on a, pour 1 <17 < 3 :

ouv; . Op B
/Q ( BT + div(uV;V) + Froi uE) dx = 0. (%)

En supposant p et F' réguliers et comme € est arbitraire la relation (%) donne

oV, ou . ~ Op
u( T + V.VVi> + VZ<E + dlv(uV)) = s, + uF; .
En utilisant (2.11) on obtient la loi du mouvement :
1
8—V+(V.V)vz ——Vp+F. (2.12)
ot u

Les quatres équations aux dérivées partielles (2.11),(2.12) sont complétées par la loi détat :
p(z,t) = p(u(z,t)) ; la pression est fonction croissante de la densité du fluide.

Noter que le terme d’advection (V.V)V = DV V est non linéaire et qu’il est en partie a
I'origine de phénomenes complexes, et intéressants, en mécanique des fluides.

Approximation acoustique : Pour simplifier notre modele on va négliger les forces externes,
donc F' = 0. De plus, la propagation du son dans un gaz (e.g. l'air) est le résultat de
vibrations que 'on va supposer faibles : V' est petit et le terme d’advection dans (2.12)
est négligeable. Finalement, on suppose que la densité et la pression s’écartent peu de
quantités nominales ug et pq :

w(z,t) = ug + u(x, t), 0 << ug et p(z,t) = po+ plz,t),p << po .

On linéarise les équations de la dynamique des fluides autour de (u,p, V') = (uo, po,0) .

q _

Alors p = d—p(uo) @ et I’équation (2.11) devient : ?9_1: +updiv(V) =0,
u

tandis que 'équation (2.12) s'écrit : N _ B va

andis que I'équation (2.12) s’écrit : o = — 7 (u0) V.

En dérivant la premiere équation par rapport a t et en utilisant la seconde, on obtient

oa _ (Y
oz~ Y Ty

d o L D%t _
On pose ¢ = —p(uo) et @ vérifie donc 1’équation des ondes dans R : = = > A@l .

du ot?

La propagation des ondes acoustiques se fait par augmentation et diminution de la densité
de particules. Pour 'air la vitesse des ondes est ¢ = 340m/s.

CHAPITRE 2. LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES LINEAIRES CLASSIQUES
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Remarque : Les ondes sur une membrane ou corde vibrante sont dites ondes transversales
car elles se propagent dans la direction perpendiculaire au mouvement des particules. Les
ondes acoustiques sont des ondes longitudinales car elles se propagent dans la méme
direction que les particules.

Direction de propagation des ondes

s\
NS H

Ondes transversales Ondes longitudinales

2.4.2 Equation des ondes dans R

On considere le probleme

U (w,t) = Fugy(z,t) sur Rx RYL, c € R}
u(z,0) = f(z) pour z € R (2.13)

u(z,0) = g(x) pour z € R

x4+ ct

o O obtient I’équation wug,(&,n) =0.

Grace au changement de variables { f}

Le domaine de u étant connexe on trouve u(&,n) = F(&) + G(n), ou F et G sont des
fonctions d’une variable réelle de classe G2, et on a

u(z,t) = F(x + ct) + G(z — ct).
La solution générale de 1’équation des ondes dans R est donc obtenue par superposition
de v, solution de v; — cv, = 0 : v(z,t) = F(x + ct), et de w, solution de w; + cw, = 0 :
w(z,t) = G(x — ct).
u(z, t) = F(z + ct) + Gz — ct) u

—ct et

Le graphe de u dans le plan xu montre deux ondes, solutions de deux équations de
transport, qui se propagent, sans changer de forme, vers la gauche pour v et vers la droite
pour w.

En utilisant les conditions initiales de (2.13) on trouve

5 —i—%/ gly)dy+ X et G(x):T——/Oxg(y)dy—A.

x
0
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Si f € C*(R) et g € C'(R), le probleme (2.13) admet une solution unique de classe €? sur
R x R, donnée par la formule de b’ ALEMBERT

(e, t) = %(f(m +et)+ flz— ct)) + % /;Ctg(y) dy. H (2.14)
Remarques :

1) La valeur de u(x,t) dépend des valeurs de f et g sur lintervalle [z — ct,x + ct], c’est
le domaine de dépendance.

Réciproquement, le cone d’influence du point (€, 0) est 'ensemble {(m, t)/|x—=¢| < ct} :

L’information voyage a vitesse finie c.

t t
x, 1l
(z.1) r—ct=¢§
xT x
(x —ct,0) (x + ct,0)
Domaine de dépendance Cone d’influence

2) La fonction (2.14) est au plus aussi réguliere que les conditions initiales f et g.

3) Pour ¢ > 0 on considére I'équation des ondes uy = c*u,, dans R x RE (%)
On note (ABCD),. le parallélogramme formé par les points A, B, C et D et dont les
cOtés se trouvent sur des droites caractéristiques de (x) .

t

T+ ct =&

(61,0) (62,0) (¢3,0) (€4,0)

Soit u € C*(R x R* ), alors u vérifie 'équation aux dérivées partielles (x) si et seulement
si pour tout (ABCD), CR xRy 1 u(A) +u(C) =u(B) +u(D) .

CHAPITRE 2. LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES LINEAIRES CLASSIQUES



38 UFR de Mathématiques et Informatique, Université Paris Descartes

2.4.3 Méthode des moyennes sphériques (d > 2)

Soit h € C%(RY), on définit la moyenne sphérique de h sur la sphere S?1(z,r) par
1

wgrd—1

/ h(y)dS, = L / h(x + 7€) dSe .
ly—z|=r €1=1

Wd

My (x,r) =

La fonction M), est ainsi définie pour tout r» € R et on a M, (x,r) = My(x,—r).
Si h € C*(RY), alors M), € C¥(R+1),

1 T
En particulier si h € C%(R%) on calcule %Mh(:)j,r) = EAI(/ M, (x, p) d,o) :
0

On en déduit I’équation de DARBOUX, vérifiée par toute moyenne sphérique d’une fonction
h de classe G2

(0> d—10
(ﬁ + . E) My(z, 1) = Ap My (z,7)
My, (x,0) = h(z) (2.15)
0
\ EMh(x,O) =0

Application a I’équation des ondes (d > 2)
Soit u € C?(R? x R,) solution du probleme

uy(x,t) = & Au(x,t) sur R x R*
u(x,0) = f(x) pour z € R? (2.16)
uy(x,0) = g(x) pour z € R?

1
On définit la moyenne sphérique de u : M, (z,7,t) = —/ u(x + 1, t)dSe,
Wa Jigl=1

avec u(xz,t) = M,(x,0,t).

2 -1
Grace a I’équation de DARBOUX (2.15), ona A, M, = 7 + i-19 M,
or? ro or

1 0?M,
c? Ot?

or, par un calcul direct on obtient A,M, =

Donc M, est solution, pour x € R? fixé, de I’équation d’ EULER-DARBOUX-POISSON :

M, ”? d-10 .

P (z,7,t) = (W +— 5) M, (x,r,t) pour (r,t) € R* x R}
M, (x,r,0) = M¢(z,r) pour r € R (2.17)
M,

agtu (x,7,0) = My(x,r) pour r € R

On a donc transformé ’équation des ondes dans R? en une équation aux dérivées partielles
avec variables scalaires r et ¢

2.4. EQUATION DES ONDES
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2.4.4 Equation des ondes dans R?

On se propose de résoudre le probleme (2.16) pour d = 3.

En utilisant (2.17) on montre que la fonction v(r,t) = rM,(z,r,t) est solution de 1'équa-
tion des ondes pour d = 1

v (r,t) = A vp(r,t) pour (r,t) € R x RY
v(r,0) = rMy(z,r) pour r € R
v(r,0) = rMy(z,r) pourr € R

D’ou, grace a (2.14) et du fait que My et M, sont paires en r :

1
Mu(llf,’f’, t) = —'U(’I", t)
r
1 1 ct+r
= — ((ct +r)Mp(x,ct + 1) — (ct —r)Mp(x, ct — 7“)) + — / pM,(z, p)dp.
2r 2cr Jo—y

Finalement, en faisant tendre r vers 0, on obtient la représentation suivante d’une solution
u de (2.16) pour d = 3.

(e, t) = %(t Mf(x,ct)> +t M, (x,ct), (2.18)

et la formule de KIRCHHOFF pour le probleme (2.16) en dimension 3
1 0 1
— as, + = ( as, ) 2.1
me ] owds g [ swas) e

Toute solution du probleme (2.16) en dimension 3 qui est de classe €2 sur R® x R, est
donnée par la formule (2.19) et est donc unique.

u(z,t)

Réciproquement, pour f € C3(R3) et g € C*(R?), la fonction définie par la formule de
KIRCHHOFF (2.19), est de classe €% sur R® x R, et est solution de (2.16).

Grace au changement de variables y = x + ¢t £, 'équation (2.19) devient

u(z,t) = %/5:1 (tg(x+ct§) +flx+ctl) +ctVf(x+cte) .5)(155. (2.20)

Remarques :

1) Les formules (2.18) et (2.20) montrent que 'on perd de la régularité.
En effet si f € C*(R) et g € C*H(R), alors M; € C*(R?) et M, € C*1(R?) et u est de
classe C*~! pour t > 0.
Donc u est moins réguliere que sa valeur initiale u(z,0) ou, autrement dit, des petites
irrégularités dans la condition initiale f peuvent s’accumuler en ¢ > 0 et rendre u(.,t)
moins réguliere.

Il est intéressant d’étudier le comportement de u par rapport a une énergie

E(t) = % /R 3 (ut(:c,t)z + c2|vu<x,t)\2) dz |
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E

On montre que d— = / (ut(utt — Au) + CQdiv(utVu)> dx .
dt R3

1

dE
Si on suppose que |ui(x, t)Vu(z, t)| < TTap on a E(t) = 0 pour tout t > 0.

En particulier, si u = 0 pour |z| grand, le comportement L? ne change pas avec .

2) Grace a (2.20) on constate que la valeur de u(z,t) dépend des valeurs de f et g pour
y € S%(w, ct). Donc pour d = 3 le domaine de dépendance est la surface S?(x, ct).

R® x {t} :
$ R‘d X {0}

Domaine de dépendance Cone d'influence

/ (4.0)
R3 x {0}

Réciproquement, les données initiales au point (y,0) € R®* x R, n’ont de I'influence sur
u a Uinstant ¢ qu’aux points x € R3 qui vérifient |y — z| = ct.

Le cone d’influence de (y,0) est la surface dans I'espace-temps R? x R, formée par
le cone de sommet (y,0) et d’axe de symétrie {(y,t)/t > 0}, c’est-a-dire I’ensemble

{(x,t)/|y—:)s| — ot t > o}.

3) Supposons que le support de f et g est Q = B3(0,7) C R3.
Pour que u(x,t) soit non nul il faut que z € S%(y, ct) avec y € €.
Or T'union de toutes les spheres de centre y € ) et de rayon ct est la sphere de centre
0, de rayon ct et d’épaisseur 2r.
Donc supp(u) = B3(0,ct + 1)\ B3(0,ct —r) et on constate que le support de u, dans
R3, se répand a la vitesse finie c.

Pour z fixé et pour tout t < t; = (Jx| —r)/cet t >ty = (|z|+r)/con au(z,t)=0:le
front d’onde arrive en x a l'instant ¢; et a partir de 'instant ¢, 'onde est passée.

Dans R? on a le
Principe (fort) de HUYGENS : le domaine de dépendance est une surface dans R3.

Cette propriété permet la modélisation par ’équation des ondes de la transmission de
signaux & vitesse finie dans R3.
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ct—r

ct+r

z = (a,0,0) avec |a| < ct —7

Z = (a,0,0) avec |a| > ct +r

Coupe de R? suivant ;23 a l'instant ¢

4) Pendant que le support de u se répand u décroit en 1/¢.
En effet u(x,t) dépend des valeurs de f et g sur S?(x,ct) N B3(0,r). Comme laire
maximale de cette intersection est I'aire de S%(0,r) = 47r?, et en supposant que g, f
et ses dérivées partielles d’ordre 1 sont bornés, on a grace a (2.20)

7”2

1
c2t2 t

lu(z, t)] < (t sup |g| + sup | f| + ctsup |Vf|) ~ — pour t grand.
Q Q Q

2.4.5 Equation des ondes dans R2

Pour obtenir la solution de I’équation des ondes pour d = 2 nous allons utiliser la méthode
de descente de HADAMARD :

La solution de 1’équation aux dérivées partielles dans R? est considérée comme étant une
solution de I’équation des ondes dans R? indépendante de la variable z3.

La solution u(zy, x,t) est donnée par la formule de KiRcHHOFF (2.19) avec x3 = 0.

Les conditions initiales sont f(y) = f(y1,v2) et g(v) = g(y1,y2) -

Pour & = (21,22,0), § = (41,92, Y3) on a ct = |§ — &| = \/(?Jl — 1) + (Yo — 22)? +y~32.

L’intégrale sur les points 7 de la sphere S%(z, ct) devient une intégrale sur les y = (11, 72)
du disque By(z,ct), ou x = (x1,x2).

On obtient la formule de PoissoN pour I’équation des ondes en dimension deux

1 9(y) 011 / f(y)
uw(z,t) = — dy + — [ — du) .
( ) 27TC /|’:l/—:c|<ct \/02t2 — |y — LUP J at (27TC \y—x\<ct \/C2t2 — ‘y _ .CC|2 y)
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Remarques :
1) Le domaine de dépendance de (x,t) est le disque By(z, ct).

Réciproquement, les données initiales en un point (y,0) € R? x R, ont de I'influence &
I'instant ¢ sur tous les points de By(y, ct) .

Le cone d’influence est le cone solide dans R? x R, : {(a?, O/ ly—z| <ct,t > O}.

R? x {0}

Domaine de dépendance Cone d’influence

R? x {0}

Les perturbations en un point z € R? vont durer indéfiniment : dans R? on ne peut pas
transmettre de l'information.

2) Comparer le comportement des solutions de I’équation de la chaleur et de I’équation
des ondes (d = 1,2 et 3).

2.4.6 Méthode de Duhamel pour ’équation des ondes non ho-
mogene

uy(z,t) —  Au(z,t) = w(z,t) sur R? x RY
On s’intéresse au probleme u(z,0) = f(x) pour x € R? .
g

uy(2,0) = g(x)  pour v € R

Grace a la linéarité il suffit d’étudier le probleme avec conditions initiales homogenes

uy(z,t) — & Au(z,t) = w(z,t) sur R? x R
u(z,0) =0 pour z € R? (2.21)
u(z,0) =0 pour z € R?

On a la

PROPOSITION 2.4.1
La solution du probléeme (2.21) est donnée par

t
u(x,t):/ U(x,t,s)ds pour x € R et t > 0,
0

2.4. EQUATION DES ONDES
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ou U(x,t,s) est, pour tout s > 0, solution de

U, =AU pourzeR? t>5>0
U(z,s,s) =0 pourz € Rt = s
Uiz, s,s) = w(x,s) pourz € R t=5s.

La méthode de DUHAMEL permet de réduire le probleme (2.21) en une succession de pro-

blemes homogenes.
Vi =cAV pourzeR? t>0
Si on pose V(x,t,s) = U(x,t+s,5) ona ¢ V(z,0,s) =0 pour z € R ¢t =0.
Vi(x,0,s) = w(z,s) pour z € R t =0

Or on peut calculer V' en dimension un, deux et trois :

1 r=ct
e solution de (2.21) pour d =1; on a V(z,t,s) = % / w(y, s) dy,

—ct

1 t
d’ou u(x,t) = — / / w(y, s) dyds ;
2¢ 0 J|y—z|<c(t—s)

ydy

1
e solution de (2.21) pour d =2, on a V(x,t,s) = 5 / 7 2:(?/"5) ;
e ly—z|<ct C — |y —

1 t
d’on u(r,t) = — / / w(y, s) ,dyds ;
2mc 0 Jy—z|<c(t—s) \/C2t2 — |y — l’|2

1
e solution de (2.21) pour d = 3, on a V(x,t,s) = P / w(y, s)dsS,,
Tt Jly—af=ct

on obtient u(z,t) = 2
e

dy (potentiel retardé).
ly—z|<ct |y - l’|
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2.5 Classification des e.d.p. linéaires d’ordre 2

Pour u € C2(Q2), Q ouvert de RY, une équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre 2
s’écrit en tout point x de € :

> ayle) 5 axlaxj Zb ax, z) + c(x) u(z) = d(zx), (2.22)

1<i,j<d i=1

ou 'on peut supposer a;; = a;; , pour tout 1 <17,5 < d.

On définit le symbole de I’équation aux dérivées partielles (2.22), en x € Q et pour tout

62(517"'a§d) ERdapar
M) = ) @) &

1<i,j<d

Pour tout = € Q, A, est une forme quadratique de matrice associée A(x) = (aij(x)> .
1<i,5<d

0x;

Considérons un difféomorphisme ® : Q — Q avec & = ®(z) et dét(DP) = ‘ # 0.
Ox; 1<i,j<d
i . 01']
Pour z, fixé, on pose P =D®,. *, ie. p;; = 5 —=(x4), alors
L

82'& a2u ,
Z aij(r.) m(%) = 1<%1:<d ( Z ;j (z*)pljpki> m(x*) + (termes d’ordre 1)

1<i,j<d

2
- Z apr(Ts) 85? gf (Z.) + (termes d’ordre 1).
1<k,i<d Ll

C’est-a-dire que les coefficients d’ordre deux de 'équation aux dérivées partielles (2.22)
sont transformés de la méme fagon que les coefficients de la forme quadratique A,, sous
la transformation & = Py :ona Az (n) =n' P'A(x,)Pn.

Or, grace a un changement de variables adapté, une forme quadratique réelle peut étre
réduite a sa forme canonique :
m T
2 2
E ny — § Ni s
i=1

i=m+1

oul <m < r <d. Donc, en un point x, € ) donné, I'’équation aux dérivées partielles
(2.22) peut toujours s’écrire sous la forme

g—%(j*) - > g—%(:ﬁ*) + ; bi(Z,) g; (%) + (2 u(Z,) = d(i,) .

i=1 i=m+1
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DEFINITION 2.5.1
On dit que I'équation aux dérivées partielles (2.22) est :

e clliptique au point x, sir =d et m =0 ou m = d, i.e. A(x,) est définie positive ou
négative et a d valeurs propres réelles non nulles de méme signe;

e hyperbolique au point x, sir =d et m =1 oum =d — 1, i.e. A(x,) est indéfinie et a
d valeurs propres réelles non nulles dont une de signe contraire aux d — 1 autres;

e parabolique au point x, sir =d—1et m =0oum =d— 1, ie. A(z,) a 0 comme
valeur propre et d — 1 valeurs propres réelles non nulles de méme signe.
Exemples :

1. L’équation de LapLace dans R? est elliptique en tout point :
d
Vo e RLEERY : AL(6) =) €.
i=1

2. L’équation de la chaleur est parabolique en tout point :

d
V(z,t) € R x Ry, € R Ay (&) =) &7

i=1
3. L’équation des ondes est hyperbolique en tout point :

d
V(z,t) €RTX R, E€RM : Ay(6) =D €263,

i=1
4. Pour I’équation de TricomI dans R? : Ugyz, T Ugyzy = 0, 0N &
Ve € R%, € € R?: Ay(§) =zl + &5 .

Elle est donc elliptique si x5 > 0, hyperbolique si x5 < 0 et parabolique si 2o = 0.

5. L’équation u,,,, = 0 est hyperbolique dans R?.

Remarques :

1. Pour tout point x, € R? on a une transformation qui réduit (2.22) sous forme cano-
nique or cette transformation dépend de z,. Pour d > 3 il est en général impossible
de trouver un difféomorphisme ® qui permet d’écrire I’équation aux dérivées par-
tielles sous forme réduite sur une région donnée (arbitrairement petite).

Dans le cas d = 2 et sous quelques hypotheses sur les coefficients de (2.22) on peut
trouver ® qui permet de mettre (2.22) sous forme réduite.

2. La classification ci-dessus a été donnée pour des équations aux dérivées partielles
linéaires d’ordre deux. On retrouve ces mémes dénominations pour des équations
aux dérivées partielles plus générales, mais qui partagent les propriétés essentielles
avec les équations aux dérivées partielles linéaires présentées dans ce chapitre.
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— On élargit la classe des équations aux dérivées partielles hyperboliques aux équa-
tions qui admettent des solutions de type ondes, 7.e. on a une vitesse de propaga-
tion finie. Considérons par exemple le systeme d’équations aux dérivées partielles
d’ordre un en ¢

Up(z,t) + AUy(2,t) = F(x,t) dans R x RY |

ot U = (u; --- uy) est défini sur R x R, et A est une matrice constante
d’ordre N x N . On a un systeme hyberbolique a coefficients constants si A est
diagonisable sur R.

Cette définition se généralise au cas ot A(x,t) et pour U : R? x R, — RY.

L’équation de transport est une équation aux dérivées partielles hyperbolique
d’ordre un en t.

— Pour les équations aux dérivées partielles elliptiques a coefficients non constants
on utilisera un critere uniforme, voir page 61 .

2.5. CLASSIFICATION DES E.D.P. LINEAIRES D’ORDRE 2



Chapitre 3

Equations aux dérivées partielles
d’ordre un

3.1 Introduction et notations

Dans ce chapitre on s’intéresse au probleme suivant :
Soit € un ouvert de R?, on veut trouver u : R — R solution de

{F(x, u(z), Vu(x)) =0 pour x € ) (3.1)
u(z) = h(z) pourz el C IN .

On suppose que F et h sont au moins de classe C? et que € est une hypersurface réguliere.

Exemple : Pour F(z,u,Vu) =v.Vu— f =0, avec v = (C € R, on obtient I’équa-

1
tion de transport, cf. page 15, que l'on integre sur les droites caractéristiques.

Idée : soit u une solution de (3.1) et z € Q, comme pour ’équation de transport, on
veut calculer u(z) a partir de u(zg) = h(xg), o € I', en intégrant le long d'un chemin
X(s) C .

: X/(S> v
X(s)
z X(0) =z

R? ! r
Rd
Notations : soit I/ C R un intervalle, on définit
X:I—QcR? z: I —R

s X(3) = (ma() i) s () = u(X(9)
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et G:I—QCR?
s — Gls) = (1(s),- -, ga(s) ) = Vu(X(5))

Sur la courbe X 1'équation (3.1) devient : F(a:l(s), conmg(s), 2(8), g1(s), . .. ,gd(s)> =0.

le Fgl
On note VxF = : et VgF = :
F, Fy,

3.2 Etude du cas général

Pour une solution u de (3.1), le théoreme qui suit fait le lien entre la courbe paramétrée
X, la valeur de u sur X, z, et la valeur du gradient de u le long de X, G.

THEOREME 3.2.1 (SYSTEME CARACTERISTIQUE)
Soit u € €%(Q) une solution de (3.1). Si X est solution de

X'(s) = VaF(X(s),2(s),G(s)) (3.2.1)
alors, pour tout s tel que X(s) € €2, z et G sont solution de

J(s) = VeF(X(s), 2(s), G(s)).G(s) (3.2.2)
G'(s) = — VxF(X(s), 2(5), G(s)) — F.(X(s), 2(s), G(5)) G(s) (3.2.3)

Remarques :

1. Les 2d+1 équations différentielles ordinaires (3.2.1-3) forment le systéme d’équations
caractéristiques associé a ’équation aux dérivées partielles d’ordre un (3.1).

2. Les fonctions X, z et G sont appelées les caractéristiques et X est la projection des
caractéristiques ou la courbe caractéristique.

Si I'on se donne des conditions initiales (X (0), z(0), G(0)), alors, grace a la régularité de
F', on a existence d’une solution locale unique (X, z, G) du systeme autonome d’équations
différentielles ordinaires caractéristiques.

Donc, pour obtenir u, solution de (3.1), il faut résoudre (3.2.1-3) pour X (0) =zo € I".

En un premier temps, pour simplifier ’étude, on va montrer que I'on peut supposer que

' est plat au voisinage de x;.

En effet, comme 0N est régulier il est possible d’aplatir I' au voisinage de x, cf. annexe

B. Il existe ®, difféomorphisme de R?, et ¢ > 0 tel que pour tout y € I' N By(zo,€) :
D(y) = (Y1, Ya-1,0).

Si on pose T = ®(z) et @(Z) = w(®(Z)), alors @ vérifie 'équation aux dérivées partielles
d’ordre un ~
F(z,a,Vu) = 0  pour Z € ()
@ = h  pourze d(I).

Dong, si I' est plat au voisinage de zq, les conditions initiales en zy sont :

X(0) = z0, 2(0) = h(xg) = h(2?,...,25 ,,0) et G(0) = py .

3.2. ETUDE DU CAS GENERAL
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Or pour zp € I donné, z(0) = h(xg) est unique, il reste a trouver py .

En dérivant w(yy,...,%a-1,0) = h(yi,...,¥4s_1) en xo et en notant py = (p?,...,pY) =
G(0), on obtient

{p?:hxi(xo), pouri=1,...,d—1 (3.3)

F(xo, h(xo),p(l), o ,pg) =0

On dit que (xg, h(zg), po) est admissible si po = (pY, ..., pJ) est solution de (3.3).

Or on veut résoudre (3.1) dans un voisinage de .
Done, pour tout y = (y1,...,%4-1,0) € I' N By(xg, ), on va résoudre (3.2.1-3) avec les
conditions initiales X (0) =y, 2(0) = h(y) et G(0) = q(y).

Il faut donc trouver ¢ : I' N By(x,e) — R? telle que

q(zo0) = po, (3.4)

ou py vérifie (3.3).
De plus il faut assurer que (y, h(y), q(y)) est admissible, d’ou

{Cb(y) =hg,(y), pouri=1,...,d—1
F(y> ( ) (y)> ">Qd( )) 0

et on a le lemme suivant qui assure l'existence de ¢ :

LEMME 3.2.1
Soit (xg, h(xo), po) admissible et supposons que

ng (an h(l"o),po) 7’é 0.

Alors il existe une solution unique q de (3.4) et (3.5).

La condition Fy,(xo, h(zo),po) = X,(0) # 0, du lemme précédent signifie que le champ
de vecteurs X’ est transverse a I' en g .

Si I" n’est pas plat au voisinage de xq cette condition devient

Ve F (w0, h(x0), po) (o) # 0, H

ou n(xp) est la normale & I" en zy. On dit que I' est non caractéristique en xy pour (3.1).
Dans ce cas X'(0).n(xg) # 0, c’est-a-dire X'(0) & T,,I".

er

Finalement, on montre qu’en «recollant» les solutions de (3.2.1-3) pour des conditions
initiales admissibles, on obtient une solution locale unique de (3.1) et on a le

CHAPITRE 3. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES D’ORDRE UN
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THEOREME 3.2.2 (EXISTENCE LOCALE)
Soit xo €1, (.CL’(), h(ﬂ?o),po) admissible et VGF(LU(), h(l’o),po).n(ﬂ?o) §£ 0.

Alors il existe un voisinage V de x dans R? et une fonction unique u € C*(V), tels que

{F(x,u(x), Vu(z)) =0 pourz €'V
u(x) = h(z) pourxeVNrI.’

3.3 Cas linéaire et quasilinéaire

e équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre un :

On a la forme générale
F(z,u,Vu) = a(x).Vu(z) + b(x)u(z) + c(x) = 0.

Comme Vg F = a(z), I' est non caractéristique en zg € I" si a(zg).n(zg) # 0.

Les équations différentielles ordinaires (3.2.1) et (3.2.2) donnent le systéme caractéristique
réduit

{X’(s) = a(X(s)) (3.6)

d(s) = = b(X(s)) 2(s) — c(X(s)).

Ce systeme différentiel est indépendant de G et grace au résultat d’unicité d’une solution
locale réguliere il suffit d’intégrer (3.6) pour obtenir cette solution.

Exemple : On considere I'équation aux dérivées partielles

{xlum — Ty, = U dans (R%)?

u(z) = h(z) pourz el =R: x {0} .

On montre que pour tout zo > 0, a(zg,0).n(zx,0) = z¢ > 0, donc I' est partout non
caractéristique. Les courbes caractéristiques sont des quarts de cercles et la solution du

probleme est
Vi, 22) € (R < uley,a2) = (3o +a3) " (2)

e équation aux dérivées partielles quasilinéaire d’ordre un :

La forme générale est
F(z,u,Vu) = a(z,u).Vu(z) + b(x,u) =0.

On a VgF = a(x,u) et T est non caractéristique en zq € I' si a(xg, h(xg)).n(xg) # 0.

Le systeme caractéristique réduit s’écrit

(3.7)

3.3. CAS LINEAIRE ET QUASILINEAIRE
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Comme dans le cas linéaire, il suffit de résoudre (3.7) pour trouver la solution réguliere
locale.

Exemple : On considere I'équation aux dérivées partielles
{um + Uy =u?  dans Q=R x R
wu=nh surI'=Rx{0}.

On montre que I' est non caractéristique en tout point et que les courbes caractéristiques
sont des droites. La solution est donnée par

h(ﬂ?l — 1’2)

1— LIZ‘Qh(SL’l — 213'2)

u(xy, za) = pour tout (z1,x2) €  tant que zoh(ry — z9) # 1.

Dans la suite on va étudier d’autres cas ou la solution n’existe pas dans tout €.

3.4 Lois de conservation scalaires

Dans cette section on s’intéresse a un type particulier d’équations aux dérivées partielles
quasilinéaires d’ordre un, les lois de conservation scalaires. Ce sont des problemes de la
forme

u(z,t) + f(u(z,t), =0  sur R x R} (3.8)

olt f € C*(R) et avec u(z,0) = h(x).

3.4.1 Modélisation

On considere des particules en déplacement le long de I'axe Ox ; u(x,t) est la densité de
particules en z a l'instant t. Soit 2 =]a, b[, on pose

b
mg(t):/ u(z, t)dz .

On suppose que la variation de masse dans () est uniquement due au flux de particules,
f(u), en x =a et = b. En tenant compte du signe du flux on obtient :

d b
Emg(t) :/a w(z, t)dx

= flula,) = flulb,t) = = | flu).ndo

_ _/abf(u)xdx . /Qdiv(f(u))d:r.

En supposant que u est régulier et comme 2 est quelconque, on obtient la loi de conser-
vation de la masse

Si 'on se donne la vitesse v des particules alors f(u) = vu ([p/s] = [p/m][m/s]).

CHAPITRE 3. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES D’ORDRE UN
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Exemples :
1. Si la vitesse est constante, v = ¢, on retrouve I’équation de transport.

2. Si on modélise le trafic routier, une relation simple entre la densité du trafic u et la
vitesse des voitures (ou vélos) v est

u
U = Umaz (1 - ) )
Umax

Pour une route vide (u = 0) la vitesse est v,,q, mais la vitesse décroit vers 0 quand
le trafic arrive a saturation (v = U, ), le flux est

F(1) = 4 (1— u )

umax

Des expériences américaines, menées en 1959 dans un tunnel, ont conclu que le flux
de véhicules y pouvait étre modélisé par f(u) = auln(w,e./u) -

3.4.2 Etude de I’équation de Burger’s
Modélisation :

On considere des particules en déplacement le long de 'axe Oz, v(zx,t) est la vitesse de la
particule qui se trouve en  a l'instant . On se donne la vitesse initiale h(z) = v(z,0).

On considére une particule X qui se trouve en zy = X(0) pour t = 0 et en z = X ()
a l'instant ¢, alors v(X (t),t) est la vitesse de la particule X a l'instant t. En particulier
v(x0,0) = v(X(0),0) = h(xg).

Supposons que chaque particule se déplace a vitesse constante : v(X(t),t) = h(X(0)).

d
En dérivant par rapport a ¢ (a «particule fixe»), on a : v, —X(t) + vy = v,v + v, =0.

dt
On obtient ainsi 1’équation de BURGER’s pour des fluides non visqueux :
v +ovv, =0 dans R x R%
v(z,0) = h(z) pour z € R

C’est une équation du type (3.8) avec f(v) = %1)2.

Etude de I’équation :

I' = Rx {t = 0} et on montre que I" est non caractéristique en tout point (z,0). Pour tout
r € R il existe un voisinage de (z,0) € R? dans lequel (3.9) admet une solution unique
réguliere.

¥(s) = =z z(0) = x
Le systeme caractéristique s’écrit : ¢ ¢/(s) = 1 avec les c.i. t(0) = 0
Z(s) =0 2(0) = h(zo)

Les courbes caractéristiques sont les droites passant par (zg,0) d’équation

x = + h(xg)t et le long desquelles v(x,t) = h(xg).

Une droite caractéristique représente le chemin dans 'espace-temps de la particule X,
partie de zp = X(0).

3.4. LOIS DE CONSERVATION SCALAIRES



Georges KOEPFLER - M1 2009-2010 53

Comme v(z,t) = h(xg) = h(z — h(xg)t) = v(x — v(x,t)t), la solution de (3.9) vérifie
I’équation implicite

v=h(x—uvt).
Supposons qu'une deuxieme particule X, X;(0) = x; > xg, se trouve a l'instant ¢ en x :

Ty — Zo

r=x9+ h(xg)t =21+ h(xy)t doncsi h(xg) # h(zy) : t= e — (@)

Si h est croissante il n’existe pas de t > 0 vérifiant cette relation.
Si h n’est pas croissante un tel instant ¢ > 0 existe et v n’est plus une fonction, v(z,t)
devant étre égal a h(xo) et h(xy).

ZTo xr T Zo Ty

h non croissant h croissant

Les particules rapides (vitesse h(zg)) vont rattraper les particules lentes (vitesse h(zy)).

_/ = =

X0)=zy X400)=21 =z x=X()=Xi(t) x
, . e h/(xo)
Calculons v, le long d'une droite caractéristique : v, = ——————.
1+ h/(ﬂ?o)t
1

Done si h'(zg) < 0 pour t — — (o) on a |v,| qui tend vers l'infini.
L ier instant ou v n’est plus défini daT i ! !

e premier instant ou v n’est plus défini correspond a T'=min [ ——— | = ———

P P P R\ W(x) W(z*)

ou x* est un minimum de A’. On dit que la solution explose (angl. blow-up) en T

Il ne peut y avoir de solution C' au dela de I'instant 7.
Pour pouvoir définir des solutions au dela de T', i.e. sur R x R, il faut introduire des
solutions généralisées.

CHAPITRE 3. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES D’ORDRE UN
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3.4.3 Solutions faibles et chocs

Soit la fonction test ¢ € D(R x R, ), en supposant u de classe C! et en multipliant (3.8)
par ¢ on obtient par intégration par parties

0= /OJFOO/]R(ut—i-f(u)x)gédxdt
:/R(—u(x,0)¢(:c,0)>dx—/R/()Jroouqbtdtdx—/O+OO/Rf(U)¢xdxdt

Cette derniere relation est valable si u n’est pas G, d’ou la

DEFINITION 3.4.1
On dit que u € L (R x R) est une solution faible du probléme

{ut + f(u), =0 dans R x R, (3.10)

u(z,0) = h(z) pourx € R

si pour toute fonction test ¢ € D(R x Ry) on a
+o0o
/ / (u@ + f(u)qu)dxdt _ / h(z)¢(z, 0) do (3.11)
0 R R

Nous allons étudier les solutions généralisées pour un cas particulier simple.

Soit u une solution généralisée de (3.10) dans un ouvert & C R x R* | et C' une courbe
réguliere qui partage €2 en €2 a gauche et {2, a droite de C'.

On va supposer que u est de classe €' sur Q_ et sur 0 , C est I'ensemble de discontinuité
de u.

En choisissant les fonctions test a support compact dans €2_ | resp. €2, , on montre que u
est une solution forte de (3.10) dans Q_, resp. Q.

Pour une fonction test ¢ dont le support est partagé en deux par C' on trouve en utilisant
la relation (3.11)

[ (00 = swm + = wm)ods =,

oun = (n ) est le vecteur normal unité extérieur a {2_ et u_, resp. u,, est la limite de
2

u a gauche, resp. a droite, de C'.

3.4. LOIS DE CONSERVATION SCALAIRES
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Si(€(t),t) = (x,t), t € [0, +00], est une paramétrisation de C, on obtient

| () = flusto) - ) - wo)e@)otso.0 d =o.

Comme ¢ est quelconque, on en déduit la condition de RANKINE-HUGONIOT

fluy) = flu-) H

Uy — U

¢ =

(RH)

qui fait le lien entre la vitesse de propagation de la discontinuité £ et la valeur du saut de

u, resp. f(u), en (£(1),1)).

On voit sur des exemples que la condition de RANKINE-HUGONIOT permet en général
plusieurs solutions généralisées. Nous allons introduire une contrainte supplémentaire pour
éliminer des solutions «non physiques».

w'(s) = f'(2)
Le systeme caractéristique de (3.10) s’écrit t'(s) =1

Z(s) = 0
On en déduit que u(z,t) = h(xg) le long des droites caractéristiques x = xq + f'(h(z)) t,
tant que u est de classe C'.

Considérons ¢ € C avec u_(c) # uy(c) et tel que ¢ est le premier point de rencontre d’une
droite caractéristique venant de (z9,0) € {)_ avec une droite caractéristique venant de
(I‘l, 0) S Q+.

Alors u_(c) = h(xg) et uy(c) = h(xy).

Q+

o €y T

On introduit alors la condition d’entropie :

Pla)>¢>fu) | (E)

i.e. a chaque instant la vitesse du flux a gauche de la discontinuité est plus grande qu’a
droite.

DEFINITION 3.4.2
Une discontinuité C' est un choc si les conditions (RH) et (E) sont vérifiées.

CHAPITRE 3. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES D’ORDRE UN
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3.4.4 Application : modele de trafic routier

On reprend 'exemple du trafic routier ou u(z,t) est la densité de voitures et vélos, et

v(z,t) la vitesse en x a l'instant ¢. La distribution initiale de véhicules est donnée par

u(z,0) = h(xz), ou h : R — [0,1] et il n’y a ni bretelles d’acces, ni bretelles de sortie sur

cette route.

En supposant que v =1 — u, 7.€. Upazr = Vpmaz = 1,
ona f(u) =u(l —u), f'(u) =1 — 2u et on obtient

w+ (u(l —u)), = 0 pour (z,t) € R x RY

“’L’ (3.14)

u(xz,0) = h(x) pourxeR.

Les droites caractéristiques ont pour équation : x = zg + (1 — 2h(x))t.

Si h est de classe ' on sait qu’il existe une solution unique u € C'(Rx]0,T), pour

Si h est décroissante T' = +o00, i.e. initialement il y a plus de véhicules a gauche qu’a
droite et les véhicules a gauche vont moins vite que ceux a droite et ne pourront jamais
les rattraper.

Si h n’est pas décroissante & l'instant T la solution @' cesse d’exister : des véhicules a
grande vitesse arrivent en une zone a grande densité et faible vitesse.

Considérons le probleme (3.14) avec la condition initiale h(xg) = u(zg,0) = { ZG io i 8
D o

un probleme de ce type est appelé probleme de RIEMANN.

En utilisant f et f’ on montre que la condition (RH) s’écrit ' =1 — (u_ + uy),
la condition (£) devient ici u_ < uy .

. 1/2 29 <0
'Slh(%):{/ :c2>0

A droite de zéro il y a un bouchon (v=0) a l'instant t = 0 et les véhicules venant de la
gauche s'immobilisent au fur et a mesure que ’onde de choc £ se déplace vers la gauche.
Sur la figure suivante on a représenté, a gauche, les droites caractéristiques.

) alors S(t) = _% et U(Z',t) - { }/2 ii :i?g

\5 ' 3

0 T T 0 T

Caractéristiques Trajectoires des véhicules

Sur la figure de droite sont représentés les trajectoires des véhicules, obtenues comme

3.4. LOIS DE CONSERVATION SCALAIRES
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suit :
Notons X (t) la position a U'instant ¢ d'un véhicule qui est parti en X (0) = x¢ < 0.
. dX o : 2 <t< —
On connait — = v(x, 1), en intégrant on obtient X (t) = t/2+ 20 0<t< - 7
de 1’0/2 t> —xg

représenté dans le plan af .

. 1/6 zy <0 1/6 =z <t/2
e Si h(xo):{ 1?3 x2>0 , on trouve u(x,t):{ 1?3 x>t?2

Dans ce cas I'onde de choc se déplace vers la droite, les véhicules rapides (v = 5/6) venant
de gauche doivent freiner pour rouler dans la zone dense a v = 2/3. On représente sur la
figure suivante les droites caractéristiques et les trajectoires des véhicules.

t t ¢

5 /

/

0 xT Zo 0 x

Caractéristiques Trajectoires des véhicules

. o 1 Ty < 0 . . . .

e Soit h(xg) = { 1/2 2950 si on cherche une solution de (3.14) avec une disconti-
1 o< —t/2
1/2 x> —t/2

Cette discontinuité n’est pas un choc car (E) n’est pas vérifié. Les véhicules a gauche de

zéro sont a l'arrét et démarrent au fur et a mesure, leur vitesse passant instantanément
de 0 & 1/2. On remarquera que les caractéristiques «sortenty de la discontinuité £ .

nuité vérifiant (RH) on trouve u(z,t) = {

¢ \5

L
0 T T 0 T

Caractéristiques Trajectoires des véhicules
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1 T < —t
Un solution physiquement plus acceptable est u(z,t) = ¢ 1/2 —x/2t —t <z <0
1/2 x>0

Dans la zone {(z,t) /t > 0, —t < x < 0} on a un phénomene de raréfaction; pour pouvoir
accélérer les véhicules doivent avoir de I'espace : la vitesse augmente de facon réguliere de
v=04awv=1/2et la densité diminue.

t
t
to

—x0

0 T i
o 0 T
Caractéristiques
Trajectoires des véhicules

Le déplacement de la particule X (t) telle que X (0) = xy < 0 est donné par

X 0<t<—x
X(t) = —2\/—1'0\/%—|—t —X S t S to = —41’0

t/2+21’0 t >t

3.4. LOIS DE CONSERVATION SCALAIRES



Chapitre 4

Introduction aux éléments finis

Dans ce chapitre on s’intéresse uniquement a des problemes linéaires elliptiques. On va
étudier les solutions faibles et donner un résultat d’existence. On verra que les solutions
faibles ne permettent pas seulement d’adapter le modele a des données réelles non ré-
gulieres mais que 'on peut aussi déduire un algorithme numérique de détermination de
solutions approchées : la méthode des éléments finis.

Pour  ouvert borné de R?, avec 02 régulier, on consideére 'équation de PoissoN avec
une condition de DIRICHLET homogene,

{—Au:f sur €2
uw =0 sur 0N

Supposons f continue, u € C2(Q) et v € D(Q). En multipliant I'équation aux dérivées
partielles par v et en intégrant sur {2 on trouve (apres i.p.p.)

Vo € D(Q) : /Qvu.w dr = /vadx (*)

Sous les hypotheses de régularité, citées ci dessus, (x) est équivalent a I’équation aux
dérivées partielles —Au = f.

Or pour pouvoir écrire (x) il suffit que u, v, f, u,, et v,, soient dans L*(€2). On obtient
ainsi une formulation faible de —Awu = f . Il faudra cependant compléter cette formulation
faible pour intégrer la condition de DIRICHLET homogene.

4.1 Espaces de Sobolev

Dans toute cette section € sera un ouvert de R?.

DEFINITION 4.1.1
On appelle espace de SOBOLEV sur ), I’espace fonctionnel

WhP(Q) = {u e 1P(Q) /va e N |a| < k : D% € LP(Q) } ,

ot D*u est la dérivée de u au sens des distributions.
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On note H*(Q) = Wk2(Q), en particulier

Hl(Q):{ueL2(Q)/Vie{1,...,d} U, eL2(Q)}.

THEOREME 4.1.1
L’application HY(Q) x HY(Q) — R

(u,0) — /Q (uv—i—Vu.Vv)dm

est un produit scalaire et munit H*(Q2) d’une structure d’espace de HILBERT.
1

On note |[ul| g1 ) = (/(u2 + |Vu|2)dx)§ la norme associée.
0

Rappelons que D(Q) est dense dans L?(2).
On montre qu’en général D(2) n’est pas dense dans H'(£2)
et on introduit I'adhérence de D(§2) dans H'(Q), on note

() ="

Exemples :
1. Pour Q = R? on montre que H}(R?) = HY(R?).

2. Soit 2 un ouvert borné de R? avec €2 régulier. Si u € €1(2) et upo = 0 alors u €
H{ (), c’est-a-dire qu’il existe une suite (p,,) dans D(Q) tel que lim [|u — ¢y, || g1() = 0.

On interprete Hy(€2) comme lespace des fonctions de H!(Q) qui «s’annulenty sur 9€2. On
verra plus loin quel sens précis donner a cette affirmation.

PROPOSITION 4.1.1 (INEGALITE DE POINCARE)
Soit Q un ouvert borné de R, alors il existe une constante C(Q) telle que

Yu € Hy(Q) : /uzdng(Q) / |Vul?dx .
0 0

Remarque : Soit ) un ouvert borné de R? et u = alg , pour a € R.
Alors u € H'(Q) pour tout a mais par I'inégalité de POINCARE on montre que u € H} ()
si et seulement si a« = 0, i.e. u est la fonction constante nulle sur €2.

On a donc en général Hy(Q)ZH'(9).

PROPOSITION 4.1.2
Soit ) un ouvert borné de R, alors

lullin ey = ( / (w?+ [Vul)dz)® et fullgye = ( / Vul?)dz)”

sont des normes équivalentes sur Hj(£2).

4.1. ESPACES DE SOBOLEV
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THEOREME 4.1.2 (THEOREME DES TRACES)
Soit Q un ouvert borné de R? avec 9Q) régulier.
Alors il existe un opérateur linéaire borné T : HY(Q) — L?(09Q) tel que

oeVu e C'Y)NHY(Q) : Tu=upg
evue H'(Q) : |Tullr200) < Cllullm )

ou C' ne dépend que de §2.

On dit que T'u est la trace de u sur 9€) et on note Tu = ujpq.

Sous les hypotheses du théoreme des traces on a :

o u € H}(Q) si et seulement si Tu = 0 sur 99 ;

e pour tout u, v de H(Q) : /uxv dx :/ uvn; dS — / UV, d .
Q o0 Q

4.2 Formulation faible d’un probleme elliptique li-
néaire

Dans la suite € est un ouvert borné de R? et 9 est régulier.
On considere le probleme

{Lu:f sur €) (4.1)
uw=0 sur o2

ou l'opérateur différentiel linéaire L est défini par
Lu=— Z <awxuxl> —l—Zb x) Uy, +c(x)u,
1<i,j<d i

avec a;;(x) = a;;i(x) et en supposant que les a;;, b;, ¢ sont dans L>(Q) et f € L*(Q).

On suppose de plus que L est elliptique au sens suivant :

Jv>0,VEeR . Y ay(z) & = Ve ppQ.

1<i,j<d

Soit u une solution forte de (4.1) et v € D(Q2), alors /
Q

(Lu)vdx:/fvdx,
0

par intégration par parties on obtient

/ Z a;;(z U%U%‘i‘zb x) Uy, v + () uv dx—/fvdx

1<i,5<d

Cette derniere relation a un sens méme si ’'on remplace u et v par des fonctions de H} () ,
d’ott la définition :

CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX ELEMENTS FINIS
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DEFINITION 4.2.1
On dit que u € H}(Q) est une solution faible de (4.1) si

Vv € Hy(S) : a(u,v):/ﬂfvdx,

ot a(.,.) est la forme bilinéaire associé a 'opérateur elliptique L et définie pour tout u, v
de H}(Q) par

d
a(u,v) = /Q ( Z ij () Ug, Vg + Zb,(x) Uz, U + () uv)dx : (4.2)

1<i,j<d

On va présenter maintenant des résultats abstraits d’analyse fonctionnelle qui vont s’ap-
pliquer notre probleme.

THEOREME 4.2.1 (THEOREME DE LAX-MILGRAM)
Dans un espace de HILBERT réel H , dont la norme est noté ||.|, on considere une forme
bilinéaire af(.,.) vérifiant

(1) Ja>0,Yu,v e H : |a(u,v)]
() v >0,Yue H : v lull?

< aflul ]
< a(u,u) .

Alors pour toute forme linéaire continue, [ € H', il existe un unique v € H vérifiant
Yv e H : a(u,v) = Il(v) . (V)

On dit que (V') est un probléme variationnel.

THEOREME 4.2.2

Sous les hypotheses du théoreme de Lax-MILGRAM et en supposant que la forme bilinéaire
a(.,.) est symétrique on montre que la solution u € H de (V') est 'unique minimum de la
fonctionnelle

T[] = %a(v,v) i),

c’est-a-dire J[u| = min J[v].
veH

Application :

Le produit scalaire sur H}(Q), a(u,v) = / Vu.Vudz , vérifie les conditions (i) et (i) du
théoreme de LAX-MILGRAM et est symétrigue.

De plus [(v) = / fvdx est une forme linéaire continue sur HJ(£2).

Il existe donc unQunique u € H(Q) vérifiant : Vo € H}(Q) : a(u,v) = 1(v).

On a montré l'existence et 'unicité d’une solution faible de I’équation de PoISSON avec
conditions de DIRICHLET homogene,

{—Au:f sur ()
uw=0 sur o)

4.2. FORMULATION FAIBLE D’UN PROBLEME ELLIPTIQUE LINEAIRE
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olt f € L*(Q) est donnée.

1
De plus cette solution est le minimum de J{v] = / <§|VU|2 — fv) dx

Q
cf. principe de DIRICHLET.

Remarque : Si a(.,.) est symétrique on n’a pas besoin du théoreme de LAX-MILGRAM, le
théoreme de représentation de Riesz s’applique directement.

PRrOPOSITION 4.2.1
Soit a(.,.) la forme bilinéaire associé a 'opérateur elliptique L et définie par (4.2), on a :

1) 30> 0,Yu,0 € H(S) - la(u, )] < a Julluya o lng@)
2) 36>0,37>0Vue HYQ) : fulllye < alww) +7 ulag,

IN

Cette proposition montre que pour L on a immédiatement la condition (i) du théoreme
de LAaX-MILGRAM, par contre la condition (i7) n’est pas vérifiée en général.
On a le théoreme :

THEOREME 4.2.3
II existe v > 0 tel que pour tout u > v et pour tout f € L*(Q), il existe une solution
faible unique u € H} () du probléme

{Lu—l—uu:f sur €)
w=0 surdf.

4.3 Eléments finis rectangulaires

Soit € un ouvert borné de R? tel que Q est une union finie de polygones.
Soit 75, un ensemble fini de polygones K, d’intérieurs non vide et tels que
e ()= U K
KeTy,
e Si Kl 7é K2 : mt(Kl) N lIlt(Kg) == @
et K1 N Ky est vide ou réduit a un sommet commun

ou ¢’est un coté commun a K; et Ko .

On dit alors que 7}, est une triangulation de Q et h = max diam(K) .
sHallsatlon o

On note Y;, 'ensemble des sommets des polygones de 7j,.
Pour simplifier on suppose que tous les polygones de la triangulation 7}, sont des rectangles.
On note Q1 = { P(x1,22) = a+ bxy + cxy + dryzy [ a,b,c,d € R},

'ensemble des polynomes sur R? de degré inférieur & un par rapport & chaque variable.
C’est un espace vectoriel de dimension 4, en particulier la valeur de P € ()1 aux quatre
sommets d'un rectangle K détermine entierement P sur K .

CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX ELEMENTS FINIS
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Exemples : On prend K = [0,1]2. Ecrire I’équation des polynomes suivants :

1. soit P, € @ tel que P(0,0) = P(1,1)=1et P(0,1) = P(1,0) =0

4.3. ELEMENTS FINIS RECTANGULAIRES
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PROPOSITION 4.3.1
L’espace d’approximation

Vh:{veeo(ﬁ)/v‘agzo et pour tout K € Ty, : U‘KEQl}.
est un sous espace vectoriel de H} (), de dimension finie card(3, N Q).

En effet, pour i € {1,2} la dérivée au sens des distributions de v par rapport a z; est la
fonction v; € L*(2), définie sur Q par v; = (U|K)x; pour tout K € 7.

Soit X, N Q = {s1,...,sy}, I'ensemble des sommets intérieurs a €2, on introduit les
fonctions ¢; € Vj, telles que ¢;(s;) = ¢;; . On montre que {y;}1<;<n est une base de Vj,.

N
Pour toutv eV, : v= Zv(si) ;.

{1 si s =(0,0)

0 sinon

y
%
Y,

7. 7 9§
B 84 20000 Al

y7///)

S 00 4 PRI

WPURPHITS
)

Lo R TIRIE IS

9000y

(1.1)

En utilisant le théoréme de LAX-MILGRAM on obtient la

PROPOSITION 4.3.2

Soit V}, un sous espace vectoriel de dimension finie d’un espace de HILBERT réel H ,

soit a(.,.) une forme bilinéaire définie sur H vérifiant les conditions (i) et (ii) du théoréeme
de LAX-MILGRAM et soit | € H'.

Alors il existe u € H et uj, € V}, solutions uniques des problemes
o Yve H : a(u,v) = 1(v)
o Yu, € Vi, + alup,vp) = l(vy)

et telles que
lu—upll <= inf flu— vy
Rl = V vV hil

Cette proposition s’applique immédiatement au cas ot H = H} () et pour V}, défini dans
la proposition 4.3.1. Dans ce cas on obtient en plus la

PROPOSITION 4.3.3
Soit ¢ € D(QY), on définit la projection, I1,¢, de ¢ surV}, par:¥s; € L, N Q, To(s;) = o(sq) -
Alors

lim [ — 11.0[| 5y () = 0 -

CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX ELEMENTS FINIS
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Application
Pour © ouvert borné de R? avec 99 régulier on considere de nouveau ’équation de

PoI1ssoN
—Au = f sur
{ u=0 sur o2
avec f € L*(Q) donné.
Comme D(Q) est dense dans Hj () il existe ¢ € D(Q) tel que [|u — || 1) < /2
pour £ > 0 quelconque.

De plus I1,¢ € Vj, et, pour h suffisamment petit, ||¢ — 0| g1 ) < /2.

Donc [lu — upl| g1y < [lu— gl gy < llu— Sl + 1@ — adllm@) <e.
c’est-a-dire
lim f[u — wn| 3 (@) = 0

Calcul de uy, :

up, € V3, donc uy, = Z U pi avec up(s;) = U;, de plus

=1

Yo, € Vj, : a(up,vp) = / fop, dx
Q

= Vji=1,...,N : a(uh,goj):/fwjd:c:F
Q

N
= Vji=1...,N:> alg,¢)U; = Fj
i=1

Sionnote A = (Aij)lgi,jSN: (a(<pj,g0i))1§i7j§N,F: (F1 FN )t etU = (Ul UN )t
on est amené a résoudre un systeme linéaire de taille N :
AU =F.

Note : plus h est petit, plus I'approximation de u est bonne mais le nombre de sommets
augmente et donc aussi la taille du systeme linéaire.

Construction de la triangulation du domaine Q.
Evaluation des ¢; (1 <i < N).
Calcul de F; (1 < j < N) par des méthodes de quadrature en dimension d = 2.

Calcul de
8% 8% Op; 0p;
Aig = Z / Dy Dz | Oy a@)d“d”‘

—_

w

=~ \)
—_— Y~ ~—

Or si s; et s; ne sont pas sommets d'un méme K alors supp(y;) Nsupp(p;) = 0, la
matrice A est creuse.
On peut ordonner les sommets de facon a obtenir une matrice bande.

5) Déterminer U en résolvant AU = F en utilisant des méthodes de résolution numé-
riques (directes ou itératives).

6) Pour augmenter la précision raffiner 7, (i.e. diminuer h) et recommencer en 1.

4.3. ELEMENTS FINIS RECTANGULAIRES



Chapitre 5

Schémas aux différences finies

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier la méthode des différences finies pour résoudre nu-
mériquement des équations aux dérivées partielles d’évolution linéaires d’ordre 1 en t.
Le représentant le plus simple qui nous servira d’exemple type pour illustrer les défini-
tions et techniques proposées, est I’équation hyperbolique d’ordre un en ¢ : 1’équation de
transport.

L’inconnue est une fonction u définie pour (z,t) € R x R,. Le domaine de définition de
u est discrétisé par la grille Gp = {(tm,tn) / xm = mh,m € Z,t, = nk,n € N}

avec h et k des réels strictement positifs que 1'on choisira petits.

On dit que h est le pas de discrétisation spatiale et k le pas de temps.

La fonction u qui est définie pour les variables continues (z,t), prend la valeur

uly = u(mh,nk) au point (z,,,t,) = (mh,nk) de la grille Gy, x.

Pour bien distinguer la solution continue u du résultat du schéma numérique, on va noter
v la solution numérique qui est définie uniquement sur Gk : (V,)meznen -

Donc v]!, est la solution approchée, au point (z,,, t,), de I’équation aux dérivées partielles.

Pour obtenir un probleme discret on remplace les dérivées partielles par des différences
finies, ainsi :

ou Upypq — Uy, s . .
° %(xm, tn) =~ e différence finie progressive ;
ou u —ul
1 ey . ’
o —(xp,t,) ~» H—T— différence finie rétrograde ;
ox h
ou ul o —u
1 —1 cors . ,
o —(xg,t,) ~ ol mod différence finie centrée ;
) ) )
or 2h
aZu u™ —un + u™
1 1 s ) ,
o —(x,t,) ~ & n n différence finie centrée d’ordre deux .
0x? ’ h? ’
x

Ces approximations sont obtenus grace a la formule de TAyLoR. On fait de méme pour
les dérivées partielles par rapport a ¢ :

ou uttt — oy s . .

o —(rp,t,) ~ —F différence finie progressive en ¢ .

ot k

33
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Exemple :

Considérons ’équation de transport u; + cu, = 0 dans R x R, avec la condition initiale
u(z,0) = ®(z) pour z € R et on suppose que ¢ > 0.

On va discrétiser cette équation aux dérivées partielles en utilisant un schéma progressif
en espace et en temps :

pelm " g (5.1)

En posant A = k/h on obtient : v/5"" = (1 4+ Ac)vl, — Acvll ;= (14 Ae — AT _p,) vl
ou T, est opérateur de translation spatiale défini par T,u(x,t) = u(x — «,t) pour tout
aeR, we T_pv,, =v, . 0n apar récurrence :
= (14+Ae— AT )"0
= D CrL+ A" (AT )P (x0)

p=0

— i CP? (14 Xe)" P (=Ae)? ®(z,, + ph) .

p=0

Ainsi le domaine de dépendance de v au point (z,,,t,) = (ih, nk) est formé par les points
Ty T + Ry Ty + 20, ... T +nh . Or, on sait que u(x,t) = ®(xz — ct) et que le domaine
de dépendance de u!, = u(xy,,t,) est restreint au point x,, — cAnh. Le schéma discret ne
tient donc pas compte des propriétés de la solution de I’équation aux dérivées partielles
et la solution discrete v, est en général différente de u”, : le schéma (5.1) ne peut pas
étre convergent.

f L L

Ty — cnh Tm—1 Tm Tm41

Supposons de plus que @ est obtenu de fagon expérimentale et que I'on mesure par exemple
O (z,, + ph) = ®(x,, + ph) + (—1)Pe, i.e. on commet une erreur de € sur |P|.

Dans ce cas, U'erreur sur v, est de lordre de (1 + 2Ac)"e et, pour A fixé, 'erreur sur v,
croit de fagon exponentielle avec le nombre d’itérations n. On dit que le schéma (5.1) est
instable.

On constate sur cet exemple que, bien qu’il semble facile de remplacer les dérivées partielles
par des différences finies, il faut toujours garantir que la solution donnée par un schéma
aux différences finies converge, en un sens a définir, vers une solution de 1’équation aux
dérivées partielles.

5.1. INTRODUCTION
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Remarques :

1. Dans notre discussion du schéma discret (5.1) on n’a pas tenu compte d’éventuelles
conditions au bord, pour un schéma discret celles-ci peuvent étre de deux types.
Supposons que l'on considere ’équation de transport sur Ry x R’ uniquement.
Pour pouvoir résoudre 1’équation aux dérivées partielles on se donne une condition
en x = 0 de la forme u(0,t) = ¥(¢) pour t > 0, ceci entraine pour le schéma discret
que v§ = VU(t,) (n>0).

De plus, étant donnée la mémoire limité d’un ordinateur, on est obligé de se res-

treindre a une grille spatiale finie {zo, 1, ..., 2y }. En x); on introduit alors des
: n+l _  n+l n+l _ . n
contraintes de la forme v}, = vy, ou vy, = v, ...

Ces conditions au bord numériques sont nécessaires pour pouvoir déterminer v

pour 0 < m < M . Dans ce qui suit nous n’insisterons pas sur les problemes posés
par ces contraintes.

2. Les schémas aux différences finies permettent de traiter facilement des problemes en
une, deux ou trois dimensions spatiales pour des domaines a géométrie simple et avec
des propriétés (p.ex. densité, vitesse, ...) qui varient lentement dans le domaine de
définition. Des que la géométrie devient complexe ou que les propriétés changement
rapidement, on préférera la méthode des éléments finis.

En effet, la méthode des éléments finis permet de traiter des géométries complexes
(e.g. bords internes) et la triangulation peut étre localement raffinée pour traiter
des variations rapides de la solution. Par contre, il est en général plus compliqué
d’écrire un code pour les éléments finis que pour les schémas aux différences finies.

5.2 Convergence, consistance et stabilité

5.2.1 Définitions

Dans toute la suite L est un opérateur différentiel linéaire qui est d’ordre un en t et on
suppose que le probleme

{Lu(:c,t) = f(x,t) dans Q x R} (5.2)

u(x,0) = ®(z) pour z € Q ouvert de R

est bien posé (voir page 3).
En remplacant les dérivées partielles par des différences finies on obtient un opérateur
discret Ly . Ainsi I'équation aux dérivées partielles homogene discrétisée s’écrit sous la
forme Ly, v = 0. Pour tenir compte du second membre on utilise un opérateur discret
It 1 que I'on applique a f.

Un schéma aux différences finies général, associé a I’équation aux dérivées partielles (5.2),
s’écrit donc comme suit :

Lygv=1Inif.

Dans la suite on choisira [}, ;, toujours de facon a avoir I, f = f , de plus la condition
initiale sera simplement donnée par v°, = ®(z,,), pour z,, € Q.

Une premiere classification des schémas discrets est donné par la définition suivante.

CHAPITRE 5. SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES
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DEFINITION 5.2.1

e Un schéma aux différences finies est explicite si on peut écrire v™*

n' comme combinaison
linéaire finie des vf pour j < n.
Le schéma est dit implicite si d’autres valeurs de v sont nécessaires (p.ex. v} ).

e Un schéma aux différences finies est a un pas de temps s’il utilise les valeurs de v a
deux instants seulement, par exemple en t,, et t, 1 .

Le schéma est a pas multiples si la valeur de v a plus de deux instants intervient.

Un schéma a un pas construit (v),,, pour tout n > 1, a partir des conditions initiales

v = ®(z,,). Pour initialiser un schéma & J pas, les v2, ne sont pas suffisants, il faut

fournir (v?,),, pour J instants.

Dans la section précédente on a montré qu’il faut s’assurer que la solution discrete obtenue
par un schéma aux différences finies donne une représentation correcte de la solution de
I’équation aux dérivées partielles, d’ou la

DEFINITION 5.2.2 (CONVERGENCE)

Soit u(z,t) la solution de (5.2) et v une solution du schéma discret Ly v = f telle que
vY converge vers ®(z) quand z,, converge vers x .

On dit que le schéma aux différences finies Ly, j, est un schéma convergent si v), converge

vers u(z,t) quand (x,,,t,) converge vers (z,t) pour (h, k) tendant vers (0,0).

La convergence exprime que la solution d’un schéma aux différences finies converge vers la
solution de I’équation aux dérivées partielles. Avant de lancer des calculs, il faut s’assurer
que le schéma utilisé est convergent, or ceci est en général difficile a démontrer. On va
proposer dans la suite des criteres plus facile a vérifier.

Remarques :

1. La définition ci-dessus et celles qui suivent, ne concernent que les schémas a un
pas de temps. Pour des méthodes a pas multiples il faudra tenir compte de ’étape
d’initialisation.

2. La définition précise de la convergence de v}, vers u , cohérente avec la suite, entraine
I'utilisation d’un opérateur d’interpolation : pour n fixé, on associe a (v7), € I>(hZ)
un élément de L*(R) . On impose ensuite une convergence dans L?(R) de l'interpolée
vers la solution u .

DEFINITION 5.2.3 (CONSISTANCE)
On dit que le schéma Ly v = f] est consistant avec I'équation aux dérivées partielles
Lu = f si pour toute fonction ¢ de classe C* on a, en tout point (T, t,) :

li Lo — L =0.
(h’k){%m( 2 h,kSD)

La consistance entraine en particulier qu’une solution réguliere de ’équation aux dérivées
partielles est une solution du schéma aux différences finies quand les pas de discrétisa-
tion tendent vers 0. C’est une condition nécessaire de convergence mais ce n’est pas une
condition suffisante.

En effet, considérons de nouveau le schéma (5.1) et soit ¢ une fonction de classe C*.
P =P Pt P
k h '

Ona Ly = ¢+ cp, et Lppp =

5.2. CONVERGENCE, CONSISTANCE ET STABILITE



Georges KOEPFLER - M1 2009-2010 71

Grace a la formule de TAYLOR :

Pmt1 = O(Tm + h,t) = O, 4 W (T, tn) + ?‘Pm(xma tn) + O(hg) )
]{72
O = (T by + k) = @ 4 k(T tn) + §<Ptt($m, t,) +O(k*).

On en déduit que

1
Lh,kW(xma tn) = (T, tn)+C 0o (T, tn)"’i (ko (Tm, tn) + € hpue (T, tn))+0(h2)+0(k2)
et donc

1
(Lo = L) (Tm, tn) = 5 (@it (Tms tn) + € hpae(Tm, tn)) + O(R?) + O(K?) (hak)—(0,0)
Le schéma (5.1) est donc consistant bien que non convergent.

On avait constaté que ce schéma est en un certain sens instable. Nous allons donner une
définition précise de stabilité pour une équation aux dérivées partielles homogene d’ordre
un en t dans la

DEFINITION 5.2.4 (STABILITE)
Le schéma aux différences finies Ly v = 0, associé a I’équation aux dérivées partielles

Lu = 0, est stable s’il existe A C (R*)?, avec (0,0) € A, tel que pour tout T' > 0 il existe
une constante Cp tel que

+o00o +o0o
byl loml < Crho 3 ol

m=—0oQ m=—0oQ

pour tous 0 < t, <T et (hk)€A.
On dit que A est la région de stabilité du schéma.

Un exemple fréquent pour A est le segment {(h,Ah)/0<h < C}, avec C et A\ des
constantes positives; le cone {(h,k) /0 < Cih <k < Cyh < Cs}, avec Cy, Cy et Cy des
constantes positives est un autre exemple.

Remarque : En utilisant le principe de DUHAMEL (voir p. 42) on montre qu'un schéma
Ly, v = f est stable si le schéma homogene Ly, yv = 0 est stable. De plus on peut étendre
la définition au cas d’équations d’ordre 2 en t et au cas de schémas a pas multiples.

La définition de stabilité utilise une norme sur U'espace [?(hZ) (voir section 5.3) :

+oo 1/2
(Un)mez est un élément de 1*(hZ) si [[v"||;2(z) = <h Z |v;‘1|2> est fini.

Le critere de stabilité s’écrit alors, pour h et k suffisamment petits dans A :

(VT > 0)3Cr)(Vta € [0,T]) = [W"llppzy < Cr 1" ll2guzy - (S)

La stabilité garantit qu’a chaque instant t,, € [0, 7], la norme de la solution discrete est
bornée, a un facteur constant pres, par la norme des données initiales.

Cette stabilité numérique n’est pas a confondre avec la stabilité du probleme bien posé
(5.2). Cette derniere concerne le comportement a 'infini de la solution en fonction des

CHAPITRE 5. SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES
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conditions initiales, par contre la stabilité numérique d’un schéma concerne le comporte-
ment de v sur U'intervalle [0, 7] quand (h, k) tend vers (0,0).

Remarques :

1. 1l existe d’autres facons de définir la stabilité numérique, on a choisi la définition
particuliere ci-dessus parce qu’elle s’applique a un grand nombre de schémas linéaires
et qu’elle est adaptée a I’analyse de stabilité de vVON NEUMANN .

2. Pour des équations aux dérivées partielles et schémas discrets non linéaires on utili-
sera d’autres espaces, e.g. L', et d’autres propriétés, e.g. la diminution de la varia-
tion totale ou la monotonie d’un schéma, afin d’éviter des oscillations de v la ou la
solution de I’équation aux dérivées partielles varie rapidement, e.g. discontinuités.

L’importance des notions de consistance et stabilité est due au

THEOREME 5.2.1 (EQUIVALENCE DE LAX-RICHTMYER)
Un schéma linéaire, consistant avec le probléme (5.2) , est convergent si et seulement si il
est stable.

La derniere définition que I’on va introduire permet de distinguer les schémas convergents,
en effet deux schémas convergents n’ont pas nécessairement les mémes performances pour
I’approximation de la solution continue.

DEFINITION 5.2.5
Un schéma Ly, v = fI, consistant avec le probléme (5.2), est d’ordre p en espace et q en
temps si, pour toute fonction ¢ de classe € :

Enrp = Lngp — Ly = O(h") + O (K1) .

On dit que le schéma est d’ordre (p,q) et Epy est 'erreur de troncature du schéma.

Remarques :

1. L’erreur de troncature permet d’évaluer l’erreur introduite lorsque 1’on remplace
I'opérateur continu L par 'opérateur discret Ly, .

2. La consistance d'un schéma nécessite uniquement que Ly o — Ly = o(1).

Exemple :

Sans démontrer le théoreme de LAX-RICHTMYER nous allons illustrer, grace a un exemple,
comment la stabilité et la consistance interviennent dans la convergence d’un schéma
discret.

Pour ¢ < 0, considérons 'équation d’advection u; + cu, = 0 dans R x R ,
avec u(z,0) = ®(z) pour z € R. On suppose de plus que ®” est bornée sur R.

On va utiliser le schéma (5.1) : v = (1 + Ae)vlh — Aevlty, ot A =k/h.

n
m )

Pour = = mh, posons e(z,t,) = u(z,t,) — v, c’est Uerreur commise par le schéma au
point (x,t,) .
Alors Ly ke = Ly yu = Ej, yu, car v est solution de Ly v = 0 et u est solution de Lu =0,
d’ou
e(x,ths1) = (1 + Xe)e(z, t,) — Ace(x + h,t,) + k Eppu(x, t,)
et
sup le(x, tn1)| < (|1 + Ae| + |Ac|) sup |e(x, t,)| + k sup |Eppu(z, t,)] -

5.2. CONVERGENCE, CONSISTANCE ET STABILITE
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On a ainsi majoré l'erreur a U'instant ¢, grace a 'erreur a U'instant ¢,, et de 'erreur de
troncature en t,, ; par récurrence

sup |e(z, t,)| < (J1+Ac|+[Ac|)" sup |e(z,0)[+Ek Z (114X + | Ac])" ™" sup | Eppu(z, toy)| -

p=1 *
Or comme l'on verra plus loin, 'analyse de voN NEUMANN permet de montrer que le
schéma est stable si et seulement si A est tel que —1 < Ae¢ <0, i.e. |1+ A+ |A¢| = 1.
Comme de plus e(z,0) = 0 pour tout x, on a

n—1

sup |e(z,t,)| < k Zsup | Eppu(x, t;)] .

i=0 T

On doit maintenant évaluer l'erreur de troncature. Or le schéma (5.1) est consistant et
d’ordre (1,1), de plus Ej, yu(z, t,) = Ly pu(z, t,) = (Lp gu—Lu)(z,t,) = O(k) car k = Ah.
On obtient ainsi une estimation de l'erreur de troncature qui dépend de wu,,, uy et k,
pour obtenir une estimation globale et montrer la convergence du schéma on va utiliser
I'hypothese sur . On a

h k
|Eppu(z, t;)| = | Lpp®(x — ct;)| = §c<1>"(g1) + 5(:2 D" (&) < sz%p D" (¢)|

et finalement, pour tout n < T'/k :

||6(.,tn)||oo = sup |6([L’, tn)| S k?nk?C()\7<1>//7C) S TC()\@H’C) k= C()\’qw’cj) k.

L’erreur commise en chaque point de la grille est d’ordre & et le schéma est convergent.

Remarque : Dans cet exemple nous avons montré une convergence en chaque point de
la grille en utilisant la norme ||.||o sur hZ et des hypotheses fortes sur u(z,0).

Nous allons appliquer I’équivalence de LAX-RICHTMYER uniquement dans le cadre L?, en
effet on a alors, grace a la méthode de voN NEUMANN, une méthode générale pour I’étude
de la stabilité pour des schémas numériques associés a des équations aux dérivées par-
tielles d’évolution linéaires a coefficients constants.

On montre par ailleurs que la régularité des données initiales a une influence sur la pré-
cision de la solution numérique.

5.2.2 Condition de Courant-Friedrichs-Lewy

Nous allons étudier différents schémas discrets pour le probleme de transport avec la
vitesse c € R* :

{ut+cum =0 dans R x RY (5.4)

u(x,0) = ®(x) pour x € R

e Le schéma progressif en temps et en espace (5.1) est de la forme : /5™ = awl + Bol
et on a

0" lagnzy = B D ot P =Y Jawg, + Bup P < (Jad + 81 10" [z -

meEZ meZ
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Une condition nécessaire de stabilité de ces schémas est donc o] + (5] < 1.
En particulier pour le schéma (5.1) on a |1+cA|+|cA| < 1, ce schéma est donc stable pour
—1 <A <0. On va montrer plus loin que ceci est une condition suffisante de stabilité.

e Le schéma de LAX-FRIEDRICHS est centré en espace et progressif en temps mais utilise
une moyenne centrée pour approximer v, :

Ut = %(Urnn—l—l + Up1) L Unnt1 ~ Um—1 —0 (5.5)
k 2h ' '
C’est un schéma consistant et qui est de la forme v/ = avl’ .| + Bul_; .

On montre que ces schémas sont stables si |a| + |3] < 1, en particulier le schéma de
LAx-FrIEDRICHS (5.5) est stable si |[eA| < 1.

Les résultats précédents se généralisent et on a le

THEOREME 5.2.2

Soit v = awl_| + pul + vl un schéma explicite pour 'équation aux dérivées
partielles (5.4) . Alors, si le rapport k/h = X\ est constant, une condition nécessaire de
stabilité du schéma est la condition de COURANT-FRIEDRICHS-LEWY (CFL) :

leA| < 1.

THEOREME 5.2.3
1l n’existe pas de schéma explicite, consistant et inconditionnellement stable pour I'équa-
tion aux dérivées partielles (5.4) .

Remarque :
1. Les théoremes précédents s’appliquent de fagon plus générale aux systemes d’équa-
tions aux dérivées partielles hyperboliques, définis a la page 45 .

2. La vitesse d’advection ¢ détermine la pente des droites caractéristiques de (5.4), la
condition (C'FL) assure que le domaine de dépendance discret contient le domaine
de dépendance de l’équation aux dérivées partielles, voir la figure page 68.

Exemple : Pour montrer que le dernier théoreme ne s’applique pas aux schémas implicites
considérons le schéma suivant, progressif en temps et rétrograde en espace, a l'instant ¢,, 1 :

n+l _ ,n n+l _ ,n+l
Um Um +c Um Um—1 =0
k h
En écrivant ce schéma sous la forme : (1 + cA\)vt = o™ + cAvth

on montre que si ¢ > 0, on a pour tout A € R,
0" ey < 10"z -

Le schéma est inconditionnellement stable pour ¢ > 0.

5.3 Analyse de stabilité de von Neumann

L’analyse de stabilité de voN NEUMANN utilise I’analyse de FOURIER pour étudier le com-
portement d'un schéma discret. Avant de montrer des applications a I’étude de schémas
discrets, nous allons motiver 'utilisation de ’analyse de FOURIER grace a une analogie et
nous allons rappeler quelques résultats sur [2(hZ) .

5.3. ANALYSE DE STABILITE DE VON NEUMANN
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Motivations :

Si on considere que v" est un signal numérique discret monodimensionnel on peut inter-

préter v comme la sortie d'un systéme discret S : v = S[v"].
Pour étudier le systeme S on introduit la transformée de FOURIER des signaux discrets v
et vt

Ceci est particulierement intéressant quand S est un systeme linéaire et invariant, un
filtre, dans ce cas la sortie de S est obtenue grace a la convolution de 'entrée du systeme
avec la réponse impulsionnelle s de S : Sle] = s e. Un filtre peut aussi étre représenté
par une équation aux différences finies, récursive ou non.

Dans le domaine fréquentiel la convolution devient une multiplication de la transformée
de FOURIER du signal en entrée avec la réponse fréquentielle s de S. Le signal sinusoidal
discret e, = (€™),,cz est un vecteur propre de S : Sle,] = V27 35(w) e, .

L’espace [*(hZ) :

Nous rappelons ici brievement quelques éléments de la structure de ’espace de HILBERT
I2(RZ) . Les définitions et résultats présentés s’obtiennent & partir de I’étude des séries
de Fourier des fonctions de L?([—m, +7]) : grace a un changement de variable, on tient
compte du pas de discrétisation spatiale h > 0.

+oo 1/2
Ainsi pour v € I*(hZ) on définit la norme :  [[v[|;2(7) = (h Z |vm|2)

m=—0Q

et le produit scalaire sous-jacent, pour tout v,w € [*(hZ) :

—+00

(v, w)pmpzy =h Z U Wiy, -

m=—0Q

Soit v € [*(hZ), on définit sa transformée de FOURIER, pour £ € [—m/h, +m/h], par :

1 &
B =—= Y hvge ™.
V2r —
La fonction v est 27 /h—périodique, c’est un élément de L*([—n/h,+n/h]) et I'identité
ci-dessus est a prendre au sens de la convergence en moyenne quadratique.
La formule de reconstruction s’écrit pour tout m € Z :

+4 .
U, D(&)etmhE dg¢

vl

S

et on a l'identité de PARSEVAL :

+7 oo
’|U||2L2([—7r/h77r/h}) :/ |U(§)|2d§ = Z h|Um|2 = HU||l22(hZ) :

m=—0oQ

SN

Pour v € ’(hZ) on a:  Tuouv(€) = eTHEB(E) | ont Tupo?, = (O
une variation spatiale (translation) de v se traduit par un déphasage de v .
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Grace a la formule de PARSEVAL on obtient une forme équivalente pour le critere de
stabilité (S) :

(VT > 0)(3C7)(Vt, € [0,T]) - 107 2 iy < Cr 100N ampmmsmyy - ()

Méthode de voON NEUMANN :

Considérons un schéma discret a un pas Ly ;v = 0, linéaire et a coefficients constants. En
appliquant la transformée de FOURIER et en réarrangeant les termes on obtient la relation :

VL) = g(&, h, k) TR(E) .

Le facteur g(&, h, k) est appelé facteur d’amplification : le module de g, |g|, est 'amplifi-
cation et la phase de g, arg(g), est le déphasage que subit chaque fréquence de la solution
discrete quand on avance d’un pas de temps k. Par itération on a :

(€)= g(€, h, k)0 (€) .

Remarques :

1. Pour déterminer le facteur d’amplification en pratique, on remplace dans le schéma
discret les termes v par g" ™" j.e. on cherche des solutions de la forme g" "¢ .

2. Si u vérifie (5.4) et, pour tout t € Ry, u(.,t) € L*(R), on a, en appliquant la
transformée de FOURIER par rapport a = (voir aussi la section 2.3.2) :

G (w, t) = —ciwt(w, t), donc G(w,t) = G(w,0) e = D(w) e~ et

U(w,t+k) = e qw,t).

Le facteur d’amplification, g = [g|e?*#9 | du schéma, doit approximer e~ :
Si |g| # 1 on a une erreur d’amplitude dans la solution discréte, en particulier si
lg(&, h, k)| < 1, on atténue la fréquence & et on parle de dissipation, resp. viscosité,
numérique ; la différence de phase, arg(g) — ck, introduit une erreur de phase,

appelée dispersion numérique.

Exemples :

1. Considérons I'équation de transport u; + cu, = 0, pour ¢ > 0, discrétisée grace au
schéma progressif en temps et en espace (5.1).

On a g(& h,k) =1+ cA—chei™ qui, pour ) fixé, ne dépend que de h¢, et

1g(h&)|* = g(h€) g(h€) =1 + 4eA(1 + c) sin®(h/2) .
Or [07()| = |g(h&)|" [0 (€)] ,

et |g(h&)] = 1 seulement si h§ = 0 ; sinon |g(h&)| > 1, on va en déduire que le
schéma est instable.

Soit (ho,k‘o) € (Ri)z, et K € Rj_ :
alors il existe (h, k) €]0, ho]x]0, ko] et (&1,&2) €]0,m/h[> avec

l9(h§)] = 1+ Kk, pour tout & € [§1,&] .

5.3. ANALYSE DE STABILITE DE VON NEUMANN
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(& — &) s € € [6,8)]
0 si & & [61, &)

On construit v° tel que 1}](5) = { et [|0°lznzy = 1.

Ainsi ||’Un||l22(hz) = ||6;L||%2([—7r/h,7r/h})

+h ~
= [ atmor i de

h

- /&uhs)ﬁ" L e
- LY —)

—_

> (14 Kk)™ > §€2KT Hvolez(hZ) ’

pour n ~ T'/k et kq suffisamment petit.

Comme K peut étre pris aussi grand que l'on veut, le critere de stabilité (S) n’est
pas vérifié et le schéma (5.1) est instable, donc divergent, pour ¢ > 0.

2. Considérons I'équation aux dérivées partielles u; + cu, —u =10
Ce probleme d’advection-réaction est discrétisé grace a (5.5) :
n+l _ 1/, n n n )
U Q(Um—l—l + Um—l) +e Um—i—l Um—1 —" =0.

k 2h "

Le facteur d’amplification est g(&, h, k) = cos(h) + icAsin(hé) + k,
et |g|? = (cos(h&) + k)? + A\*sin®(hE) .
On montre que |g(&, h, k)| <1+ k pour |¢|]A <1, or pour n < T'/k :

||Un||z22(h2) = ||'&;L||%2([—7r/h,7r/h])
= 1g(&, b )P 10022 (e )
< (14 B> [[0° 2y
< 1+ R0z < TR, -

D’apres le critere (S) on a la stabilité du schéma.

La solution de 'équation aux dérivées partielles s’écrit u(z,t) = ®(x — ct) €',

ainsi méme si la condition initiale ® est bornée sur R, la solution uw n’est pas
bornée sur R x R, . En appliquant la transformée de FOURIER en espace, on a
U(w,t) = ®(w) e"™e’ et donc U(w,t+ k) = u(w,t) e"Fek .

Afin de pouvoir suivre I’évolution de la solution u(z,t) au cours du temps, il faut
que |g| soit plus grand que 1.

CHAPITRE 5. SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES
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De facon générale on a le

THEOREME 5.3.1
Un schéma a un pas Ly, v = 0, linéaire et a coefficients constants, est stable si et seulement
si il existe une constante K € Ry et A C (R*)?, avec (0,0) € A, tel que

(&, h, k)| <1+ Kk,

pour tout (h,k) € A.
Si le facteur d’amplification ne dépend que de h& la condition nécessaire et suffisante de
stabilité s’écrit :

lg(h&)| < 1.

Exemple de STRIKWERDA :
On considere ’équation aux dérivées partielles  u; + cUzpe = f
ou l'on discrétise u; comme dans le schéma de LAX-FRIEDRICHS (5.5) et .., grace aux

différences centrées, pour obtenir :

n+1 1/, n n n n n n
Upm =~ — E(Um—l—l + 'Um—l) +e Umto — va—i—l + 2rUm—l — Up—2

k 2h3
Soit ¢ une fonction réguliere, alors Ly = ¢; + ¢ pper €t
— 3P T Omt) | Piner = 20 + 2001 — Pl
k 2h3 '
En utilisant la formule de TAYLOR en (2, t,) :

=fr.

n+1
Pm

Lpyp =

/{?2
ertl = o + ko + — ou + O(K?)

2
h2 h3 4
4h3 2h*
Donc
k h? 9 4 N
Ly =@+ 5 Pt — 7% P + O(k* + h* k) + cprze + O(R7)
et
k h? 2 4 2
Lpkp — Ly = §<Ptt—?s0m+0(k‘ +h*/k+h7).

Le schéma est donc consistant seulement si h?/k tend vers 0 quand h,k — 0.
Supposons que k = H(h), avec H réguliere et H(0) = 0, dans ce cas Ly xp — Lo = O(h)
et on dit que le schéma est d’ordre 1.

Pour étudier la stabilité on écrit le schéma sous la forme :

n+l __ 1 Ck

Uy~ = §(U:Ln+1 +op ) — Q—hg(vzln—lﬁ - QU:Ln—I—l +2u = vy ),

on obtient le facteur d’amplification
g(&,h, k) = cos(h€) + idckh™ sin(h€) sin®(h&/2) .
On a lg(€, b, k)|? = cos?(h€) + 16c2k2h =6 sin?(h¢) sin*(hE/2)
une condition nécessaire de stabilité est alors que la quantité h=3k reste borné.

Or ceci est incompatible avec la contrainte de consistance sur h2k~!. Le schéma ne peut
donc pas étre consistant et stable en méme temps.

5.3. ANALYSE DE STABILITE DE VON NEUMANN
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Schémas pour I’équation de transport.

Pour terminer on présente quelques schémas classiques pour la résolution du probleme
homogene (5.4) pour ¢ € R* :

e Schéma centré en espace :

+1 n n n
, , . vyt — v U1 — U
Ce schéma s’écrit m z moy oMt 7 m=l _q,

il est consistant et d’ordre (2,1). En écrivant

n A

m  — “m 2 (U;Lz—i-l - 'U;Lm—l) )
ou A = k/h, on montre que le facteur d’amplification g(h&) = 1 — i cA sin(h)

et |g|*> =1+ 2\%sin?(h€) > 1 : on a un schéma instable.

e Schéma «upwind» :

On a vu que pour ¢ > 0 il faut utiliser une différence finie rétrograde pour garantir la
stabilité et pour ¢ < 0 il faut utiliser une différence finie progressive. En intégrant le test
sur le signe de ¢, on obtient un schéma qui utilise v}, _; ou vy, ., suivant la direction
d’advection, d’ou le nom du schéma. On a

ot = (c— \c\) Vs~ U (c+|c|) Un = et g,
- )

k 2 h 2 h

ce qui s’écrit encore

n+1 n
U = — Uny +e

k oh =0

U1~ Um—1 h vp g — 205 + vy
= lel5 2

On obtient donc un schéma explicite centré en espace avec un terme correcteur provenant

d’une discrétisation de (|c|h/2) tyy .

Le schéma est consistant, d’ordre (1,1) et g(h&) = 1 — 2|c|Asin®(h&/2) — i cAsin(hf).

Ona [g(h&)]? =1 —4|c|]A(1 —|c|A)sin?(h€) < 1 si et seulement si [c|A < 1.

On constate que le terme de dissipation ou viscosité numérique (|c|h/2) u,, arendu stable

le schéma centré en espace, par contre on a perdu dans l’ordre du schéma.

e Schéma de LAX-FRIEDRICHS :

Ce schéma se présente sous la forme suivante

Pour ¢ réguliere on montre que

k h? o ch? y

Le schéma est consistant si h?/k — 0 pour h,k — 0.
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Si k= Ah,avec A € R fixé, on a un schéma consistant d’ordre 1.
Le facteur d’amplification est g(h&) = cos(h§) + i cAsin(hg) et

9|2 = cos?(h€) + 2A\%sin?(h€) < 1 si et seulement si ¢\ < 1.

On peut écrire ce schéma sous la forme

n+1 n n _an n _ n n
Uy = — Unp +e U1 Um—1 o 1 Um+1 2’Um + Um—1

k oh 2 2 =0

et on constate que le schéma de LAX-FRIEDRICHS correspond a la discrétisation par diffé-
rences finies centrées de I’équation aux dérivées partielles
2
U+ CUy — — Uy = 0.

2k

On observe encore le phénomene de wviscosité numérique qui rend le schéma stable.

e Schéma de LaxXx-WENDROFF :

Ce schéma est basé sur 'utilisation du développement de TAYLOR et de 'équation aux
dérivées partielles a discrétiser. Si u est une solution réguliere de ’équation aux dérivées
partielles on a :

ou k% 0%u
ntl _ . n ke — v 19) ]{52
or up = —cuy et uy = (— Cuy), = —Cly = * Uy, , d'OU
ou k? 0%
ntl _ n 2 2

En utilisant une discrétisation spatiale centrée pour approximer u, et u,,, on obtient le
schéma discret :

vt =l k2 o — 20" 4t
1 —1 1 —1
,Un—l—l Un C]{Z m+ m C2 m—+ m m

" " 2h 2 h?

Ce schéma est consistent et d’ordre (2,1) car

k Ak Akh?
Ly — Lo = 5 P 5 P + T P +O(R® + k).

En posant A = k/h :

22
cA A
n+1 ot — (Un

U, m 92 m+1 U:Ln—l) + T(U:Ln—l—l - QU:Ln + U:Ln—l) )

on montre que le facteur d’amplification est g(h&) = 1 — 2c2A\2sin?(h&/2) — i eAsin(h§)
et |g)? =1 —4cN2(1 — 2\?)sin*(hE/2) .
Ce schéma est donc stable pour la condition (CFL) : |eA| < 1.
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e Schéma «leapfrog» (saute-mouton) :

Comme son nom l'indique, ce schéma est centré en espace et en temps :

n+1 n—1 n n
Um - Um Um+1 - Um—l
+c =0

2k 2h

ou

n+l _ n—1 n n
U = = Uy — cA ('Um—l—l - Um—l) :

Ce schéma est & deux pas, il faut donc donner les conditions initiales en v?, et v} . En
pratique on utilise un schéma a un pas pour initialiser un schéma a pas multiples.

k2 ch?
Comme LthgO — LQO == E Ot — ? Prrx + O(h2 + k‘2) s

le schéma est consistant et d’ordre (2,2).

[’analyse de vON NEUMANN ne s’applique pas directement a ce schéma. En appliquant la
transformé de FOURIER spatiale on a

VL (€) + i2eA sin(hé) 07(€) — o1 (€) = 0., (5.7)

Cette récurrence d’ordre deux s’exprime grace a un systéeme en introduisant une variable

supplémentaire :
(Be) = (20 0) ()

~

n

Si on pose Vn = <U%jl) ona Vit = G(h€) ‘//\", ou GG est la matrice d’amplification .

Par récurrence V1 = G (h&)™ Vi

et la condition de stabilité est donc de la forme ||G"|| < Cr.

Si le rayon spectral p(G) = max{|g;| / g; valeur propre de G} est strictement plus petit
que 1, alors on sait que G™ tend vers 0 et ||G™]| est bornée.

Mais si 'on veut généraliser le cas scalaire, on sait qu’il faut permettre |g;| < 1+ Kk. Or
pour les systemes ceci est une condition nécessaire de stabilité mais non suffisante, comme
on le verra dans ce qui suit.

Nous allons étudier les valeurs propres de G. Remarquons d’abord que G est la matrice
compagne de la relation de récurrence (5.7), son polynoéme caractéristique correspond a
I’équation en g, obtenue en remplacant v par g"e™"¢ dans le schéma discret :

g* +i2cAsin(hé)g—1=0.

On a les racines gs(h€) = —ichsin(hg) £ /1 — 2\2sin?(h€) .

Cas cA <1 :on a deux racines complexes conjuguées g, et g_ avec |g+| = 1.
La matrice d’amplification G/(h€) est diagonalisable et la solution de (5.7) est

v"(€) = a(h€) g+ (h&)" + B(RE) g—(hE)",

ou « et 3 dépendent des données initiales v° et v!. On montre que

S S o A S S
e s L L L i 1 e N ek Y
g+ — g- g+ — g- g+ — g- g+ — g-
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On en déduit que
_ 2 oA
nl2 012 112
7 < 17—y (I0OF + 107?)

et, en utilisant 'identité de PARSEVAL, on obtient finalement

n 2
o leuzy <\ 7=z (10 + 10" ey ) -

Le schéma est donc stable : a tout instant t,, € [0, 7], la norme de v™ est bornée par celle
des conditions initiales.

Cas |cA| > 1 :si hé = —7/2 on a deux racines distinctes g4 (—7/2) .

Or |gi(—=7/2)|> =1+42c*A? > 1 : la matrice G(—/2) est diagonalisable mais G™(—m/2)
n’est pas borné et le schéma n’est pas stable.

Cas [cA] =1 : on a des racines doubles pour h{ = £7/2 et la solution de (5.7) s’écrit
v(€) = a(h) g+ (h€)" + B(hE) ng.(h&)" ™",
ou « et (3 dépendent de w0 et vl. On a
7(€) = g+ (hE)"(1 = n) (&) + ng.(hE)" 01 (E).

Or, pour hé = +m/2, on trouve g4 (h&) = =+i et, si l'on suppose que 171(5) = go(h&) 170(5) :
on a ~
o = (44)" " (ngo £ i(1 —n)) Y.

Pour { = £ on a donc |07 (€)] ~ nC’i|vAO(§)| pour n grand, on peut donc construire des
solutions pour lesquelles |[v"[[;5(,, croit de fagon linéaire avec n.

Dans ce cas la matrice d’amplification G(£7/2) a une valeur propre double de module 1
et elle peut se mettre sous forme de JORDAN mais le schéma est instable d’apres la théorie.
On peut remarquer que cette instabilité est tres faible et rarement nuisible en pratique.

Finalement, le schéma leapfrog est stable si et seulement si |cA| < 1.

Note : On remarque que les valeurs de v et v,’ijfl sont indépendantes, on pourra voir

apparaitre deux solutions indépendantes (en échiquier), ceci peut poser des problemes en
pratique méme si [cA\| < 1 (en particulier pour des problémes non linéaires).

5.3. ANALYSE DE STABILITE DE VON NEUMANN
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5.4 Equations paraboliques

Les définitions de convergence, consistance, stabilité et d’ordre d’un schéma s’appliquent
aussi aux équations paraboliques. Notre équation type sera

Uy = d Ugy , avec d € R .

e Schéma explicite centré en espace :

On a
U;ZH — Uy, _d U1 — 205, + Uy —0
k h? ’
k dh?
et Lh,k‘p - LQO = 5 Pt + O(k2) - E Przzz + O(h4) )

le schéma est consistant et d’ordre (2,1). En posant u = k/h? :
Ut = dp (v g+ Vi) + (1= 2dp) vy,

et le facteur d’amplification g(h¢) = 1 — 4dpsin®(h&/2) . Donc |g| < 1 si et seulement si
0 < 4dpsin®(h€/2) < 2 pour tout €. La condition de stabilité est donc

dp <

N —

On constate que la condition de stabilité entraine que k/h — 0 quand h,k — 0. Ceci
exprime le fait que la solution discrete v doit avoir un domaine de dépendance proche de
celui de la solution u de 1’équation aux dérivées partielles qui est ici 'axe {t = 0}.
L’équation de la chaleur modélisant une diffusion il est intéressant d’avoir un schéma
dissipatif, i.e. |g| < 1 on choisira donc u < 1/(2d).

Notons finalement que pour p €]0, o5 fixé et k = ph? le schéma est d’ordre 2.

e Schéma implicite centré en espace :
En écrivant un schéma rétrograde en temps et centré en espace on a :

n+l _
m ’Um _ dvm—l

k h?

n nt+l 2,Un+1 + Un+1
m

- )

ou,
(14 2dp) oyt — dp (ot + o) = o,

m m m

A chaque étape il faut résoudre un systeme tridiagonal pour obtenir v"*! & partir de v™.

Ce schéma est consistant, d’ordre (2,1) et inconditionnellement stable car

1

g(hg) = 1+ 4dlu Sinz(h§/2) .

CHAPITRE 5. SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES
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e Schéma de CrRANK-NICOLSON

Ce schéma est basée sur les deux précédents, on évalue le terme de diffusion en faisant la
moyenne de ’écriture explicite et implicite :

ontt—ond (op =200 o = 20T ot 0
k 2 h? h? o
Ce schéma implicite est consistant, d’ordre (2,2) et on a

dpoy ™y — 2(1 + dp)op™ + dpvp = —dpvy,_y = 2(1 = dp)vy, — duvy, ., -

: L 1 — 2dpusin®(h& /2 4dpsin®(hé /2
Le facteur d’amplification est g(h&) = 24 sin%hﬁ??i =1- T 24 sir(12(f{§/)2) ,

donc |g| < 1 et le schéma est inconditionnellement stable.

e Schéma de DU FORT-FRANKEL

Le schéma leapfrog est instable pour tout p, or une modification de la discrétisation
spatiale donne le schéma stable suivant

n+1 n+1 n _ n+1 n—1 n
Uy = = Uy v (Um + Uy, ) + U1

2k h2
avec Ly o — Lo = —dk*h™% ¢ + O(h?) + O(K?) .

Ce schéma est donc consistant seulement si k/h — 0 quand h,k — 0. En notant
w="Fk/h*on a

=0,

(1 +2dp) vt = 2dp (vl + o)) + (1 —2dp) vt

L’étude de la stabilité nous amene a considérer le polynome caractéristique de la matrice
d’amplification G :

(14 2dp) g* — 4dpcos(hé) g — (1 — 2dp) = 0.

2dp cos(hé) 4 /1 — 4d?p2 sin®(hé)
14 2dp

Si 4d?p?sin?(h€) < 1, on a deux racines réelles distinctes et

Dont les racines s’écrivent : g4 (h§) =

2dp| cos(hé)| 4+ /1 — 4d2p? sin®(he)
14 2dp

|9 (h€)| < <1.

Si 4d?p?sin®(h€) > 1, on a deux racines complexes conjuguées et

lg=(RE)I* = —— ((2dp cos(hg))? + 4d*p? sin®(h) — 1) = Adp? —1 <
. (14 2dp)? (14 2dp)?
= 2dp
Si 4d*p?sin?(h€) = 1, on a une racine réelle double et |g (h€)| = 2du] cos(hg)| <1.

14 2dp

Dans tous les cas le rayon spectral est strictement plus petit que 1 et G(h&)™ tend vers zéro.
On a donc un schéma explicite qui est inconditionnellement stable mais conditionnellement
consistant.

5.4. EQUATIONS PARABOLIQUES



Georges KOEPFLER - M1 2009-2010 85

5.5 Applications

5.5.1 Equation d’advection-diffusion-réaction

On s’intéresse a la résolution numérique de I’équation aux dérivées partielles suivante :

0 0 0?

8_7:@’ t) + ca—z(x,t) = dﬁ—;(x, t) +ru(x,t), pour (z,t) € R xR} (5.8)
ouceR" reR,deR et u(z,0)=d(z).

On va utiliser un schéma progressif en temps et centré en espace :

n+1 n n _an n _ n n
Uy = = Uy +e U1 Um—1 —d Um—1 2vm + Ut

k 2h h?

+ o), (5.9)

Ce schéma est consistant et d’ordre (2,1), la condition de stabilité est du <

Pour p €0, 55 fixé et k = ph? on a un schéma d’ordre 2.

1
3 -

ch
En notant a = 50 le schéma (5.9) s’écrit aussi

ot = (1 = 2dp + rk)vl, + dp(1 — a)vly + dp(l+ el .

Pour ;1 €]0, o[ fixé, a <1 et 1 —2dp+rph®* >0, on a

o] < (U= 2dpa+ k) op, | + (L = @)oo | + du(l+ a)fuy, | < (L+r k) sup o]

ou T = max(0,r). Par récurrence on obtient le principe du mazimum discret suivant :

n €U, Dosup v, | < —+ Kkr sup |v,,| < e sup |v,,| -
Vt, € 0,T m < (14 k) Ol < el i

Pour obtenir ce résultat, on a imposé des contraintes sur la discrétisation spatiale h :

h§2—d et, sir<0,k:uh2§72d'u_1.
c r
Si ces inégalités ne sont pas vérifiées, la solution discréte n’a pas le méme comportement
que la solution de I’équation aux dérivées partielles parabolique (5.8) et on pourra observer
des oscillations dans la solution. Par contre, si pour satisfaire ces contraintes il faut prendre
h trop petit, il se peut que le schéma devient inefficace.

Remarque : En modélisation d'un flux de chaleur, la quantité Pe = ¢/d [1/m] est appelée
nombre de PECLET , en mécanique des fluides Re = ¢/d est le nombre de REyNoLDS. Ce
nombre controle 'intensité relative de I'advection par rapport a la diffusion : si Pe est
grand, c¢’est 'advection qui domine, si Pe est petit c’est la diffusion. On peut interpréter
c¢/d comme étant le rapport du temps de diffusion, t4;r = 2/d, et du temps d’advection,

tagw = /C.

Ci-dessous on propose un code Scilab ! pour implémenter le schéma (5.9). Noter que 'on
s’est intéressé principalement aux calculs et non pas a l'utilisation du code (p.ex. entrée
interactive des parametres).

1© INRIA, logiciel disponible & http ://www-rocq.inria.fr/scilab/

CHAPITRE 5. SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES



86 UFR de Mathématiques et Informatique, Université Paris Descartes

1 // Paramétres de 1’edp

2 c=0.30;

3 d=0.10;

4 r=0.13;

5

6 // Paramétres du schéma

7 k=0.1; // pas de temps

8 T=10; // instant final

9  N=ceil(T/k)+1; // nb. de points dans [0,T]

10  t=linspace(0,T,N); // intervalle discret de temps
11

12 h=0.2; // pas de discrétisation spatiale
13 xg=-5; xd=10; // limites spatiales

14  M=ceil((xd-xg)./h)+1; // nb. de points dans [xg,xd]

15 x=linspace(xg,xd,M); // intervalle discret d’espace
16

17 v=zeros(N,M); // v(n,:) solution & 1’instant n
18

19 // Afficher les paramétres du schéma

20  mu=k/h"2;

21  alpha=c.*h./(2.%*d);

22 mprintf(’c=%f\td=%f\tr=%f\n’,c,d,r)

23 mprintf (’h=Y%f\tk=%f\nmu=%f\talpha=%f \n’,h,k,mu,alpha)

24 mprintf (Cmuxd=%f\t2/Pe=%f\t’,mu.*d, (2.%d)./c)

25  if (r<0) then

26 mprintf (’ (2d*mu-1) /r=%f \n’, (2.*d.*mu- 1)./r)

27 else

28 mprintf (’\n’)

29 end
30
31 // Condition initiale phi() définie sur [xg0,xd0]
32 xg0=-2;xd0=2;
33  Ind_xg0_xd0=bool2s((xg0 <= x)&(x <= xd0)); // indicatrice de [xg0,xd0]
34  deff(’ [yl=phi(z)’,’y=sin(lpi *z/2)’);
35 v(1,:)=Ind_xg0_xd0 .* phi(x); // définition de la c.i.
36
37 // Itérations sur le vecteur v(n,:)
38 c1=1-2.%*d.*mu+r.*k; c2=d.*mu.*(1-alpha); c3=d.*mu.*(1+alpha);
39 for n=2:N
40 v(n,:)=clxv(n-1,:) + c2x[v(n-1,2:M) 0] + c3*%[0 v(n-1,1:M-1)];
41  end
42
43  // Afficher la solution v dans [xg,xd]x[0,T]x[min(v) ,max(v)]
44 plot3di(x,t,v’,-111,86,"x@tCu", [2 2 4])

On obtient I'affichage des parametres :

c=0.300000 d=0.100000 r=0.130000
h=0.200000 k=0.100000
mu=2.500000 alpha=0.300000

muxd=0.250000 2/Pe=0.666667

et, apres calculs, la figure suivante (on s’est restreint a x € [—5,+75]) :

5.5. APPLICATIONS
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On constate le transport et la diffusion, a laquelle s’oppose la réaction, de la concentration
initiale ®. Souvent on trace la solutions dans le plan au a des instants t,, différents :

1.0

0.8 - t, = nk avec k = 0.1
0.6
0.4 —

0.2

-0.2 —
-0.4 —
-0.6 —

-0.8 —

-0 44—

Finalement, on s’intéresse a la précision de v, solution de (5.9) sur la grille discrete, par
rapport a u, solution de (5.8) sur R x [0,77]. On a a Uinstant t199 = 10, avec h = 0,2 :

erroo(tion) =  sup ‘u(xm,10)—U;$0‘:0,0497294

Em€[—5,10]
et
1/2
2
erra(tion) = (Y (u(xm,lo)—vjfo) — 0,0722882..
Tm€[—5,10]

Sur la figure suivante on a représenté la solution continue u et la solution discrete v, on
constate des différences de l'ordre de 51072, cf. erry,. L'erreur relative, |u — v|/|v|, peut
atteindre 2.6 aux points ou u ~ 0.

CHAPITRE 5. SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES
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Pour conclure on peut dire que le schéma reproduit assez bien le comportement de la
solution de I’équation aux dérivées partielles, par contre la discrétisation grossiere et des
phénomenes de bord perturbent rapidement le résultat numérique et rendent le résultat
quantitativement inutilisable.

Pour améliorer le résultat il faut diminuer h (donc k) et augmenter le domaine spatial
discret, on augmente la mémoire et le temps de calcul nécessaires.

1.0

t100

0.8 7|

0.6 7

5.5.2 Equation de la chaleur

On se propose de résoudre numériquement 1’équation de la chaleur dans un ouvert de R? :

ou 0?u 0u )

E(:&y?t) =d (@(xuyvt) + a—yg(x7y7t)) pour (l’,y,t) 6]07a[ X]O7T]
u(z,y,0) = O(z,y) pour (z,y) €0, af*
u(w,y,t) =0 pour (z,y,t) € 9(]0,af*) x [0,T],

oudeRL, T >0 et la condition initiale ® est donnée.

Comme dans le cas des fonctions a une dimension spatiale, on utilise la formule de TAYLOR
pour approximer les dérivées partielles de w. Les valeurs de v sur la grille discrete sont
notées v, ,, ot n € N et m,p € Z. Pour simplifier on suppose que (z,,,y,) = (mh,ph),
c’est-a-dire que l'on a une grille spatiale carrée.

Le schéma de CRANK-NICOLSON s’écrit

n+l _ ,n n _ n n n _ n n
k 2 h? h?
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
h? h?

et, en posant u = k/h?, on a :

2(1 + leu) Un+1 d,u (,Un-i-l —I—’Un+1 + Un-i—l + ,Un-‘rl )

m,p - m+17p m_lvp m7p+1 mvp_l

= 2<1 - 2d:u) U:Ln,p + d:u (U:Ln—l—l,p + U:Ln—l,p + U:Ln,p—l—l + U:Ln,p—l) :

5.5. APPLICATIONS
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Souvent on utilise les masques pour exprimer la relation entre v™ et v"*! :

0 —dp 0 0 du 0
—dp 2(1+2dp) —dp | v = | du 2(1—2dp) du | v". (5.10)
0 —dp 0 0 du 0

Cette relation est valable pour tous les points intérieurs au domaine spatial, i.e. les points
(2, yp) €]0,al?. Les valeurs sur le bord étant imposées par le probleme, il faut déterminer
v;fpl en tout point intérieur, grace a la relation ci-dessus. Pour cela il faut résoudre un
systeme linéaire que 1’on va construire maintenant.

Supposons que [0, a] est discrétisé en M + 2 points, les points intérieurs sont alors dans
I'ensemble {(zy,,y,) /1 <m,p < M}, car xg =yo=0et Tpry1 = Ypr1 = a.

En utilisant 'ordre lexicographique, i = m+ (p—1)M, pour ordonner les points intérieurs,
on peut écrire la relation (5.10) sous forme matricielle :

AVt =B (5.11)
ot B" e RM* et, pour i = 1,..., M? :

an = 2(1 - 2d:u) U:Ln,p + d,U, (U:Ln—l—l,p + U:Ln—l,p + U:Ln,p—l—l + U?n,p—l)’

n+l _ y/n+1 ..
On a v, =V, et, pour les quatre voisins,
n+1 _ n+1 n+1 _ n+1 n+1 _ n+1 n+1 o n+1
Um—l,p - ‘/;—1 ) Um—i—l,p - ‘/i—l—l ) Um,p—l - V;'—M’ Um,p—i—l - ‘/i—i-M :

Tous les éléments de la ¢ ligne, 1 < i < M2, de la matrice A sont nuls, sauf A;; = « et,

si Z€MN+1 Ai,i—lzﬂ; si > M : Az,z—Mzﬂu
si ZgMN—l Ai,i—l—l:ﬂ; si ’i<M2—MI AZ,Z—I—M:ﬂa

ou a=2(1+2du) et f=—du.
Pour M = 4, la matrice A s’écrit :

ap
Bap B
Bap g
B a B
B La f e
B " Bap B
g1 Bap g
Al BB B
. 0 a f B
g Bap B
B Bap 3
B B a: A
B a f
B B ap
B Balp
g 8 a
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90 UFR de Mathématiques et Informatique, Université Paris Descartes

La matrice A est tridiagonale par blocs, chacun des M? blocs est carré d’ordre M et A
est une matrice (M? x M?).

Pour chaque pas de temps ¢, il faut résoudre (5.11), c’est-a-dire un systéme d’ordre M?.
On montre que la matrice A est définie positive et admet une décomposition de CHOLESKY :
A= LL' ou L est une matrice triangulaire inférieure. Cette décomposition simplifie la
résolution du systeme (5.11). Afin d’économiser de la place mémoire, on utilise de plus
une représentation adaptée a la matrice A qui est une matrice creuse (angl. sparse).

On propose le code Scilab suivant :

1 // Paramétres du probléme

2 d=0.5; // coefficient de diffusion

3  a=Ypi; // domaine spatial ]0,a[x]0,al
4  T=1; // domaine temporel [0,T]

5

6 // Augmenter la mémoire de Scilab

7  stacksize(5000000) ;

8

9 // Paramétres du schéma

10 h=0.05; // pas de discrétisation spatiale
11  MM=ceil(a./h)+1; // nb. de points dans [0,al

12 M=MM-2; // nb. de points dans ]0,al

13 xx=linspace(0,a,MM); // intervalle discret d’espace de 0 a a
14 x=xx(1,2:MM-1); // intervalle discret d’espace sans 0 et a
15

16  k=0.01; // pas de temps

17 N=ceil(T/k)+1; // nb. de points dans [0,T]

18  t=linspace(0,T,N); // intervalle discret de temps

19

20  mu=k./h"2;

21 M2=M"2; // taille du systéme linéaire

22  v=zeros(MM,MM,N); // solution dans [0,a] "2x[0,T]

23

24 mprintf (’d=%f\ta=%f\tT=%f\n’,d,a,T)

25 mprintf (’h=%f\tk=%f\n’,h,k)

26  mprintf (’mu=%f\tlambda=Y%f\n’,mu,k/h)

27  mprintf (°N=%i\tM=%i\tM"~2=%i\n’ ,N,M,M2)

28

29 // Condition initiale & évaluer sur les points intérieurs
30 deff(’[z]l=phi(x,y)’,’z=sin(x).*sin(y)’);
31 v(2:MM-1,2:MM-1,1)=eval3d(phi,x,x);
32
33 // Construction des matrices A et B
34 // noter que 1’on n’utilise que des matrices creuses
35 Di=sparse([1:M2-1;2:M2]°,ones(M2-1,1),[M2 M2])..
36 -sparse([M:M:M2-M; 1+M:M: M2-M+1] > ,ones (M-1,1), [M2 M2]);
37 DM=sparse([1:M2-M;1+M:M2]’ ,ones(M2-M,1),[M2 M2]);
38
39  A=-(d*mu) .*(D1+DM); // triangle sup. de A
40  A=A+A’; // A est symétrique
41 B=-4;
42 A=A+2.x(1+2*d*mu) . *xspeye(M2,M2); // on ajoute la diagonale
43  B=B+2.*(1-2%d*mu) .*speye(M2,M2) ;

5.5. APPLICATIONS
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44 clear D1,DM;

45  mprintf(’Stacksize=Yi, used=Yi\n’,stacksize())

46  // Factorisation de A par la méthode de CHOLESKY

47  spchoA=chfact(A);

48 clear A;

49

50 // Affichage de la condition initiale

51  xbasc();

52 rect=[0,a,0,a,0,1];

53  xtitle([’Condition initiale’]);

54  plot3d(xx,xx,v(:,:,1),233,81,"x@yev(x,y,0)",[2,1,4] ,rect);

55

56  // Boucle sur le temps t_n : & chaque fois on résout le systéme
57 // A V- (n+1) = B V' (n) grace a la décomposition de CHOLESKY
58 // on obtient le vecteur V=A"{-1} B V" (n)

59  // ensuite reconstruction de v(x,y,t(i)) et affichage

60  for i=2:N

61 V=chsolve(spchoA,B*matrix(v(2:MM-1,2:MM-1,i-1) ,M"2,1));

62 v(2:MM-1,2:MM-1,i)=matrix(V,M,M);

63 xclear();

64 xtitle([’Solution & 1’’instant t(’+string(i)+’)="+string(t(i))]1);
65 plot3d(xx,xx,v(:,:,1i),233,81,"x@y0u(x,y,t)",[2,1,4] ,rect)

66 end

67 clear B,V;

On obtient I'affichage des parametres :

d=0.500000 a=3.141593 T=1.000000
h=0.050000 k=0.010000
mu=4.000000 lambda=0.200000

N=101 M=62 M~2=3844
Stacksize=5000000, used=1024430

et, les graphes suivants :

Condition initiale ®(z,y) = sin(z) sin(y)

| ”;1";/’,"0'::::0::‘::‘:“:::\\\\&\\\\\\\
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Solution a l'instant ¢t = 1
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On peut de nouveau facilement calculer la solution u de 1’équation aux dérivées partielles
et comparer a chaque étape la solution discrete v a u. On utilise pour cela

erreo(ty) = (sup ) |U( Ty Yps tr) — V(@ Ypy )|
Tm,Yp

et
1/2

Z |u<xm7yp>tn> - U(xmvypvtn)P )
(Tm,yp)

erry(t,) = h

ou h = 0,05. La figure suivante représente ’évolution de ces erreurs au cours du temps.

3,210

erry

2.107% 4

4 0 erre

4-107*

Pour voir l'effet de la diffusion sur une donnée initiale irréguliere, on se propose d’étudier
sur ]0, 1[* D’évolution de la fonction ®(xz,y) = Ij1/32/3(z, y) . On obtient des résultats nu-
mériques satisfaisants pour A = k/h petit.

En adaptant le code précédent, on obtient les résultats suivants :

d=0.010000 a=1.000000 T=1.000000
h=0.030000 k=0.002000

mu=2.222222 lambda=0.066667

N=501 M=33 M~2=1089

Stacksize=5000000, used=672021

5.5. APPLICATIONS



Georges KOEPFLER - M1 2009-2010 93

Condition initiale Solution a I'instant ¢ = 0.1

u(x,y,0) u(z,y,0.1)

AN
TN

’l’l,"'lll"" H
llﬂ%"”"t’"’.“b“}“}ge =

1.0

Solution a I'instant ¢ = 0.5 Solution a I'instant ¢ = 1

.
2772777 I ASLAY e i T e
e S e O, e
e
Z RS T A S
Tz

Sur ces graphiques on a représenté aussi quelques lignes de niveau de v, ceci afin de
visualiser la «diffusion» du cube initial. Une autre fagon de représenter v est d’associer
des niveaux de gris aux valeurs que prend la fonction, ce qui donne les figures suivantes,
ou O=blanc et 1=noir :

v(xm,yp,O) v(xm,yp, 1)

Remarque : Pour les images des pages 9 et suivantes, on a 255=blanc et 0=noir; on y
a utilisé des schémas moins cotiteux. En effet, I'algorithme de cette section qui utilise la
méthode de CRANK-NICOLSON, est tres précis, mais il nécessite beaucoup de place mémoire
et de temps de calcul. En dimension spatiale deux on utilise souvent d’autres méthodes.

CHAPITRE 5. SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES
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5.5.3 Systeme de réaction-diffusion

Un exemple de systeme de réaction-diffusion qui engendre des rayures a été proposé par
MEINHARDT 2 :

( Ocy cisy
A, dcA - — Pe
ot at r Pe 1
Ocsy 25,
—= =d.A 27 ).
ot 2t r Pe 02
0

] % = dSAsl + Ps (Cl —81)

0
S = dAsatp (e~ 52)
0
AR cfsz + cgsl — prT

\ Ot

ol les cinq «morphogenes» cp, ca, $1, S et r sont définies sur [0, M]?> x R, . Le com-
portement du systeme dépend des parametres réels d., ds, p., ps €t p. et des conditions
initiales.

Pour ce type de simulation on a besoin d’'un nombre élevé d’itérations, NV, et il devient
nécessaire d’utiliser un programme compilé. Ainsi le systeme ci-dessus a été programmé
en langage “C” en utilisant les librairies de Megawave®. On a utilisé un schéma explicite,
progressif en temps et centré en espace, avec des conditions au bord périodiques. Les
conditions initiales sont données par

Cl($,y,0) = Qppr (1 + 61(1’,’}/)), C2(x7y70) = 2pp7’ (1 =+ 62(x7y))7
c c 9
Sl(xvyvo) = 52(%%0) = ;;c 9 T(xayao) = 4pp7“§ )

pour (z,y) € [0, M]* et ol € et e est un bruit uniforme, de valeurs dans [—p., p] , avec
pe > 0 donné. La discrétisation spatiale est fixée a h = 1 dans les deux directions, le pas
de temps k est obtenu en choisissant p : k = ph? = pu. Le choix des parametres pour les
premieres simulations est indiqué dans la table suivante :

1 = 0,0100/M =100 |N = 30.000
d. = 0,0500 d, = 0,1000] p, = 0, 1000
pe = 0,4000 p, = 0,4000/ p, = 0, 6000

1 (xma Yp, 0) CQ(xma Yp, 0)
min=0,60000 / max=0,74996 min=0,60002 / max=0,75000

2Models of Biological Pattern Formation, Academic Press, 1982
3© logiciel disponible & http ://www.cmla.ens-cachan.fr/Cmla/Megawave

5.5. APPLICATIONS
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Note : Toutes les images ont été renormalisées dans [0, 255].

gﬂﬂ-

3
S

1 (T, Yp, KN o (T, Yp, KN)
min=0,01389 / max=1,98951 min=0,01164 / max=1,98889

l-:r-- =

K

P} Y
%3!1

8 L] ,. ® 7.‘;- 1f
ﬁ :-'.I:_;._I,-_#j"’}!..‘_,_r‘_l |..-"'1T

$1(Zm, Yp, kN) $2(Tp, Yp, KN (:cm Yp, EN)
min=0,01889 / max=3,82714 min=0 01734/maX 3,81700 min:1,14387/maxz7,58884

E&ﬂ- 5 T "'"l'_-}"ﬂ- - '!_-'l)"ﬂ- -
J.- -

[ H.
r - ‘ J— LY ‘
Ny 'l-

Utilisation de la périodicité de c¢; pour paver le plan.

CHAPITRE 5. SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES
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Pour les parametres du tableau suivant on obtient les zébrures représentées en dessous.

1t = 0,0050 M =100 |N = 50.000
d. = 0,1500 d, = 0,2000] p. = 0, 1000
pe = 0,4000 p, = 0,4000/ p, = 0, 8000

X

™
-

xmvypv kN 02(xmvyp7kN)

—
r o

ol

Sl(xmayp> kN) $m>ypakN

Utilisation de la périodicité de r pour paver le plan.
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Annexe A

Calcul différentiel et intégration
dans R?

A.1 Notations

T
Un point & = (z1,...,14) de R? considéré comme vecteur sera noté x =

Zq
dont la transposé, 2 = (x; -+ x4), est une matrice 1 x d.

J 1/2
La norme euclidienne de = est noté |z| = E 7 et le produit scalaire des vecteurs
i=1

d
x et y s'écrit x.y = 2ly = Z il -

i=1

Soit f € CH (R4, R), pour a = (ai,...,aq) € RY on note D;f(a) = gf (a) = fu,(a)
£
la dérivée partielle de f en a par rapport a la variable z;, i =1,...,d.

_ 0
Ok
On note Df(a) = <D1f(a) Dof(a) ... Ddf(a)) la matrice ligne (1 x d) associé a l'appli-
cation différentielle df, € L(RY R).

Le vecteur gradient est le vecteur colonne (d x 1) Vf(a) =Df(a)’.

Pour k € N on a DFf(a) (a).

Dans la suite on va souvent utiliser la notation des multi-indices de L. SCHWARTZ.
Soit a = (e, ..., aq) €ENYet w = (21,...,24) € R?, on pose

lal=a1 4+ +aq, al=ala! oyl et z%=zay?--ai?.

Pour f € Cl®/(R% R), on note

la|
O )

ot - 0xt

D®f(a) = D DS ... D% f(a)

c’est la dérivée partielle d’ordre |a| de f, on dérive «; fois par rapport a z;, i =1,....d.
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Soit F' € CHRY, R") et z = (x1,...,2q), alors si F(xy,...,14) = (Fl(x) e ,Fn(x)>,
on note

D1F1<SL’> DgFl(LU) Ce DdFl(SL’>
D1F2 T D2F2 T C DdF2 T

DF(z) = :( ) :( ) z( . (DIF(x) DoF(z) ... DdF(x)).
DiFy(z) DaFy(x) ... DaFy(z)

C’est la matrice (n x d) associé a lapplication différentielle dF, € L(R? R") qui est
composée des d vecteurs colonnes D, F(z).

A.2 Calcul différentiel

Soit f € CY(R% R), on définit la dérivée directionnelle de f au point a € R? et dans la
direction de v € RY, par

On montre que

Soit a = (ay, . .., aq) € N?| la notation des multi-indices de L. ScHWARTZ permet d’énon-
cer facilement les résultats suivants :

Si P(z) est un polynome de d variables, x1, ..., x4, et de degré m,

alors P(x) = Z i' (D*P(0)) z .

|| <m

En particulier pour z € RY et m e N (z; + -+ +29)" = Z — %,
la]=m
c’est un polynome homogene d’ordre m.
m! m!

Le facteur — = est appelé coefficient multinomial.
al  aglag!l - ay!

A.2. CALCUL DIFFERENTIEL
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Soit © un ouvert de R? et f € €*(Q,R). On suppose que 0 € Q et que le segment
[0, 2] C Q, alors la formule de TAYLOR avec Teste intégral, pour f en 0 € R?, s’écrit

ZZ D“‘f o+ S5 </ —s)"_lDO‘f(sa:)ds>9:°‘.

p=0 Ia\—p ' laf=n

Soient f et g des fonctions régulieres sur 2 C R%, on a la formule de LEIBNIZ :

D(fg)= > R ,<Dﬂf> (D7) .

B/ B+y=a

Pour f: Q) C R? — R réguliere, et pour z, v dans R% et t € R, on a

dm !
@ty = 3" % (D f (2 + tv)) v”

laf=m

A.3 Intégration dans R?

On va noter dans cette section d\; ou dz la mesure de LEBESGUE sur R?. On rappelle le
résultat suivant.

THEOREME A.3.1 (CHANGEMENT DE VARIABLES DANS RY)
Soit U et V des ouverts de R?, ® un difféomorphisme de U sur V et soit f une fonction
intégrable sur V', alors

/f dx_/f DIdét(DB(y))|dy  ou encore /focbd)\d—/f\det (DD)] dAg.

On note By(xg,r) = {x € R?/|z — 24| < r}, la boule ouverte de centre zy et de rayon r,
la boule unité de R est notée By = B,(0,1).

De méme S41(zg,7) = {x € RY/|x — xo| = r} = 0By(wo, 1)

et S = 0B,4(0,1) est la sphére unité de RY.

Soit z € R\ {0} et h(x) = 7z on obtient un homéomorphisme @ de R? sur ]0, +-o00[x S41
en posant ®(x) = (|z|, h(z)) = (r,s) et D~ (r,s) =7rs.

PROPOSITION A.3.1 (COORDONNEES POLAIRES)
Soit f intégrable sur R?, alors

» f(x)dAa(z) = /]o,+oo[xsd1 f(rs)ri=ta\(r)dog_1(s) = /;OO dr (/Sdl(o’r) f(:r)dS(x)) .

L’image de \; par ® est la mesure produit r®~'dr @ doy_,, ol 04—, est une mesure sur

B(S41).

ANNEXE A. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRATION DANS R?
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COROLLAIRE A.3.1
Soit ¢ : R, — R borelienne, on pose f(z) = ¢(|x|). Alors f est intégrable sur R? si et
seulement si o(r)r¢=1 est intégrable sur R, .

COROLLAIRE A.3.2
Soit « € R, d € N* et f(z)

1
= o alors
]
- pour tout o < d : f est intégrable sur By et n’est pas intégrable sur R\ By ;
- pour tout o > d : f est intégrable sur R?\ By et n’est pas intégrable sur By ;

- pour o = d : f n’est intégrable ni sur By, ni sur R?\ By.

COROLLAIRE A.3.3
On note W, le volume de la boule unité By de R? et wy 'aire de la sphére unité S de
R?, on a les relations :

7.{.d/2 27Td/2

vollBal0. 1) =0 = pra gy = g,

vol(By(0,7)) = riwy

/2

(%)

aire(SH0,1)) = wg = dwg = 2

aire(STH0, 7)) = rttwy

Exemples :
On retrouve ainsi, pour d = 2, que le «volume» d'un disque est 7r? (=surface) et que
I'«aire» d'un cercle est 277 (=périmetre).

Pour d = 3 on retrouve w3 = %’T et wy = 4.

ProroOSITION A.3.2
Soit f une fonction continue sur R?, alors pour tout z € R? :

. 1 ) 1
f(x) = lim / fly) dy = lim ——— / f(y)ds,.
By(z,r) r—07r Wd Jgd=1(z,r)

r—0 rd Wy

Avec des hypotheses plus faibles on a le résultat suivant :

THEOREME A.3.2 (THEOREME DE DERIVATION DE LEBESGUE)
Pour tout f de L*(R%) on a :

1
(a) pour presque tout x € R? : f(z) = lim — / fly)dy;
r=0 T W Bd(w7r)
1
(b) pour presque tout x € R? : lim —— / lf(y)— f(z)|dy=0.
r=0r W Bd(w7r)

On dit que z est un point de LEBESGUE de f s'il vérifie (b).

A.3. INTEGRATION DANS RP



Annexe B

Géométrie différentielle élémentaire.
Intégrale de surface

B.1 Variétés dans R?

Dans cette section on va généraliser la notion de courbe paramétrique dans R?, définie
par (Xi(t),..., X4(t)), et celle de surface dans R, définie par le graphe d'une fonction

Z:f(l'l,...,l'd).

DEFINITION B.1.1

Soit M C R? et a € M, on dit que M est une variété réguliére de dimension k au voisinage
de a s’il existe :

U un ouvert de R* | k < d, W un voisinage ouvert de a dans R? et p € C*(U,R?) tel que :
@ est un homéomorphisme de U sur W N M et pour tout v € U, ¢ est de rang k ,
c’est-a~dire rang(De(u)) = k pour tout u € U .

On dit que @ est une paramétrisation de M au voisinage de a.

M est une variété réguliere de dimension k, si M est au voisinage de tout point a une
k-variété réguliére.

On obtient ainsi une collection de paramétrisation locales et on appelle (W, N M, p,) une
carte et {(Wo N M, ¢,)}e un atlas de M .

En anglais une variété s’appelle manifold.

Exemples : Soit M une k-variété réguliere de R?. Pour k = 1, M est une courbe ; pour
k =2, c’est est une surface ; pour k = d — 1, on dit que M est une hypersurface.
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THEOREME B.1.1
Soit M C R et a = (a1, ...,aq) € M, on a équivalence des affirmations suivantes :

(P) M est une k-variété réguliere au voisinage de a.

(Z) Il existe W un voisinage ouvert de a dans R? et ® € C1(W,R%*) tel que :
® est derangd —k en a, P(a) =0 et @ 1(0)=WNM.

(G) II existe W un voisinage ouvert de a dans R?, V un voisinage ouvert de (ay, . .., a)
dans R¥ et ¢ € CY(V,R¥*) tel que, si on note 1 = (Yp41,...,%q), on a pour tout
reWNMetpourk+1<i<d :j(xy,...,08) =;.

Remarques :

a) Avec (P) on représente M localement comme I'image d'une application ¢ : R¥ — R? ;
(Z) exprime que M est localement I’'ensemble des points qui annulent une application
P : RY — R ; finalement (G) montre que M est localement le graphe d’une appli-
cation ¢ : RF — R&*

b) (G) est vérifiée a une permutation des coordonnées pres.
Par ailleurs (G) est un cas particulier des représentations (P) et (Z), en effet, si on
se donne 9, alors @(xy,...,24) = (21, ..., Tp, V1 (T1, .-, Tx), -, Ya(x1, ..., TE)) est
une paramétrisation, i.e. vérifie (P), et ®(xy, ..., xq) = (z1,...,2%) — (Tpt1 ..., Tq) €
R est une application qui s’annule au voisinage de a, c.a.d. vérifiant (7).

c) Dans (Z), I'hypothese que ® est de rang d — k en a, i.e. rang(D®(a)) = d — k, est
équivalente & demander que d®, est surjective de R? sur R¥*, c’est-a-dire que a n’est
pas un point critique de ®.

d) En utilisant (G) on peut toujours aplatir la k-variété réguliere M au voisinage de a :
Soit ¥ : RY — R defini par ¥ (z) = (llfl(a:), e \Ifd(x)) ott, pour = = (x1,...,x4) € RY,

......... I o Oma-t
T sil1<i<k —Dvyp1
0 ={ i Skiziea @DV T
—Dy

Comme dét(DW) = 1, ¥ est un difféomorphisme de R? et on a pour tout x € W N M
\I/(Slfl,...,l’d) = (:cl,...,mk,O,...,O).

Rd—k

v R
v

Rk‘

(ar,...,ax,0,...,0)

B.1. VARIETES DANS RP
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Exemples :

1. Les variétés de dimension k = 0 sont les points discrets de R?.
Les variétés de dimension k = d sont les ouverts de R?
Tout sous-espace linéaire ou affine de R? est une variété réguliere.
2. L’ensemble {(x1,25) € R? /x125 = 0} n’est pas une variété de R? :
au voisinage de (0,0) I'ensemble n’est pas homéomorphe a un segment de droite.
3. Soit M une 2-variété, i.e. une surface, de R*® au voisinage de a = (a1, as, az) .
D’apres (P) il existe une paramétrisation o : U C R? — R3, telle que rang(Dyp) = 2
en tout point de U.
Si l'on note (P(u, U) = (Sol(uu U)v 302(u7 U)? @3(“7 U)) pour (u7 U) < RZ on a

2o1 001
ou Ov
ou Ov
93 Ops
ou Ov

qui est de rang deux si et seulement si I'un au moins de ses trois sous-déterminants
est non nul :

dp1 Oy s Do Dp3 Op3
A1, ¢2) _|ou v 9(p2, ¢3) _|ou v A3, 1) _|ou dv
O(u,v) Jps Opa| 7 O(u,v) Jps Ops| 7 O(u,v) dp1 Op1
ou Ov ou Ov ou Ov

D’apres (G) il existe ¥ tel que 3 = ¥(x1,x9) pour tout x = (1, x2,x3) de M N
Bd(a, E) .

On en déduit une paramétrisation en posant i (u, v) = u, ps(u,v) = v et p3(u,v) =
¥ (u,v) pour (u,v) dans un voisinage de (a, as) .

Si Pon pose ®(x1, 9, 23) = (w1, 19) — 23 on a (r1,72,23) € P7H0) pour tout
x € M N Byla,e).

Application : Pour S? on obtient une paramétrisation au voisinage du pole nord

a=(0,0,1), avec P(x1,19) = /1 —2? —23 on a :
SD(,UH,U) - (uvv7w(uvv)) et é(l'l,l'g,l’g) = ¢($1,$2) — I3.

Que devient S? si on I'aplatit au voisinage du pole nord ?

ANNEXE B. GEOMETRIE DIFFERENTIELLE ELEMENTAIRE. INTEGRALE DE SURFACE
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On a vu que si M est une variété réguliere on a : M = U ©a(Uy) . On va montrer que les
(0%
recouvrements éventuels des cartes sont «différentiables», au sens de la

ProprosITION B.1.1
Si on a deux paramétrisations C', ¢, et @g, au voisinage de a € M, alors il existe T,z un
difféomorphisme de R* sur R* qui permet de passer de I'une a I'autre. On définit :

Top = @a' 0 pp wgl(soa(Ua) N m(%)) — o, (%(Ua) N @ﬁ(Uﬁ)) ,

pour tout av, (3 tel que ¢, (Uy) Nps(Us) # 0.

B.2 Espace tangent. Orientation d’une variété

DEFINITION B.2.1
On appelle espace tangent a la k-variété réguliere M au point a € M et on note T, M,

le sous-espace vectoriel de dimension k, image de R* par I'application linéaire dyy, ot
a=o(b).

Soit a € M, a = ¢(b), alors si € a+ T, M, il existe v € R¥ tel que at = x — a = dg,(v).

ouy Ouy,
On a Dy, = : : , on en déduit immédiatement :
Ouy oug /' ju=b

k
. . L 0p; .
Equation paramétrique de a + T,M : x; = a; + Z a(p (b)vj pouri=1,....d.
u.
j=1 "

Cas d’une hypersurface :

(l’ —a ) agpl o 8901
! ! 8u1 8ud_1
Si k = d—1 on obtient [’équation cartésienne de a+T,M : : : : =0.
(.CL’ —a ) 880d . agpd
d d 8u1 8ud_1

B.2. ESPACE TANGENT. ORIENTATION D’UNE VARIETE
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R((

Comme M est une hypersurface de R?, on peut représenter M au voisinage de a grace
au graphe de ¥(uy,...,uq_1), avec a = <b,w(b)> et b= (a,...,aq4-1).

0 --- 0

On a Dy, = : P =(t1 - tg-1)
op oy 0
8u1 a’lLQ aud_l

et la famille {ty,...,t4-1} est une base de ’hyperplan T, M.
—1/11“
1 .

W _w;Ldfl
1

On en déduit le vecteur normal unité a M en a : n(a) =

Exemple : On suppose que M est une surface dans R?, représentée localement par le
graphe d’une fonction 1. Avec les notations précédentes on a : a = (ay,a2,a3) € M,
(a,a3) = az et b = (ay,az), et une paramétrisation locale est donnée par ¢(u,v) =

(u,v,¥(u,v)).

1 0
Donc Dy, = 5 ¢0 9 ¢1 et ’équation cartésienne du plan tangent affine s’écrit :
—(b) —(b
5. 0 5, ()
0 0
(1’1 — al)a—f(al,ag) + (1’2 - ag)a—f(al,ag) — (ZL’3 — ag) =0.
1 0
Pourt; =1 0 |etta=| 1 |, lafamille {¢;,%2} est une base de T,M .
% %
ou v

Le vecteur normal unité a M en a caractérise le s.e.v. T, M, et est donnée par :

_ %

ti At 1 Ou
n(a)_ 1 2 _a_w

CAat] 2 2 a0
R O A

ANNEXE B. GEOMETRIE DIFFERENTIELLE ELEMENTAIRE. INTEGRALE DE SURFACE
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Application. Considérons de nouveau I’hémisphere nord de S? :
u

pour u?+v? < 1 et ¢(u,v) = /1 — u2 — v2, on obtient n(u, v, (u,v)) = v
V1—u?—1?

On va s’intéresser maintenant a ’orientation de M . Rappelons d’abord qu’un repere direct
de RF vérifie dét(uy, ..., ux) > 0 et que I'on définit ainsi une orientation sur R¥ .

Soit ¢, une paramétrisation locale de la k-variété réguliere M au voisinage de a = ¢, (b) €
M . L’image par dp,(b) du repere direct est une base de T,M . On définit ainsi un repere
donc une orientation sur T, M .

Soit ¢z une autre paramétrisation locale de M au voisinage de a. On a le changement de
parametres T,5(u) = (¢, 0pg)(u) pour u € @51 (a(Us) Nps(Us)) et dpg = dpyodT,s.
On obtient la méme orientation pour T, M si dét(DT,s5(u)) > 0.

DEFINITION B.2.2

On dit que la variété réguliere (M, {pa}a) est orienté si pour tout o # 3 : dét(DT,5) > 0
en tout point u ott T,p est défini.

Une variété M est orientable s’il existe des paramétrisations locales . qui orientent M .

Remarque : Une variété n’est pas toujours orientable, la bande de M&bius est un contre-
exemple.

Exemples :

e Courbes dans R?
Soit ¢ : R — R? une paramétrisation d’'une courbe (k = 1), Vi est le vecteur tangent
a la courbe, on I'utilise pour définir une orientation sur la courbe.

e Hypersurfaces dans R?
Plus haut on a calculé le vecteur normal unité n(a) & une hypersurface de R?, il définit
une orientation de M .
En particulier si M = 02, ou € est un ouvert borné de R?, on pourra toujours choisir
n(a) pointant vers I’extérieur de €2 .

Exemples de variétés régulieres :

On présente ci-dessous quelques surfaces classiques de R?.

Tore de révolution.

Soit 0 < r < R, écrire une paramétrisation du cercle C((R,0), ) du plan 2z. On obtient
le tore de révolution en faisant tourner ce cercle autour de 'axe Oz.
Montrer qu'une paramétrisation du tore de révolution est donnée par

(R+rcosa)cos 3
¢(a,B) = | (R+rcosa)sinf pour 0 < a,f3 < 27.
7 sin o

Vérifier que ¢ définit une paramétrisation locale du tore et que le tore est une surface
orientable.

B.2. ESPACE TANGENT. ORIENTATION D’UNE VARIETE
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Bande de Mobius (1858)

Soit R > 1, on considere une fine tige de longueur 2 dans le plan az :
(x,2) =(R+1t,0) pour -1 <t<1.

On fait tourner la tige de 180 degrés autour de son centre et, en méme temps, on lui
fait faire un tour complet autour de I’axe Oz, la surface ainsi obtenue est une bande de

Mobius.

Montrer qu'une paramétrisation de la bande de Mobius est donnée par

(R + t cos ar) cos 2a
@(t,a) = | (R+ tcosa)sin 2 pour —l<t<let0<a<m.

tsin o

Vérifier que la bande de Mobius n’est pas orientable.
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Hyperboloide a une nappe.

Soit M = {(z,y,2) eR* 2’ + ¢y —2* =1}.
Montrer que M est une 2-variété réguliere de R®. Donner une paramétrisation de M .

it
N
\
R
MU

Cone.

Soit M = {(z,y,2) eR* /2’ +y* — 2> =0}.
Donner une paramétrisation de M . Est-ce que M est une 2-variété réguliere de R3?

ST 777777,
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B.3 Intégrale de surface

Dans cette section on va introduire I'intégrale d’une fonction définie sur une variété et
mesurer 'aire de portions de variétés. On parle d’intégrale de surface et aire de surface
meéme si k # 2.

Avant de passer a laire des variétés de R? on va s’intéresser au calcul, plus simple, du
volume d’un parallélépipede de RY.

ProrosiTiON B.3.1

Soit P le parallélépipéde engendré par les k vecteurs Li. ay, ..., a; de R? :
k
P= {xeRd /x:Ztiai,ti € [0,1]} }
i=1
On note A= (a; ... ay) la matrice d x k de vecteurs colonnes ay, ..., ay, alors

St(ALA)Y2

sik=d: wvol(P)=d
= dét(A*A)Y? = vol,(P) .

sik <d: aire(P)

ai; ay
Remarque :Ona A= (a; ... a;)avec a; = : et A= : |,
t
ap.a1 ap.az2 ... Q1.0
¢ ao.a1 Q2.2 ... Q2.0 . , L.
donc A'A = ) ) . ) est une matrice carrée symétrique k x k
ap.ayp  ag.ay ... Q.4

de déterminant strictement positif (cf. démonstration!).

Exemples :

1. Dans R? on considere le parallélépipede engendré par :

ary 0 a3
a, = 0 ,as = | as | et a3 = | as3 |, représenter P.
0 0 as3

Montrer que vol(P) = |aya92a33| = base X hauteur .

aig
2. Dans R? on considere deux vecteurs li. a; = [ (i = 1,2) qui engendrent le

Qi
parallélépipede P .

Montrer que aire(P) = |ay A as|.

ANNEXE B. GEOMETRIE DIFFERENTIELLE ELEMENTAIRE. INTEGRALE DE SURFACE
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Soit S une wariété régulicre compacte de dimension k, c’est-a-dire tel qu’il existe une k-
variété réguliere M avec S C M et S compact. Soit ¢ : Q C RF — S une paramétrisation
de S que 'on suppose étre une bijection de Int(Q) sur S.

On suppose de plus qu’il existe un pavage de ), c’est-a-dire () = U Q;,
i=1

h hl"*
otl les @, sont des cubes de R”, disjoints, centrés en ¢; et de coté h > 0: Q; = ¢; + {—5, 5} .

On se propose d’évaluer l'aire de S, on a : aire(S) = Z aire(p(Q;))

On va procéder par approximations : localement on remplace S par son plan tangent de
facon a avoir aire(p(Q;)) ~ aire(dyy, (Q;)) -
Si on note {ey, ..., e} la base canonique de R¥ | le cube @; est engendré par les vecteurs

0
{he;j}j—1, ket dp, (Q;) est le parallélépipede engendré par les vecteurs {ha—go (q,)}
Uj G=1,..k

Posons A; = (h;jj (g:) hg—i(%) h%(%)) = hDy(g;), on a

1/2

aire(dig, (Q;)) = dét(ALA;)'? = hF dét (Dl Dy,

I
Donc aire(S) ~ Z dét (Dyl, DQOqi)l/z voli(Q:) -

1=1

En vue de cette approximation on définit :

1/2

aire(S) = / dét (D¢l D) " du
Q

Soit f : S C R? — R une fonction localement intégrable sur R?, on définit :

/f )dS, = /f )) dét (D!, Dip, ) du

B.3. INTEGRALE DE SURFACE
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Soient ¢ et ¢ deux paramétrisations de S : .
p:QCRF 5S¢ QCR =S et p(Q) =¢(Q).

11 existe un difféomorphisme 7 de Q sur Q : T = 3o et dét(DT) # 0 sur Q.

Si 'on note u = T(u) et comme dy, = dpz o dT, on a

1/2

Y

dét (Dgl,De,) " = |dét(DT,,)| dét (DFLDFy)

donc
/det (DgpuD )1/201u /det DcpT(u)Dng ) |dét(DT,)| du = /det DgpuDapu)l/2d31.
Q

D’ou le résultat suivant :

ProprosITION B.3.2
La définition de I'aire d’une variété réguliére compacte, respectivement de l'intégrale sur
une telle variété, est indépendante de la paramétrisation choisie.

Exemples :
1. Soit C une courbe réguliere (k = 1) dans R%, et ¢ : [a,b] C R — R? une paramé-
trisation.
Comme Dy, = Vip(u), on a De! Dy, = |V(u)]? et, en remarquant qu’ici aire est
en fait la longueur :

long(C) = /|w<u>\du=

a

2. Soit S une surface réguliere (k = 2) dans R, et une paramétrisation

p: QCR? — S .
(U,U) — QO(U,’U): ((pl(u>v)a"'a(pd(uvv))

%) 8g0> . 90 9o 9 Op .
On a Dy = <— —— ) d’ou D¢' Dy = (g" gu guidv ) et, si on note
Ju Ov GG San
_ Oy Oy Dps _p 9y 00 0pi . o_ 00 0p _ - (90’
T Ou ou ;( ) T Ou v Z Ju v I ; o )’

on obtient

aire(S) = / VEG — F? dudv
Q
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3. Soit S une hypersurface réguliere (k = d — 1) dans RY, et une paramétrisation

O : QCcR — §

)
(oo ytta1) — (s g, )

c’est-a-dire que S est le graphe de 9.

1 0 0
0 1 0
On a Dy = : et on montre que
0 0 1
o v o
ouq Ous Oug_1
d—1 2
0
dét (De'Dy) = ( ¢) =1+ |Vy|?
=1 8Uz
d’ou

aire(S) = /Q V14|V (u)|?du

Cas particulier : d = 3 et k = 2, 81 .S est représentée comme graphe de ¢ : z = ¢ (u, v)
pour (u,v) € Q C R? on trouve

are)= [ [ (%) 5 (22 e

Application : montrer que l'aire du tore de révolution est 47%rR.

B.3. INTEGRALE DE SURFACE




Annexe C

Eléments d’analyse vectorielle

Dans cette annexe on va rappeler quelques formules fondamentales de ’analyse vectorielle :
Q est un ouvert borné de R? et on suppose que 92 est une (d— 1)-variété réguliere orienté.

On définit un champ de vecteurs U : R — R? et un champ scalaire u : R — R de classe
Gl sur Q.

d
La divergence de U est définie par div(U(z)) = Z D,U;(z) = trace(DU(x)) .
i=1

On rappelle le théoreme de la divergence ou formule de GAUSS-GREEN :

(Amww@ym:/)w@ﬂ@m&

o0

ou n(x) est le vecteur normal unité extérieur a ) en x € 052 .

R? R?

On a la relation suivante pour le champ scalaire u et pour tout 1 <i <d :

ou

o Ox;

(x)dx = /{m u(x)n;(x) dS,

ou n; est la --eme coordonnée du vecteur normal unité extérieur.

Soient u et v deux champs scalaires de classe C! sur Q, alors, pour tout 1 <i < d, on a
la formule d’intégration par parties dans R?

ov

Ou u(x)v(x)n;(x) dS, — /Qu(x)a% (r)dx

Q Ox;

@w@mx:/

o0
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Exercice : écrire cette formule dans le cas d = 1, avec 0 = [a, b].

Si on suppose que u et v sont de classe €2 sur Q, on déduit de ce qui précede les
formules de GREEN (1828) :

/Q Au(z) v(z) do = / vy o) ds, /Q Vu(z). V() dz (1)

o0 dn

/QAu(x) v(z)dr = /Qu(x) Av(z) dx + /ag {S—Z(:ﬁ) v(x) —u(zx) j—z(x) ds, (II)

Remarque : Les résultats précédents s’obtiennent a partir de la formule de STOKES qui
est un résultat de ’étude des formes différentielles. En particulier on montre que si 0f2
est une variété orienté et réguliere par morceaur les énoncés précédents restent vrais.

Interprétation du théoreme de la divergence

Dans le cas d = 3 on va donner une justification «physique» du théoreme de la divergence.

Supposons que le volume € C R? est plongé dans un milieu de particules dont on connait
a chaque instant ¢ et en chaque position x = (xy, z9, x3) :

la vitesse V(z,t), avec |V|[m/s], et la concentration (densité) u(z,t) [particules/m?].
On suppose de plus qu’il n’y a ni création, ni destruction de particules et que V' et u sont
de classe C! pour z au voisinage de Q et pour ¢t € R.

On pose U = uV , avec U;(x,t) = u(x, t)Vi(z, t)a<i<s) et |U| [particules/m?s] .
Soit n € S471  alors U(w,t).n est le flur de particules (par unité de temps) a travers un
élément de surface plane, perpendiculaire a n en x et d’aire 1.

On a U(z,t).n = |U(x,t)| cos(£(U,n)) [particules/m?s].
Note : le signe du flux est positif du «coté» de n.

A T'instant ¢ le nombre de particules dans € est m(t) = / u(x,t)dx.
0

La variation de masse m/(t) , négative si plus de particules sortent de {2 qu’il n’en rentrent,
est évaluée de deux fagons différentes.
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Méthode 1. Soit P C Q un parallélépipede rectangle infinitésimal, centré en p = (p1, p2, p3),
de faces paralleles aux axes de coordonnées et de cotés dxy, dxrs et dxrs . On note

Ft = {xeR?’/xi:pi:tem et pour j #i: |z; —pj| < 6%} les six faces de P.

7 2
Pour obtenir la variation de masse on va estimer le nombre de particules qui sortent du
parallélépipede P .

5I2

On peut supposer que le flux de particules au centre de la face F;~ est approximativement

donnée par Uy (p) + %g—gll(p)éml et que la quantité de particules traversant F}™ par unité

de temps est donc approximativement égale a (Ul (p) + %g—gll(p)dxl) dwodrs (1).

On évalue de méme le flux au centre de F; a Uy(p) — g—iﬁ(p)‘;% et donc la quantité de

particules traversant F|  par unité de temps a <U1 (p) — g—%@)%) dza0xy  (2).

Finalement la variation du nombre de particules dans P, due a des déplacements dans la
direction zq , est (2) — (1) = —g—[gﬁ(p)émléxgéxg.
Cette valeur est positive si plus de particules rentrent dans P que n’en sortent par les

faces I} et F| .

On obtient des résultats analogues pour la direction z, (faces Fi°) et x3 (faces Fy).
La variation par unité de temps du nombre de particules dans P est donc donnée par

- (g—fj;(p) + g—gj(p) + g—%@)) dx10w9013 = —div(U(p))dx1dxedTs .

En faisant la somme sur tous les parallélépipedes rectangles infinitésimaux P contenus
dans € on a

m'(t) = — /Q div(U(z)) dz .

Méthode 2. On va mesurer maintenant le nombre de particules qui traversent 02 au cours
du temps. Soit a € 0N et S, C I un élément de surface suffisamment petit pour étre
proche de a + T,(09) et soit n(a) le vecteur normal unité extérieur a 92 en a.

Alors la variation par unité de temps du nombre de particules a travers S, est donnée
par Ul(a,t).n(a) aire(S,) = u(a,t) aire(S,) V(a,t).n(a), et finalement en faisant la somme
sur tous les éléments de surface S, C 0N on obtient comme évaluation de la variation de
masse

m'(t) = — /89 U(x,t).n(x)dS, .

Conclusion : en identifiant les variations m/(t) obtenus par les deux méthodes on trouve
I’énoncé du théoreme de la divergence.

ANNEXE C. ELEMENTS D’ANALYSE VECTORIELLE
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Le théoreme de la divergence permet de donner l'interprétation suivante de la divergence
d'un champ de vecteurs U(x) :

. . 1
div(U(x)) = ll_r)% o /Sdl(mg) U(x)n(x)dS, , H

c’est-a-~dire que la divergence de U en zy est le taux de particules (par unité de volume)
qui «divergent» de xy .

En utilisant la définition de m(t) et en dérivant sous le signe somme on obtient

/Q <div(U) + g—?) dz = 0.

Si on a ’égalité ci-dessus pour tout volume €2 on en déduit la loi d’équilibre du milieu

du , du :
o +div(U) = e + Vu.V 4+ udiv(V) =0.

On dit que le flux est incompressible si div(U) =0, ici u = C* et div(V) =0.

Exemple : On considere un tuyau 7' qui se resserre (cf. figure) et dans lequel coule un
liquide, si le liquide est incompressible on a / div(U) dz = / UndS =0 or 09 est

Q o0
composé de S U Ss et des parois du tuyau sur lequel U = 0, on a donc

/U.ndS:—/ Unds,
Sl S2

comme ng, = —ng, , on en déduit que le débit [particules/s] est constant.

-(J @m0

Le rotationnel d’un champ de vecteurs

Pour compléter cet apergu d’analyse vectorielle on introduit une autre quantité fréquems-
ment utilisé dans I’étude des champs de vecteurs.

Supposons que le volume ) C Ri est plongé dans un milieu de particules et que le champ
de vecteurs est régulier U € C'(Q, R?).
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On définit le vecteur rotationnel de U en x = (x4, x5, x3) par :

(L — 22)(a)

0o Oxs
rot(U(x)) = | (522 — §2)(x)
(52 — 52 (@)

Soit S une surface (2-variété) orienté et compacte dans R3 tel que 9S est une courbe
(1-variété) orienté et réguliere.

Quitte a inclure S dans une 2-variété orienté réguliere M, on définit en tout point x de
S C M le vecteur unité normal a S, n(x), pour a € 9S C M on définit en plus le vecteur
unité tangent a 95, t(a).

On choisit t(a) tel que S se trouve a gauche en parcourant 05, c’est-a-dire que t(a) An(a)
est le vecteur unité normal a 9S et extérieur a S (cf. figure), alors, grace au théoreme de
STOKES

/Srot(U(x)).n(x) de:/ U(z).t(x)do,

a8

Soit n € S% et D(xg,€) le disque de centre zy et de rayon ¢, perpendiculaire & n, alors

/ U(z).t(x)do, = rot(U(x)).ndS, et donc
OD(xo,€) D(zo,¢)
(U)o =t — [ U@t
r : im : w -
ot(U(zo)).n = lim — S x).t(x) do

La composante, dans la direction n , du rotationnel de U, en z, est le taux de particules
(par unité de surface) qui tournent autour de xy par rapport a I’axe de rotation n .

rot(U(xg))
' n

D(107 6)

Si rot(U) = 0 on dit que U est un champ irrotationnel.

Remarque : Si v est un champ scalaire sur  C R% on a

Vu(zg) = lim L/ u(x)n(z)dS, . H
Sdil(.’ﬂo,e)

e—0 wded

ANNEXE C. ELEMENTS D’ANALYSE VECTORIELLE
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Notations :

Si lon écrit V = | -2 on a les relations formelles :

—

Vu=uV divilU)=V.U e  rot(U)=VAU.

Des notions utiles pour écrire des systemes d’équations aux dérivées partielles sont
le Laplacien du champ de vecteurs U qui est défini par

| o AU,
AU = V(dlv(U)) —rot(rot(U)) = (V.V)U = ﬁgz ;

et le gradient du champ de vecteurs U dans la direction v qui est défini par

T ev) — To U.VUl(l’()) .
(V)0 () = lim L) = U@ Gr ) | = (0.0 () = DU(a) v

0 € U.VUg(Io)




