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Chapitre 1Introdution
1.1 D�e�nitionsSoit u une fontion d�e�nie sur Rd, �a valeurs dans R et suÆsamment r�eguli�ere pour queles expressions qui suivent aient un sens.Une �equations aux d�eriv�ees partielles (e.d.p.) pour la fontion u est une relation entre u,les variables x1; : : : ; xd et un nombre �ni de d�eriv�ees partielles de u,F�x1; : : : ; xd; u;D1u; : : : ;Ddu;D1D1u;D1D2u; : : : ;D�u; : : :� = 0 ;o�u � = (�1; : : : ; �d) 2 Nd (voir annexe A.1 pour les notations).On dit que u est solution de l'�equation aux d�eriv�ees partielles dans 
 � Rd si, apr�essubstitution de u et de ses d�eriv�ees partielles, F s'annule pour tout (x1; : : : ; xd) 2 
 .L'ordre m 2 N d'une �equation aux d�eriv�ees partielles est elui de la d�eriv�ee partielled'ordre le plus �elev�e.Un syst�eme d'�equations aux d�eriv�ees partielles est form�e de plusieurs �equations auxd�eriv�ees partielles impliquant une ou plusieurs fontions inonnues ui .Une �equation aux d�eriv�ees partielles est lin�eaire si F est lin�eaire par rapport �a u et sesd�eriv�ees partielles. Si m est l'ordre de l'�equation aux d�eriv�ees partielles, l'�equation est dela forme Xj�j�mA�(x)D�u(x) = B(x) ;Si B = 0 on a une �equation homog�ene et Lu = Xj�j�mA�D�u est un op�erateur di��erentiellin�eaire.Propri�et�es :1. si u1 et u2 sont deux solutions d'une �equation aux d�eriv�ees partielles lin�eaire homo-g�ene, alors pour �1 et �2 des r�eels quelonques, �1u1 + �2u2 est aussi solution ;2. si uh est solution de l'�equation lin�eaire homog�ene et up est solution de l'�equationlin�eaire non homog�ene, alors uh + up est solution de l'�equation ompl�ete.



2 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesUne �equation aux d�eriv�ees partielles d'ordre m est quasilin�eaire si F est lin�eaire en toutesles d�eriv�ees partielles d'ordre le plus �elev�e, i.e. d'ordre m, l'�equation est alors de la formeXj�j=mA�(x; u;D�u)D�u(x) = B(x; u;D�u) ; ave � 2 Nd et j�j < m :Une �equation aux d�eriv�ees partielles est semilin�eaire si l'�equation est de la formeXj�j=mA�(x)D�u(x) = B(x; u;D�u) ; ave � 2 Nd et j�j < m :La solution d'une �equation aux d�eriv�ees partielles d'ordre m d�epend en g�en�eral de mfontions arbitraires de d� 1 variables.La solution g�en�erale d'une �equation aux d�eriv�ees partielles est elle qui permet de trouvertoutes les solutions de l'�equation (sauf des as de solutions singuli�eres) en donnant desvaleurs partiuli�eres aux fontions arbitraires.Exemples : (i) ux(x; y) = 0 (ii) uxx = 0 (iii) uxx + u = 0 .Pour trouver des solutions partiuli�eres d'une �equation aux d�eriv�ees partielles, �a partir dela solution g�en�erale, on va imposer des onditions restritives sur l'ensemble des solutions.Les ontraintes les plus fr�equentes sont :1. onditions initiales : si u est fontion de (x; t) 2 Rd � R on donne u(x; t0) = �0(x)ou Dp2u(x; t0) = �p(x) , on parle aussi de onditions de Cauhy ;2. onditions au bord : si u est fontion de x 2 
 � Rd on a trois types de ontraintes :� onditions de Dirihlet o�u u est �x�e sur le bord de 
 : uj�
 = g ;� onditions de Neumann o�u la d�eriv�ee normale de u est �x�e : dudn �����
 = g ;� onditions de Robin ou mixtes : (x)u+ ~(x)dudn = g sur �
 ;si g = 0 on a des onditions homog�enes au bord ;3. onditions �a l'in�ni : si 
 n'est pas born�e on a des onditions de la formeu(x) � �(x) quand jxj ! 1 ou kuk2 <1 ;4. onditions sur les interfaes : si 
 = 
1 [ 
2, ave 
1 \ 
2 = �
1 \ �
2, et si l'ona d�etermin�e u sur 
1 et 
2, alors pour pouvoir d�e�nir u sur 
 on a des onditionssur u, resp. dudn , sur �
1 \ �
2.Remarques : Les ontraintes sont en g�en�eral impos�ees par la nature du probl�eme quel'on essaye de mod�eliser, l'�equation aux d�eriv�ees partielles et ses onditions restritivesseront don a priori oh�erentes.De fa�on g�en�erale une �equation aux d�eriv�ees partielles ne donne lieu �a un probl�eme rai-sonnable que si on l'assoie �a un ertain type de onditions restritives, par exemple des1.1. D�EFINITIONS



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 3onditions initiales pour des probl�emes d'�evolution (�equation de la haleur, �equation desondes) ou des onditions au bord pour l'�equation de Laplae.Exemples :�ut(x; t) = 0 sur R2u(x; 0) = �(x) sur R

8><>:utt(x; t) = 0 sur R2u(x; 0) = �0(x) sur Rut(x; 0) = �1(x) sur R�ux(x; y) = 0 sur 
 = [0; 1℄2uj�
 = g 8<:ux(x; y) = 0 sur 
 = [0; 1℄2dudn �����
 = g8<:ut(x; t) + ux(x; t) = 0 sur R� R+u(x; 0) = �x2 pour x < 0u(x; 0) = x2 pour x > 0Probl�emes bien pos�esConsid�erons une �equation aux d�eriv�ees partielles sur un domaine 
 ave �eventuellementdes onditions auxiliaires sur la solution, on dit que le probl�eme est bien pos�e si on a- existene d'une solution du probl�eme ;- uniit�e de ette solution ;- stabilit�e par rapport aux donn�ees du probl�eme.Si la solution hange beauoup quand les donn�ees hangent peu on dit que le probl�emeest sensible aux donn�ees.Exemple :Le probl�eme de Cauhy pour l'�equation de Laplae est un probl�eme instable,ei est montr�e par l'exemple de Hadamard :8<: �u(x; y) = 0 dans R� R�+u(x; 0) = 0 pour x 2 RD2u(x; 0) = n�k sin(nx) pour x 2 R

ave n 2 N�; k 2 N� ; :On montre que u(x; y) = 1nk+1 sin(nx) sinh(ny) est une solution du probl�eme et, pour toutx 2 R , jDp2u(x; 0)j � np�1�k (p=1;:::;k).Si par ailleurs u1 est solution du probl�eme 8<: �u1(x; y) = 0 dans R� R�+u1(x; 0) = �0(x) pour x 2 RD2u1(x; 0) = �1(x) pour x 2 Ralors u2(x; y) = u1(x; y) + 1nk+1 sin(nx) sinh(ny) est une solution du probl�eme de Cauhyde onditions initiales u2(x; 0) = �0(x) et D2u2(x; 0) = �1(x) + n�ksin(nx).Les ondition initiales sont don arbitrairement prohes mais les solutions u1 et u2 sontarbitrairement �eloign�ees, pour y > 0 quelonque (petit).



4 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes1.2 Notions de solutionSoit u la solution d'un probl�eme bien pos�e.Dans e qui pr�e�ede on n'a pas pr�eis�e la r�egularit�e de u, on a seulement suppos�e queu �etait suÆsamment di��erentiable pour que les �equations aient un sens, par exempleu 2 C
m(
) si u est solution d'une �equation aux d�eriv�ees partielles d'ordre m .On dit alors que u est une solution au sens fort de l'�equation aux d�eriv�ees partielles.Dans beauoup de as un probl�eme n'admet pas de solutions r�eguli�eres : l'�equation desondes ave onditions initiales non ontinues, les lois de onservation salaires qui g�en�erentdes ondes de ho.Pour que le probl�eme soit bien pos�e il faut �elargir l'ensemble des u, par exemple admettredes solutions non ontinues. On doit transformer le probl�eme de fa�on �a lui garder un senspour des fontions non di��erentiables, on parle de formulation faible du probl�eme.Pour une solution forte il y a �equivalene entre la formulation faible et le probl�eme initial.Une solution du probl�eme faible est appel�ee solution faible ou solution g�en�eralis�ee.Il est souvent plus faile de trouver une solution faible et de montrer a posteriori qu'elleest r�eguli�ere, 'est-�a-dire que l'on a bien une solution forte.Le hoix de solution g�en�eralis�ee (C0, L1, . . .) d�epend fortement du probl�eme trait�e, defa�on g�en�erale on peut travailler dans le adre des distributions de L. Shwartz.On verra plus tard d'autres espaes de solutions g�en�eralis�ees.Soit 
 un ouvert de Rd on d�e�nit

D(
) = C
1 (
) = n fontions de lasse C

1 �a support ompat K � 
o ;'est l'ensemble des fontions tests. L'espae des distributions sur 
 est le dual topologique
D0(
) des formes lin�eaires ontinues sur D(
).Exemples :1. Soit x 2 Rd on d�e�nit Æx pour tout ' 2 D(
) par < Æx; ' >= '(x) .2. Soit f 2 Lplo(
) = nf 2 Lp(K) pour tout ompat K � 
o,alors f 2 D0(
) et, pour tout ' 2 D(
) :< f; ' >= Z
 f(x)'(x) dx :Sans donner de d�etails sur la topologie des espaes D(
) et D0(
), on rappelle quelquesr�esultats de la th�eorie des distributions :- soit (Tk)k une suite de D0(
), alors Tk ! T dans D0(
) si pour tout ' 2 D(
) :< Tk; ' >! < T; ' > ;- soit T 2 D0(
), � 2 Nd, on d�e�nit D�T par < D�T; ' >= (�1)j�j < T;D�' > pourtout ' 2 D(
) ;
1.2. NOTIONS DE SOLUTION



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 5- soit S 0(Rd) l'espae des distributions temp�er�ees, i.e. le dual de l'espae de ShwartzS(Rd) des fontions �a d�eroissane rapide :S(Rd) = nf 2 C
1(Rd) = 8�; � 2 Nd : jx�D�f(x)j est born�e o:Pour f 2 S(Rd) on a bf 2 S(Rd) ave bf(�) = 1(2�)d=2 ZRd f(x) e�i x:� dx :Pour T 2 S 0(Rd) on d�e�nit sa transform�ee de Fourier par < bT ; ' >=< T; b' >pour tout ' 2 S(Rd) .En partiulier dD�T (�) = ij�j �� bT (�) .Exemples : Æ̂ = 1(2�)d=2 , dD�Æ = ij�j �� et Æx0 = 1(2�)d=2 exp(�i �:x0) .Appliation :Consid�erons l'op�erateur di��erentiel lin�eaire L = Xj�j�m a�(x) D� , o�u les a� sont C1.Si u et v sont dans C1(
) on a une g�en�eralisation de la formule de Green (f. annexeC) : Z
 v L(u) dx = Z
 ~L(v) u dx+ Z�
M(u; v; n) dS ;o�u eL(v) = Xj�j�m(�1)j�jD��a�(x) v� et n est le veteur normal unit�e ext�erieur �a 
 .Si L = � on a la seonde identit�e de Green et alors eL = � .Si v est �a support ompat dans 
 on a M = 0 sur �
 , on dit que ~L est l'adjoint de L .Pour une distribution T 2 D

0(
) on d�e�nit L(T ) par < L(T ); ' >=< T; eL(') >, pourtout ' 2 D(
).On dit que T est une solution fondamentale de pôle x0 pour L si L(u) = Æx0 .Si �a une solution fondamentale, T , on ajoute une solution forte, w 2 Cm(
), de l'�equationhomog�ene, L(w) = 0, on obtient enore une solution fondamentale.Exemple : La fontion u(x1; x2) = �1 pour x1 > x01; x2 > x020 sinonest une solution fondamentale de pôle x0 = (x01; x02) pour L = �2�x1�x2 dans R2 .



6 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes1.3 Exemples d'�equations aux d�eriv�ees partielles1.3.1 PhysiqueSans rentrer dans les d�etails et en n�egligeant les onstantes dimensionnelles, itons quelques�equations aux d�eriv�ees partielles ��el�ebres� de la physique :� �u = 0 �equation de Laplae� �u� f = 0 �equation de Poisson� ut ��u = 0 �equation de la haleur, di�usion homog�ene� utt ��u = 0 �equation des ondes� utt � uxx + ut + u = 0 �equation des t�el�egraphistes� ut + uux + uxxx = 0 �equation de Korteweg-de Vries pourdes vagues sur de l'eau peu profonde� i	t +�	 = V	 �equation de Shr�odingeret des syst�emes d'�equations aux d�eriv�ees partielles :� 8<:Et = rot(H)Ht = �rot(E)div(E) = div(H) = 0 �equations de Maxwell pourle hamp �eletrique E et le hamp magn�etique H� �Ut + (U:r)U ��U = �rpdiv(U) = 0 �equations de Navier-Stokesd'un uide inompressible et visqueux
1.3.2 Biologie. Dynamique des populationsDans les mod�eles en biologie ou en dynamique des populations on s'int�eresse �a la onen-tration d'une substane himique ou �a la densit�e d'une population (partiules, ellules) etson �evolution au ours du temps. L'inonnue u est en g�en�eral fontion de (x; t) 2 Rd�R+ .� L'�equation de Fisher (1937), pour u(x; t) : R� R+ ! R , est un mod�ele de dispersionen une dimension spatiale d'un g�ene favorable dans une populationut = k�u+ ru�1� uC� ;le terme de roissane logistique d�epend de la onstante de reprodution lin�eaire r, dela apait�e de l'environnement C, et du oeÆient de dispersion de la population, k .� Les �equations de FitzHugh-Nagumo�ut = uxx + f(u)� vvt = Ævtt + �u� �v pour Æ; �; � dans R+utilis�ees pour mod�eliser la transmission d'impulsion nerveuses le long d'axones ou desr�eations himiques yliques du type Belousov-Zhabotinsky.
1.3. EXEMPLES D'�EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 7� Les deux �equations pr�e�edentes sont des �equations de type r�eation-di�usion .Les �equations de r�eation-di�usion ont �et�e propos�ees par A. Turing (1952) pour la mo-d�elisation de ph�enom�enes de morphogen�ese (i.e. d�eveloppement des formes/strutures).Un mod�ele d'interation d'esp�ees ou de substanes himiques est donn�e par le syst�emed'�equations aux d�eriv�ees partielles�ui�t = div�Dirui� +Qi ; pour 1 � i � n ;o�u ui(x; t) repr�esente la densit�e, resp. la onentration, de la substane i . Les matries dedi�usionDi et les termes de r�eationQi peuvent d�ependre de (x; t) et des onentrationsui , de fa�on non lin�eaire.Le terme de r�eation Qi mod�elise l'interation des substanes (inhibition, atalyse) etle terme div(Diru) repr�esente la di�usion de la substane �a travers le syst�eme.En fontion du hoix de Di et Qi, les onentrations ui peuvent donner lieu �a desmotifs loaux : on mod�elise ainsi la pigmentation des oquillages, le pelage des animaux(z�ebre, gu�epard, . . .), f. Meinhardt (page 94), et des r�eations himiques yliques, f.Belousov-Zhabotinsky.En synth�ese d'images des herheurs ont utilis�e e mod�ele pour r�eer des textures na-turelles.� L'�equation de von Foerster8<: ua + ut = �d(a) u a > 0 ; t > 0u(a; 0) = f(a) a > 0u(0; t) = R +10 n(a) u(a; t) da t > 0o�u u(a; t) est la densit�e de population d'âge a �a l'instant t , n(a) est le taux de naissanes,d(a) le taux de d�e�es et f(a) la distribution initiale de la population.Les graphes de n(a) et d(a) ont l'allure indiqu�ee en dessous.
PSfrag replaements aa

n(a) d(a)
Exerie : interpr�etez l'�equation aux d�eriv�ees partielles, la ondition initiale et la ondi-tion au bord du mod�ele.



8 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes1.3.3 Traitement des imagesUne image num�erique salaire est une matrie I(; l)0�<NC ;0�l<NL o�u �a haque ligne l etolonne  on fait orrespondre un niveau de gris I(; l) 2 f0; : : : ; 255g , (; l) est un pixel(angl. piture element)Suite �a des probl�emes de apteurs, de transmission ou autres, l'image peut être endomma-g�ee, 'est-�a-dire que les valeurs en ertains pixels ont �et�e modi��es ou d�etruits. Le but destehniques de d�ebruitage que nous allons exposer est d'�eliminer e bruit tout en pr�eservantle maximum d'information ontenu dans l'image originale.On va mod�eliser une image par une fontion u d�e�nie sur un retangle ouvert de R2 et �avaleurs dans R, u(x; y) 2 R si l'on se restreint �a des images en niveaux de gris.En traitement du signal on utilise les �ltres lin�eaires passe-bas pour enlever le bruit (i.e.les hautes fr�equenes) d'un signal. Le �ltre gaussien est un �ltre lin�eaire qui est souventutilis�e ar il a une bonne loalisation en espae et en fr�equene.Soit uo l'image originale bruit�ee et, pour x 2 R2 , posons G�(x) = 12��2 e� jxj22�2 :On alule le r�esultat du �ltrage de uo par le �ltre gaussien :(G� ? uo)(x) = ZR2 G�(x� y)uo(y) dy :La valeur de � > 0 indique la taille spatiale des strutures �elimin�ees par le �ltrage : plus� est grand, plus on lisse et plus on perd de d�etails.Or on montre que la onvolution ave la Gaussienne G� onsiste �a faire �evoluer l'imageoriginale suivant l'�equation de la haleur� ut = �uu(x; 0) = uo(x; y) :Les propri�et�es de r�egularisation de la onvolution par G� s'interpr�etent don en termesde di�usion isotrope et le temps t est li�e �a la l'�ehelle spatiale � par t = �2=2 .La di�usion isotrope s'obtient en prenant une moyenne glissante pond�er�ee qui a tendane�a �eliminer les pixels bruit�es mais qui rend ou les ontours des objets de l'image.Sur la �gure de la page suivante on a repr�esent�e quelques �etapes de la di�usion isotroped'une image bruit�e.Pour �eviter la destrution de ontours on pr�ef�ere appliquer une di�usion anisotrope, 'est-�a-dire que l'on va lisser l'image partout, sauf au-del�a des bords d'objets. Cette m�ethoden�eessite don deux �etapes. On doit d'abord d�eteter les ontours et autres strutures�nes de l'image, ensuite on va lisser l'image en ne onsid�erant que des voisinages de pixelsqui ne traversent pas les bords.On mod�elise e omportement par exemple par les �equations aux d�eriv�ees partielles nonlin�eaires (1.1) et (1.2), pr�esent�ees plus loin.
1.3. EXEMPLES D'�EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES
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It�erations du Laplaien sur une image bruit�eeDe haut en bas et de gauhe �a droite : t = i�t pour i = 0; : : : ; 5 .
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En haut �a gauhe une image bruit�e u et en haut �a droite une d�etetion de bord par gra-dient disret jruj . Ii un gradient fort est repr�esent�e en noir et un gradient nul est blan(i.e. inversion vid�eo).En bas �a gauhe on a appliqu�e l'�equation de la haleur �a u : on alule la solution del'�equation aux d�eriv�ees partielles �a l'instant t , ei revient �a faire la onvolution de u aveGp2t .En appliquant le gradient �a ette image liss�ee on obtient l'image de droite jrGp2t � uj .On remarquera l'�epaisseur des bords obtenus.
1.3. EXEMPLES D'�EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES
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En haut �a gauhe on a repr�esent�e un lissage obtenu par une tehnique non lin�eaire mod�e-lis�ee par l'�equation aux d�eriv�ees partielles, dite de la mean urvature motion�u�t = jruj div� rujruj� ave u(x; 0) = uo(x) : (1.1)En appliquant le gradient on remarque que les bords sont bien loalis�es : il reste peu debruit mais les oins des ontours sont arrondis.En bas �a gauhe un r�esultat pour l'�equation aux d�eriv�ees partielles�u�t = div� rujruj� ave u(x; 0) = uo(x) : (1.2)L'image du gradient montre que le bruit dans les zones homog�enes �a ompl�etement dis-paru mais les bords sont irr�eguliers.



12 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesInterpr�etation des �equations aux d�eriv�ees partielles pr�e�edentes :Dans le rep�ere anonique (e1; e2) de R2 on noteHu(x; y) = � uxx(x; y) uxy(x; y)uxy(x; y) uyy(x; y)�la matrie assoi�ee �a la forme bilin�eaire sym�etrique d2u(x;y) , 'est la matrie Hessienne .On rappelle que �u(x; y) = trae(Hu(x; y)) et ru(x; y) = � ux(x; y)uy(x; y)�.Pour � et � deux veteurs unitaires quelonques de R2 , on noteu� �= dud� = ru:� et u�� �=d2u(�; �) = �tHu � :En partiulier pour � = e1 et � = e2 on retrouve les d�eriv�ees partielles d'ordre un et deuxhabituelles.Supposons que u 2 C1(R2) et soit  = u(x0; y0), pour (x0; y0) 2 R2 , tel que u�1() neontient pas de points ritiques (par le th�eor�eme de Sard ei est vrai pour presque tout 2 R). En partiulier jru(x0; y0)j 6= 0 , le th�eor�eme d'inversion loale entrâ�ne alors quepar le point (x0; y0) il passe une ligne de niveau unique I = f(x; y) = u(x; y) = g .L'ensemble d'intensit�e lumineuse onstante I est appel�e isophote. Sur la �gure suivanteon a repr�esent�e une isophote ferm�e.
PSfrag replaements ruru? (x0; y0)

Ligne de niveau ou isophote u(x0; y0) = u > u < 
En tout point (x; y) de I on d�e�nit un rep�ere loal orthonorm�e(�; �)j(x;y) = � rujruj ; ru?jruj�j(x;y) ;o�u ru? = ��uyux � est le veteur perpendiulaire diret �a ru en (x; y) .Dans le rep�ere loal (�; �) on a u� = ru:� = 0 ar u est onstante sur I, tandis que �indique la diretion de plus grande roissane de u, u� = jruj .Un alul montre qu'au point (x; y) 2 I :div� rujruj� = 1jruj ��u� d2u� rujruj ; rujruj��= u2yuxx + u2xuyy � 2uxuyuxyjruj3 = 1jruj d2u�ru?jruj ; ru?jruj� :1.3. EXEMPLES D'�EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 13En partiulier on remarque que �u = d2u(�; �) + d2u(�; �) , on retrouve l'invariane duLaplaien et l'�equation de la haleur s'�eritut = u�� + u�� :Dans les oordonn�ees loales (�; �) l'�equation (1.1) s'�eritut = u�� ;tandis que (1.2) devient ut = u��u� :On a don une di�usion dans la diretion perpendiulaire au gradient, on ne lisse pas lesontours dans une image !Un mod�ele qui permet de prendre en ompte en haque point les deux diretions � et � a�et�e propos�e par Malik et Perona :�u�t = div�g(jruj)ru� ave u(x; 0) = uo(x) ; (1.3)o�u le oeÆient de di�usion g(r), r � 0, est une fontion r�eguli�ere positive d�eroissanteave g(0) = 1 . Dans le rep�ere loal (�; �) l'�equation (1.3) devient :ut = (g(u�) + u�g0(u�)) u�� + g(u�) u�� = G0(u�) u�� + g(u�) u�� ;o�u on note G(r) = rg(r) l'intensit�e du ux.Au points o�u jruj = u� = 0 on obtient l'�equation de la haleur isotrope, pour les autrespoints on obtient une di�usion anisotrope pond�er�ee par les valeurs de g et G0 .SiG0(u�) = 0 on a uniquement une di�usion dans la diretion perpendiulaire au gradient ;si G0(u�) > 0 on ajoute une di�usion dans la diretion du gradient ;pour G0(u�) < 0 on a une di�usion invers�ee instable dans la diretion � (voir page 25).Un exemple lassique de oeÆient de di�usion est g(r) = 1�2 + r2 , � 2 R�+ ,dans e as G0(r) = �2 � r2(�2 + r2)2 et � est le seuil qui d�eide du signe de G0 .Note : Les �equations aux d�eriv�ees partielles (1.1),(1.2) et (1.3) sont non lin�eaires et leur�etude d�epasse le adre de e ours. Il faut en partiulier d�e�nir des solutions faiblesad�equates pour pouvoir esp�erer obtenir des probl�emes bien pos�es.
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1.3. EXEMPLES D'�EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES



Chapitre 2Les �equations aux d�eriv�ees partielleslin�eaires lassiques
2.1 �Equation de transport2.1.1 Mod�elisationDans Rd on onsid�ere un liquide qui �evolue �a la vitesse V (x; t) et dans lequel des partiulesde polluant sont introduit. On note u(x; t) la onentration des partiules de polluant dansle liquide et f(x; t) la soure de polluant. Le hamp de veteurs U(x; t) = u(x; t)V (x; t)repr�esente le ux de partiules de polluant.On suppose que les partiules de polluant sont simplement entrâ�n�es par le liquide, i.e. iln'y a pas de di�usion du polluant, et u, f et V sont r�eguliers.Posons m(t) = Z
 u(x; t) dx et �etudions la variation de la quantit�e de partiules dans 
 .m0(t) = Z�
 ut(x; t) dx :Or la variation de m est due �a la perte de polluant �a travers �
 et �a l'apparition departiules dans 
 :m0(t) = Z
 f(x; t) dx� Z�
 U(x; t):n(x) dSx = Z
 �f(x; t)� div(U(x; t))� dx ;en utilisant le th�eor�eme de la divergene. DonZ
 �div(U) + ut� dx = Z
 f(x; t) dxpour tout 
 � Rd, on en d�eduit la loi d'�equilibre du polluantut + div(U) = ut +ru:V + u div(V ) = f :Si on suppose que V =  2 Rd est onstante et si �(x) est la distribution initiale dupolluant on obtient l'�equation de transport ou d'advetion (transport horizontal)�ut + :ru = f(x; t) pour x 2 Rd ; t > 0u(x; 0) = �(x) pour x 2 Rd (2.1)



16 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesNote : dans le as de transport dû �a une di��erene de temp�erature on parle de onvetion ;des uides hauds (faible densit�e) montent, tandis que des uides froids (forte densit�e)desendent.2.1.2 R�esolution pour d = 1Supposons que f = 0, l'�equation (2.1) devient�ut + ux = 0 pour x 2 R; t > 0u(x; 0) = �(x) pour x 2 R
; o�u  2 R :Si on pose v = � 1�, l'�equation aux d�eriv�ees partielles devient dudv (x; t) = 0 ,'est-�a-dire u est onstante dans la diretion v .On d�e�nit les droites arat�eristiques dans le plan tx par x = t+ � et on v�eri�e que si uest solution, alors ��tu(t+ �; t) = ux+ ut = 0 .Don u(x; t) ne d�epend que de � pour tout (x; t) v�eri�ant x� t = � .
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t x� t = �x� t = �0
��0Don u(x; t) = F (�) = F (x � t) est la solution g�en�erale de l'�equation aux d�eriv�eespartielles et, en utilisant la ondition initiale, on obtient la solution du probl�emeu(x; t) = �(x� t) pour (x; t) 2 R� R+ : Le domaine de d�ependane de u(x; t) par rapport aux valeurs initiales est r�eduit au point�. L'inuene de la donn�ee � en � est r�eduite au points de la droite arat�eristique.Le graphe de u �a l'instant t est elui de � translat�e de t .Interpr�etation : Consid�erons un tube dans lequel oule de l'eau �a la vitesse  > 0 et quiontient des traes de polluant. D'apr�es e qui pr�e�ede la distribution de polluant que l'ona en t = 0 se retrouve inhang�ee �a l'instant t1 > 0, �a une translation de +t1 pr�es .PSfrag replaements  x = 0x = 0 x = t1
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2.1. �EQUATION DE TRANSPORT



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 172.1.3 R�esolution du as g�en�eralEn s'inspirant du as monodimensionnel on onsid�ere les droites arat�eristiques dansl'espae des (x; t) 2 Rd+1 :une droite arat�eristique passant par le point (x; t) et de diretion v = � 1� 2 Rd+1 estparam�etris�ee par (x + s ; t+ s) , pour s 2 R.On pose z(s) = u(x+ s ; t+ s) et, si u est solution de (2.1), on a z0(s) = f(x+ s ; t+ s) ,d'o�u u(x; t)� �(x� t) = z(0)� z(�t) = Z 0�t z0(s) ds = Z 0�t f(x + s ; t+ s) ds ;d'o�u la solution pour l'�equation de transport ave vitesse onstante u(x; t) = �(x� t ) + Z t0 f(x + (s� t) ; s) ds ; pour (x; t) 2 Rd � R+ : 

CHAPITRE 2. LES �EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES LIN�EAIRES CLASSIQUES



18 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes2.2 �Equation de Laplae, �equation de PoissonOn s'int�eresse �a l'�equation aux d�eriv�ees partielles lin�eaire d'ordre deux�u(x) = dXi=1 �2u�x2i (x) = dXi=1 uxixi(x) = f(x) :C'est l'�equation de Poisson qui mod�elise des ph�enom�enes d'�equilibre : potentiel �eletro-statique, membrane en �equilibre, hamp gravitationel,. . .Si f = 0 on a l'�equation de Laplae et on dit que u est une fontion harmonique .2.2.1 Mod�elisation : membrane �elastiqueOn onsid�ere une membrane �elastique qui s'identi�e �a une r�egion plane 
 � R2 si onn'applique auune fore. Si on applique une fore f , normale �a R2, le membrane se d�eformeet prend une position d'�equilibre M .En supposant des petites d�eformations on note u(x) 2 M la position d'�equilibre du pointx = (x1; x2) 2 
, don M = u(
) .
u
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f�

�Le travail de la tension est proportionnel �a la variation d'aire de la membrane :�(aire(M) � aire(
)) = Z
 ��p1 + jruj2 � 1� dx ; ave � 2 R�+ :Comme jux1j et jux2j sont petits, on a p1 + jruj2 � 1 + jruj2=2 .Le travail de la fore f est donn�e par le d�eplaement des points x 2 
, on en d�eduitl'expression de l'�energie potentielle de la membrane �a l'�equilibre :E(u) = Z
��12� jruj2 + fu� dx :Posons �(") = E(u+ "~u), o�u ~u est une d�eformation admissible de M , i.e. ompatible aveles ontraintes impos�ees sur u . Comme la membrane est �a l'�equilibre, E(u) est minimal,don 0 = �0(0) = Z
 �� �ru:r~u+ f ~u� dx :En appliquant la formule de Green on a pour tout d�eplaement admissible ~u :Z
 ���u + f�~udx� Z�
 � dudn ~ud� = 0 : (�)2.2. �EQUATION DE LAPLACE, �EQUATION DE POISSON



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 19En supposant u, f et ~u r�eguli�eres, on en d�eduit l'�equation de Poisson :��u + f = 0 dans 
 :Des ontraintes sur le bord de la membrane M donnent, �a travers l'int�egrale urvilignedans (�), des ontraintes sur ~u :� si le bord de la membrane est �x�e, u(x) = b(x) pour x 2 �
, on a ~uj�
 = 0 et (�) estv�eri��e ; on obtient le probl�eme de Dirihlet(�u = �1� f sur 
u = b sur �
 ;� si le bord de la membrane n'est pas �x�e, ~u est non nul sur �
 et (�) est v�eri��e si u estsolution du probl�eme de Neumann ave onditions au bord homog�enes8>><>>:�u = �1� f sur 
dudn = 0 sur �
 ;� si une fore f1, normale �a R2 , agit sur le bord de la membrane, l'int�egrale urvilignedans (�) devient Z�
��� dudn + f1� ~ud�, et on a le probl�eme de Neumann8>><>>:�u = �1� f sur 
dudn = 1� f1 sur �
 :
2.2.2 R�esultats d'uniit�eSoit 
 un ouvert born�e de Rd, de bord �
 r�egulier et u 2 C2(
) . �A partir des formulesde Green on obtient, en prenant v = u, resp. v = 1Z
 u�u dx = Z�
 u dudn dS � Z
 jruj2 dx : (2.2)Z
�u dx = Z�
 dudn dS (2.3)Si u est harmonique dans 
 on obtient grâe �a (2.2) la proposition suivante.Proposition 2.2.1� Une solution u 2 C2(
) du probl�eme de Dirihlet ��u = f sur 
u = g sur �
 est unique.� Une solution u 2 C2(
) du probl�eme de Neumann 8<:�u = f sur 
dudn = g sur �
 est unique �a uneonstante pr�es.CHAPITRE 2. LES �EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES LIN�EAIRES CLASSIQUES



20 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesRemarque :En utilisant (2.3) on onstate qu'une solution du probl�eme de Neumannexiste seulement si Z
 f(x) dx = Z�
 g(x) dS :2.2.3 Formules de repr�esentationFixons x0 2 Rd, le Laplaien �etant invariant par translations et rotations, on se proposede herher une fontion harmonique v telle quev(x) = '(r) pour x 2 Rd ave r = jx� x0j =  dXi=1 (xi � x0i )2! 12 :Alors ' v�eri�e l'�equation di��erentielle ordinaire : '00(r) + d� 1r '0(r) = 0 ,dont la solution est '(r) = 8<:C ln(r) + C 0 si d = 2C2� dr2�d + C 0 si d > 2 ; ave (C;C 0) 2 R2.Don v(x) = '(jx� x0j) est harmonique pour x 6= x0 .Soit u 2 C2(
) et v(x) = '(jx � x0j), o�u x0 2 
 �x�e, en posant 
" = 
 n Bd(x0; ") pour" > 0, on a Z
" v�u dx = Z�
" �v dudn � dvdn u� dS :En faisant tendre " vers 0 on montre queZ
 v�u dx = Z�
�v dudn � dvdn u� dS + C!d u(x0) : (2.4)Dans la d�e�nition de ' on hoisit C = 1!d ,C 0 = 0 et on poseK(x; x0) = v(x) = '(jx� x0j) = 8>>><>>>: 12� ln jx� x0j si d = 21(2� d)!d 1jx� x0jd�2 si d > 2 : K(x; x0) est une solution fondamentale de pôle x0 de l'�equation de Laplae ,en e�et �xK = Æx0 au sens des distributions.On a, grâe �a (2.4), pour tout x0 2 
,u(x0) = Z
K(x; x0)�u(x) dx� Z�
�K(x; x0) dudn(x)� dKdn (x) u(x)� dSx ; (2.5)dont on d�eduit la2.2. �EQUATION DE LAPLACE, �EQUATION DE POISSON
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POTENTIEL POUR d = 2 EN x0 = 0 :K(x; 0) = 12� lnpx21 + x22

Proposition 2.2.2Si u 2 C2(
) et �u = 0 dans 
, alors pour tout x0 2 
 :u(x0) = � Z�
�K(x; x0) dudn(x)� dKdn (x) u(x)� dSx :
2.2.4 R�egularit�e des fontions harmoniquesSoit w 2 C2(
) et w harmonique dans 
, alors G(x; x0) = K(x; x0)+w(x) est enore unesolution fondamentale de pôle x0 de l'�equation de Laplae. Grâe �a (2.5) on au(x0) = Z
G(x; x0)�u(x) dx� Z�
�G(x; x0) dudn(x)� dGdn (x) u(x)� dSx ; (2.6)et on en d�eduit leTh�eor�eme 2.2.1 (Loi de la moyenne arithm�etique de Gauss)Soit u harmonique dans Bd(x0; r) et ontinue sur Bd(x0; r), alorsu(x0) = 1!drd�1 ZSd�1(x0;r) u(x) dS = 1!drd ZBd(x0;r) u(x) dx :Remarques :1) On peut montrer r�eiproquement qu'une fontion u 2 C2(
) qui v�eri�e la propri�et�e dela moyenne pour toute Bd(x0; r) � 
 est harmonique dans 
 .2) De fa�on plus g�en�erale, si �u(x) � 0 dans Bd(x0; r) on au(x0) � 1!drd�1 ZSd�1(x0;r) u(x) dSet on dit que u est sous-harmonique.

CHAPITRE 2. LES �EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES LIN�EAIRES CLASSIQUES



22 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesTh�eor�eme 2.2.2Si u 2 C0(
) v�eri�e la propri�et�e de la moyenne pour toute Bd(x0; r) � 
, alors u 2 C1(
).Remarques :1) Noter que u n'est pas n�eessairement ontinue sur 
.2) On montre qu'une fontion harmonique sur 
 est en fait analytique.2.2.5 Prinipe du maximumTh�eor�eme 2.2.3 (Prinipe faible)Si u 2 C2(
) \ C0(
) et �u � 0 sur 
, ouvert born�e de Rd, alorsmax
 u = max�
 u :
Th�eor�eme 2.2.4 (Prinipe fort)Si u 2 C2(
) \ C0(
) et �u = 0 sur 
, ouvert born�e onnexe de Rd, alorssoit u est onstante dans 
,soit min�
 u < u(x) < max�
 u ; pour tout x 2 
 .
2.2.6 Fontions de GreenD�efinition 2.2.1On dit que G(x; x0) est une fontion de Green pour le probl�eme de Dirihlet pourl'�equation de Laplae dans 
, si(i) G(x; x0) = K(x; x0) + w(x; x0) pour x 2 
; x0 2 
 et x 6= x0(ii) G(x; x0) = 0 pour x 2 �
; x0 2 
o�u w 2 C2(
) et �w = 0 dans 
 ; K est d�e�nie page 20.Par d�e�nition G est une solution fondamentale et (2.6) donne, pour tout x0 2 
u(x0) = Z�
 u(x) dGdn (x) dS : (2.7)On a don trouv�e la solution du probl�eme ��u = 0 sur 
u = g sur �
 .Pour onstruire G il faut d�eterminer w, e qui revient �a r�esoudre un nouveau probl�emede Dirihlet pour l'�equation de Laplae dans 
.Il est en g�en�eral diÆile de trouver une expression expliite pour G. On va pr�esenter unas o�u la g�eom�etrie de 
 permet de d�eterminer G.2.2. �EQUATION DE LAPLACE, �EQUATION DE POISSON



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 23Fontion de Green pour une boule.Soit 
 = Bd(0; a) et x0 2 Bd(0; a) �x�e.On montre que �
 = S d�1(0; a) est le lieu de points x 2 Rd qui v�eri�ent jx� x?0jjx� x0j = ajx0jo�u x?0 = � ajx0j�2 x0 est obtenu par r�eexion.En notant r = jx� x0j et r? = jx� x?0j on a, pour x 2 S d�1(0; a), r? = ajx0j r .On onstruit la fontion de Green G(x; x0), �a partir de K(x; x0) et K(x; x?0), en remar-quant que K(x; x?0) est harmonique dans Bd(0; a) et de lasse C2 pour tout x 6= x?0 .Pour d = 2 on onsid�ere la fontion de Green :G(x; x0) = 12� �ln jx� x0j+ ln� ajx0j�� ln jx� x?0j� :Pour d � 3 on a la fontion de Green :G(x; x0) = 1(2� d)!d  1jx� x0jd�2 � � ajx0j�2 1jx� x?0jd�2! :Grâe �a (2.7) on obtient laProposition 2.2.3 (Formule de Poisson)Soit u 2 C2(Bd(0; a)) et �u = 0 dans Bd(0; a), alors pour tout x0 2 Bd(0; a)u(x0) = ZSd�1(0;a)H(x; x0) u(x) dSx ;o�u H(x; x0) = 1a!d a2 � jx0j2jx� x0jd est le noyau de Poisson pour Bd(0; a).En �etudiant les propri�et�es de H on montre r�eiproquement laProposition 2.2.4Soit g 2 C0(S d�1(0; a)), alors la fontion u d�e�nie paru(x0) = 8<: g(x0) si jx0j = aZSd�1(0;a)H(x; x0) g(x) dSx si jx0j < aest C1 et harmonique pour jx0j < a et ontinue pour jx0j � a.Remarque :Un deuxi�eme as o�u la g�eom�etrie de 
 permet de d�eterminer failement Gest elui d'un demi-espae 
 = Rd�1 � R?+.On a �
 = �(Rd�1 � R?+)=fx 2 Rd = xd = 0g = Rd�1 .Pour x0 2 Rd�1 � R?+ on obtient les �equivalents des propositions 2.2.3 et 2.2.4 aveu(x0) = ZRd�1 H(x; x0) u(x) dx ;o�u H(x; x0) = 2xd!d 1jx� x0jd est le noyau de Poisson pour Rd�1 � R?+.
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24 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes2.2.7 Prinipe de DirihletSoit 
 un ouvert, born�e de Rd. Pour tout v dans A = nv 2 C2(
) = v = g sur �
oon d�e�nit la fontionnelle d'�energieE[v℄ = Z
�12 jrvj2 � v f� dx ;o�u f 2 C0(
) . On a le r�esultat de alul des variations suivant (f. setion mod�elisation) :Proposition 2.2.5Soit u 2 C2(
), on a �equivalene entre(i) u est la solution unique de ���u = f sur 
u = g sur �
(ii) u 2 A et E[u℄ = minv2A E[v℄ .

2.2. �EQUATION DE LAPLACE, �EQUATION DE POISSON



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 252.3 �Equation de la haleurOn s'int�eresse �a l'�equation aux d�eriv�ees partielles lin�eaire d'ordre deuxut(x; t)� k�u(x; t) = �u�t (x; t)� k dXi=1 �2u�xi2 (x; t) = 0 ;pour u d�e�ni sur Rd � R�+ et k > 0 .C'est l'�equation de la haleur qui mod�elise des ph�enom�enes d'�evolution : di�usion de ha-leur, r�epartition de substanes himiques, m�elange d'esp�ees,. . .Remarques :1) Un hangement d'�ehelle, et = k t , transforme l'�equation aux d�eriv�ees partielles eneuet = �eu , il suÆt don d'�etudier le as k = 1 . Comme k [m2=s℄, on obtient une �equationaux d�eriv�ees partielles normalis�ee sans dimensions.2) Poser et = �t hange ompl�etement l'�equation aux d�eriv�ees partielles : on ne peut pasinverser le temps.Contre-exemple (Petrovsky) : pour tout n 2 N� la fontion u(x; t) = 1n sin(nx) e�n2ktest une solution de l'�equation de la haleur sur R� R.On a u(x; 0) = 1n sin(nx) qui est arbitrairement petit pour n grand.En t = +" > 0, la solution u(x;+") = 1n sin(nx) e�n2k" est born�ee par u(x; 0) .Par ontre, en t = �", on a u(x;�") = 1n sin(nx) e+n2k" qui �explose� par rapport �au(x; 0) .Le probl�eme ut = kuxx sur R�R, ave u(x; 0) = 1n sin(nx), est instable don mal pos�e.L'�equation de la haleur mod�elise des ph�enom�enes d'�evolution irr�eversibles.3) Poser (ex;et) = (ax; a2t) pr�eserve l'�equation aux d�eriv�ees partielles et la quantit�e jxj2=t .2.3.1 Mod�elisation2.3.1.1 �Equations de r�eation-di�usionNous allons mod�eliser le omportement de di�usion d'une population (ellules, insetes)ou de partiules (substanes himiques). On suppose l'existene d'une soure de partiules(naissane, resp. d�e�es, d'insetes).Soit (x; t) 2 
� R+, ave 
 ouvert born�e de Rd et �
 r�egulier. On noteu(x; t) la fontion de densit�e des partiules (la onentration),q(x; t; : : :) le taux de r�eation net de partiules (�naissanes moins d�e�es�) etF (x; t; : : :) la densit�e du ux de partiules, 'est-�a-dire F (x; t):n est le ux de partiules(par unit�e de temps) �a travers un �el�ement de surfae plane, perpendiulaire �a n en x etd'aire 1 (f. annexe C).
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26 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesOn suppose pour la suite que u et F sont r�eguliers et on onsid�ere O � 
 de bord r�egulier.La variation de masse dans O est due �a la r�eation/destrution de partiules dans O etau ux de partiules �a travers �O��t ZO u(x; t) dx = ZO q(x; t) dx� Z�O F (x; t):n(x) dSx ;d'o�u, pour tout O � 
,ZO ut(x; t) dx = ZO �� div(F (x; t)) + q(x; t)� dx ;dont on tire la loi d'�equilibre de la populationut = �div(F ) + q dans 
 :Pour exploiter le mod�ele on va se donner F et q , deux as sont pr�esent�es :� Si u(x; t) est la temp�erature, alors la quantit�e de haleur dans 
 �a l'instant t est donn�eepar Z
 �u dx , o�u  est la apait�e alori�que, � la densit�e du orps et on suppose, poursimpli�er, que � = 1 .Loi de Fourier :la haleur va des r�egions haudes vers les r�egions froides �a une vitesse pro-portionnelle �a la variation de temp�erature.On suppose de plus que l'on ne peut perdre de la haleur que par �
, on a donF = �kru , o�u k(x; t) est la ondutivit�e de haleur, et q = 0 .D'o�u ut = div(kru) = rk:ru+ k�u et, si k est onstant, ut = k�u .On a obtenu l'�equation de la haleur.� Si u(x; t) repr�esente la onentration de partiules on a laLoi de Fik :les partiules vont des hautes densit�es vers les faibles densit�es et leur ux estproportionnel �a la variation de la densit�e.On obtient enore F = �Dru , o�u D est le oeÆient de di�usion, et d'o�u l'�equationde r�eation-di�usion ut = div(Dru) + q :Exemple : Soient A et B des substanes himiques qui r�eagissent suivant la loi A+B !2B +R . On note a, resp. b, la onentration de A, resp. B .Si on a un m�elange parfait de A et B les onentrations v�eri�ent le syst�eme di��erentielordinaire �at = �abbt = ab :Si A et B n'ont pas �et�e m�elang�es et si on veut mod�eliser leur di�usion, on obtient lemod�ele de r�eation-di�usion �at = D1�a� abbt = D2�b+ ab :
2.3. �EQUATION DE LA CHALEUR



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 272.3.1.2 �Equations d'advetion-di�usionOn onsid�ere le mouvement de partiules (atomes, insetes) sur une grille disr�ete monodi-mensionnelle xi = i � (� > 0). On suppose que es partiules peuvent hanger de positiontous les � > 0 et qu'elles bougent d'au plus �� . On note tn = n � .On note uni la probabilit�e d'être en xi �a l'instant tn, ave Xxi uni �!(�!0) ZR u(tn; x) dx = 1 .De plus on note pni la probabilit�e de passer de la position xi �a la position xi+1 entre tn ettn+1 , et qni la probabilit�e de passer de la position xi �a la position xi�1 entre tn et tn+1 .
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La probabilit�e pour une partiule d'être en xi �a l'instant tn+1 est donn�e par l'�equation deChapman-Kolmogorovun+1i = pni�1uni�1 + qni+1uni+1 + (1� pni � qni )uni ;o�u les trois termes du membre de droite repr�esentent respetivement la probabilit�e d'ar-river en xi depuis xi�1 , depuis xi+1 ou de rester en xi, entre tn et tn+1 .Si on r�e�erit l'�equation sous la formeun+1i � uni� = 12� �pni�1 � qni�1� � uni�1 � pni+1 � qni+1� � uni+1�+ 1�2 �pni�1 + qni�12� �2 uni�1 + pni+1 + qni+12� �2 uni+1 � 2 pni + qni2� �2 uni �et si on suppose que pni � qni� � �! (x; t) et pni + qni2� �2 �! d(x; t)quand � et � tendent vers 0, on obtient l'�equation de Fokker-Plank :�u�t = � ��xh(t; x) ui+ �2�x2 hd(x; t) ui ;o�u (x; t) est la vitesse d'advetion (ou onvetion) et d(x; t) le oeÆient de di�usion.Note : les limites i-dessus se justi�ent dans le adre de la th�eorie des proessus de Mar-kov.Si  > 0, i.e. pni > qni , les partiules ont un mouvement vers la droite, si  < 0 on a unmouvement vers la gauhe.Si d est grand, i.e. pni + qni grand (� 1), les partiules ont tendane �a se d�eplaer.CHAPITRE 2. LES �EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES LIN�EAIRES CLASSIQUES



28 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesSi pni = qni = 1=2 alors (x; t) = 0 et d(x; t) = D est onstante, on obtient l'�equation de lahaleur ut = Duxx.Si (x; t) = C et d(x; t) = D on a une �equation d'advetion-di�usion : ut�Duxx+Cux = 0.Interpr�etation : onsid�erons un tube dans lequel oule de l'eau �a la vitesse C > 0 etontenant des traes de polluant. La distribution initiale de polluant est, �a l'instant t1 > 0,transport�e par advetion de Ct1 et modi��ee par di�usion.PSfrag replaements CC x = 0x = 0 x = Ct1
t = 0 t = t1

Remarque : Si on mod�elise des ph�enom�enes thermiques on parle de onvetion et dond'�equations de onvetion-di�usion : les mouvements de masses d'air dans l'atmosph�ereet les ourants o�eaniques dus �a des di��erenes de temp�erature inuenent le limat dela terre. Des ph�enom�enes de onvetion thermique sous l'�eore terrestre et dans le noyausont responsables de la tetonique des plaques et de la r�eation du hamp magn�etiqueterrestre.2.3.2 Calul d'une solutionOn onsid�ere le probl�eme �ut(x; t) = �u(x; t) sur Rd � R�+u(x; 0) = f(x) sur Rd .On va d�eterminer, de fa�on formelle, une solution en utilisant la transform�ee de Fourierde u par rapport aux variables d'espae x : v(�; t) = 1(2�)d=2 ZRd u(x; t) e�i x:� dx .On obtient l'�equation di��erentielle ordinaire en v : �vt(�; t) = �j�j2 v(�; t)v(�; 0) = bf(�) ,d'o�u v(�; t) = bf(�) e�j�j2 t etu(x; t) = 1(2�)d=2 ZRd bf(�) e�j�j2 t ei x:� d� = ZRd K(x; y; t) f(y) dy ;o�u K(x; y; t) = 1(2�)d ZRd exp�i (x� y):� � j�j2 t� d� = 1(4�t)d=2 e� jx�yj24t : Remarques :1. La fontion eK(x; t) = K(x; 0; t) = 1(4�t)d=2 e� jxj24t Ift>0g est une solution fondamen-tale, de pôle (0; 0) 2 Rd � R , de l'�equation de la haleur.2. On a K(x; y; t) = Gp2t(x� y) ave G�(y) = 1(2��2)d=2 e� jyj22�2 , la Gaussienne entr�eed'�eart type � .2.3. �EQUATION DE LA CHALEUR
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SOLUTION FONDAMENTALE POUR d = 2 :eK(x; t) = 14�t e� jxj24t

K poss�ede les propri�et�es suivantes :a) K(x; y; t) est de lasse C1 pour x, y 2 Rd et t > 0 .b) Pour x, y 2 Rd et t > 0 , � ��t ��x�K(x; y; t) = 0 .) ZRd K(x; y; t) dy = 1 pour x 2 Rd et t > 0 .d) Pour x 2 Rd et Æ > 0 on a limt!0t>0 Zjy�xj>ÆK(x; y; t) dy = 0Grâe �a es propri�et�es on d�emontre que u est bien une solution, on a leTh�eor�eme 2.3.1Soit f 2 C0b(Rd), i.e. f ontinue et born�ee, alors la fontion d�e�nie paru(x; 0) = f(x) pour x 2 Rdu(x; t) = 1(4�t)d=2 ZRd e� jx�yj24t f(y) dy pour x 2 Rd et t > 0 ;est C1 sur Rd � R�+, v�eri�e ut = �u sur Rd � R�+ et est ontinue sur Rd � R+.Remarques :1. Si f est born�e on a pour tout x 2 Rd et t > 0 : infRd f � u(x; t) � supRd f .2. On peut assouplir les hypoth�eses du th�eor�eme :soit f une fontion mesurable et supposons que pour tout y 2 Rd, jf(y)j �Meajyj2 ,ave a, M des onstantes �x�ees. Alors la fontion u, d�e�nie dans le th�eor�eme, v�eri�eut = �u et est C1 en tout (x; t) 2 Rd�℄0; 14a [ .Si f est ontinue en x0 on a en plus lim(x;t)!(x0;0) u(x; t) = f(x0) .Don même ave des donn�ees initiales non ontinues la solution devient, �a l'instantt > 0, de lasse C
1 : l'�equation de la haleur a un e�et r�egularisant.CHAPITRE 2. LES �EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES LIN�EAIRES CLASSIQUES



30 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes3. L'exemple de Tikhonov montre que la solution u du th�eor�eme n'est pas unique.Soit '(t) = � e�1=t2 pour t > 00 pour t � 0 et, pour (x; t) 2 R2, posons u(x; t) = +1Xk=0 '(k)(t)(2k)! x2k :Alors u 2 C1(R2) , v�eri�e ut = uxx sur R� R et, pour tout x 2 R, u(x; 0) = 0 .4. Le th�eor�eme pr�e�edent permet de onsid�erer la fontion u(x; t) = 1(4�kt)d=2 e� jxj24kt ,d�e�nie pour (x; t) 2 Rd�R�+ , omme solution au sens des distributions du probl�eme :� ut(x; t) = k�u(x; t) sur Rd � R�+u(x; 0) = Æ0 pour x 2 Rd5. La valeur en (x; t) de u, d�e�nie dans le th�eor�eme pr�e�edent, d�epend, pour t > 0, detous les points y 2 Rd. R�eiproquement la valeur de f en y0 2 Rd a�ete �a l'instantt > 0 (petit) les valeurs de u en tout point x. Les e�ets de l'�equation de la haleurvoyagent �a vitesse �in�nie�.On s'int�eresse don plutôt �a la vitesse de di�usion d'une ertaine proportion � dela onentration, resp. haleur, initiale. Consid�erons une di�usion mod�elis�ee paru(x; t) = 12p�kte� x24kt , pour (x; t) 2 R� R�+ . Soit � 2℄0; 1[ donn�e, �a l'instant t > 0la quantit�e de partiules � se trouve dans l'intervalle [�x�; x�℄ et� = 12p�kt Z x��x� e� x24kt dx = 1p�kt Z x�0 e� x24kt dx = 2p� Z x�2pkt0 e�z2 dz :L'int�egrale de droite �etant onstante, on trouve que x� est proportionnel �a 2pkt .On dit que t = x2=k est le temps de di�usion.On peut omparer le temps de di�usion au temps d'advetion t = x= , voir p. 15 .2.3.3 Prinipe du maximum et uniit�eOn va traiter deux as, elui d'un domaine spatial born�e et elui de l'�equation de la haleursur Rd.� Cas d'un domaine spatial born�e.Soit ! un ouvert born�e de Rd ; pour T > 0 �x�e on pose 
 = n(x; t) = x 2 ! ; 0 < t < T o .On a �
 = �0
 [ �00
 ave�0
 = ��! � [0; T ℄� [ �! � ft = 0g�et �00
 = ! � ft = Tg . PSfrag replaements
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Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 31Th�eor�eme 2.3.2 (Prinipe du maximum)Soit u 2 C0(
) tel que ut, uxixj existent et soient ontinues dans 
.Si ut ��u � 0 dans 
, alors max
 u = max�0
 u :Th�eor�eme 2.3.3Soit u 2 C
0(
) tel que ut, uxixj existent et soient ontinues dans 
.Alors u est d�etermin�e de fa�on unique dans 
 si on se donne ut��u sur 
 et u sur �0
 .Corollaire 2.3.1Soit � 2 C
0(!�℄0; T ℄), f 2 C

0(!) et g 2 C
0(�! � [0; T ℄).Il existe au plus une solution u du probl�eme8<:ut ��u = � sur !�℄0; T ℄u = f sur ! � ft = 0gu = g sur �! � [0; T ℄ ;ontinue sur 
 et telle que ut, uxixj existent et soient ontinues sur 
.� Cas o�u le domaine spatial est Rd .Th�eor�eme 2.3.4 (Prinipe du maximum)Soit f 2 C0(Rd) et soit u 2 C0(Rd � [0; T ℄) tel que ut, uxixj existent et soient ontinuesdans Rd�℄0; T [ , si de plus (i) ut ��u � 0 sur Rd�℄0; T [(ii) u(x; 0) = f(x) pour x 2 Rd(iii) u(x; t) �M eajxj2 sur Rd�℄0; T [alors u(x; t) � supz2Rd f(z) sur Rd � [0; T ℄ :Corollaire 2.3.2Soit � 2 C0(Rd � [0; T ℄), f 2 C0(Rd).Il existe au plus une solution u 2 C

0(Rd � [0; T ℄) du probl�eme(ut ��u = � sur Rd�℄0; T [u = f sur Rd � ft = 0gqui v�eri�e ju(x; t)j �M eajxj2 sur Rd � [0; T ℄, pour des onstantes M , a > 0 .Remarques :La solution obtenue dans la setion 2.3.2 est unique si f est born�e et si l'on se restreintaux solutions born�ees.CHAPITRE 2. LES �EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES LIN�EAIRES CLASSIQUES



32 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesSi f est major�e par une expression du type M eajxj2 et si on se restreint aux solutionsv�eri�ant le même type de majorations, on obtient enore une solution unique (f. remarque3, setion 2.3.2).L'exemple de Tikhonov ne peut pas v�eri�er une majoration du typeM eajxj2 et permet deonstruire des solutions �tr�es� roissantes �a partir de n'importe quelle ondition initiale f .2.3.4 R�egularit�e sur un domaine born�eSoit ! un ouvert born�e de Rd ave �! r�egulier, on pose 
 = !�℄0; T [ .On suppose que u, ut et les uxixj existent et sont ontinues dans 
 et que ut � �u = 0dans 
.Pour v 2 C2(
) quelonque on a0 = Z
 v(ut ��u) dxdt = Z! �v(x; T )u(x; T )� v(x; 0)u(x; 0)� dx� Z
 u(vt +�v) dxdt� Z T0 Z�! �vdudn � dvdnu� dSx dt : (2.8)En partiulier on pose v(x; t) = K(x; y; T+"�t) pour y 2 ! �x�e et " > 0 . Alors v 2 C2(
)et vt +�v = 0, don (2.8) devientZ!K(x; y; ")u(x; T ) dx = Z!K(x; y; T + ")u(x; 0) dx+ Z T0 Z�! �K(x; y; T + "� t)dudn(x; t)� dKdn (x; y; T + "� t)u(x; t)� dSx dt :(2.9)Si on fait tendre " vers 0 le membre de gauhe de (2.9) tend vers u(y; T ), en e�et il estsolution de w"(y; ") � �yw(y; ") = 0 ave w(y; 0) = u(y; T ) (même d�emonstration quepour le th�eor�eme 2.3.1).Si on pose K(x; y; s) = 0 pour s � 0, alors K(x; y; s) est C1 pour x; y 2 Rd, x 6= y ets 2 R. On obtientu(y; T ) = Z!K(x; y; T )u(x; 0) dx+ ZR Z�! �K(x; y; T � t)dudn(x; t)� dKdn (x; y; T � t)u(x; t)� dSx dt : (2.10)De ette expression on d�eduit que u est C1 pour tout y 2 ! et T > 0 .

2.3. �EQUATION DE LA CHALEUR



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 332.4 �Equation des ondesDans ette setion on va �etudier l'�equation aux d�eriv�ees partielles lin�eaire d'ordre deuxutt(x; t)� 2�u(x; t) = �2u�t2 (x; t)� 2 dXi=1 �2u�xi2 (x; t) = 0 ;pour u d�e�ni sur Rd � R et  > 0 .C'est l'�equation des ondes qui mod�elise des ph�enom�enes d'�evolution : orde ou membranevibrante, ondes aoustiques, ondes �eletromagn�etiques, ondes sismiques, . . .On note �u =  �2�t2 � dXi=1 �2�xi2!u le d'Alembertien de u.Remarque :Une inversion et translation du temps, et = t0 � t, ne hange pas l'�equationaux d�eriv�ees partielles, on va restreindre l'�etude �a t � 0 .2.4.1 Mod�elisation2.4.1.1 Membrane vibranteConsid�erons une membrane �elastique en vibrations M . Pour x = (x1; x2) 2 
 � R2 ett > 0, on note u(x; t) la position de la membrane au point x �a l'instant t : Mt = u(
; t) .Alors ut(x; t) est la vitesse du d�eplaement (vertial) de la membrane en x �a l'instant t etutt(x; t) est l'a�el�eration.On suppose des petits d�eplaements transversaux et on introduit les onstantes � 2 R�+,la densit�e de la membrane, et � 2 R�+, le oeÆient de tension. On obtient l'expressionsuivante pour l'�energie potentielle du syst�eme �a l'instant t , voir aussi page 18,Ep = �2 Z
 jru(x; t)j2dxet l'�energie in�etique du syst�eme estE = �2 Z
 ut(x; t)2dx :D'apr�es le prinipe de Hamilton de la m�eanique, la membrane passe de l'�etat en t = 0�a l'�etat en t = T , T > 0, par un point ritique de la fontionnelleA(u) = Z T0 (E � Ep)dt = 12 Z T0 Z
 ��u2t � � jruj2� dxdt :i.e. la variation premi�ere de A est nulle. Posons �(") = A(u + "~u), o�u la perturbationadmissible ~u est r�eguli�ere et v�eri�e ~u(x; 0) = ~u(x; T ) = 0 pour tout x 2 
 . On a0 = �0(0) = Z T0 Z
(�ut~ut � �ru:r~u) dxdt ;CHAPITRE 2. LES �EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES LIN�EAIRES CLASSIQUES



34 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartesl'identit�e de Green et l'hypoth�ese d'admissibilit�e permettent d'�erire pour tout ~u :Z T0 Z
(��utt + ��u)~udxdt� Z T0 Z�
 � dudn ~udSxdt = 0 : (�)Si l'on hoisit ~u tel que ~u(x; t) = 0 pour tout x 2 �
 et t 2 [0; T ℄ , on obtient grâe aupremier terme de la relation (�) l'�equation des ondes dans R2 :utt = 2�u ; o�u  =r�� :Le seond terme de la relation (�) impose des onditions au bord :si la membrane est �x�ee au bord, u(x; t) = 0 ; si la membrane est libre, dudn(x; t) = 0 pour(x; t) 2 �
 � R�+ ;Pour ompl�etement mod�eliser le mouvement de la membrane on a des onditions initiales :la position u(x; 0) et la vitesse ut(x; 0) , donn�ees pour x 2 
 et t = 0 .2.4.1.2 Ondes aoustiquesOn mod�elise un uide (liquide ou gaz) par la densit�e des partiules u(x; t) et la vitesseV (x; t) pour x 2 R3 et t > 0 . La densit�e du ux de partiules uV [partiules=m2s℄(f. annexe C) est ii interpr�et�e omme �etant la quantit�e de mouvement ([kgm=s℄) despartiules par unit�e de volume.
PSfrag replaements x0 �p(x; t)n(x)F (x0)


 �

On suppose que u et V sont r�eguliers. Soit 
 un ouvert born�e quelonque de R3, de bordr�egulier ; pour x 2 �
 on note n(x) le veteur normal unit�e ext�erieur.La loi de onservation de masse donne��t Z
 u(x; t) dx = � Z�
 u(x; t)V (x; t):n(x) dSx ;d'o�u, Z
 ut dx = � Z
 div(uV ) dx ;omme 
 est quelonque on obtient la loi de ontinuit�e :�u�t = �div(uV ): (2.11)�Erivons maintenant la loi de onservation de la quantit�e de mouvement pour haunedes trois omposantes de uV :��t Z
 uVi dx = � Z�
 uViV:n(x) dS � Z�
 pni(x) dS + Z
 uFi dx ; (�)2.4. �EQUATION DES ONDES



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 35o�u i 2 f1; 2; 3g , p(x; t) ([N=m2℄ = [kg=ms2℄) est la pression et F (x; t) la somme des foresext�erieures qui agissent au point x (e.g. gravitation).Le membre de gauhe repr�esente la variation de la quantit�e de mouvement dans 
, lepremier terme du membre de droite repr�esente le ux de la quantit�e de mouvement �atravers �
, le seond la pression sur la paroi �
 et le troisi�eme l'apport des fores externes.En appliquant le th�eor�eme de la divergene on a, pour 1 � i � 3 :Z
 ��uVi�t + div(uViV ) + �p�xi � uFi� dx = 0: (��)En supposant p et F r�eguliers et omme 
 est arbitraire la relation (��) donneu��Vi�t + V:rVi� + Vi��u�t + div(uV )� = � �p�xi + uFi :En utilisant (2.11) on obtient la loi du mouvement :�V�t + (V:r)V = �1u rp+ F : (2.12)Les quatres �equations aux d�eriv�ees partielles (2.11),(2.12) sont ompl�et�ees par la loi d'�etat :p(x; t) = p(u(x; t)) ; la pression est fontion roissante de la densit�e du uide.Noter que le terme d'advetion (V:r)V = DV V est non lin�eaire et qu'il est en partie �al'origine de ph�enom�enes omplexes, et int�eressants, en m�eanique des uides.Approximation aoustique : Pour simpli�er notre mod�ele on va n�egliger les fores externes,don F = 0. De plus, la propagation du son dans un gaz (e.g. l'air) est le r�esultat devibrations que l'on va supposer faibles : V est petit et le terme d'advetion dans (2.12)est n�egligeable. Finalement, on suppose que la densit�e et la pression s'�eartent peu dequantit�es nominales u0 et p0 :u(x; t) = u0 + ~u(x; t) ; ~u << u0 et p(x; t) = p0 + ~p(x; t) ; ~p << p0 :On lin�earise les �equations de la dynamique des uides autour de (u; p; V ) = (u0; p0; 0) .Alors ~p = dpdu(u0) ~u et l'�equation (2.11) devient : �~u�t + u0 div(V ) = 0 ;tandis que l'�equation (2.12) s'�erit : u0�V�t = �dpdu(u0)r~u :En d�erivant la premi�ere �equation par rapport �a t et en utilisant la seonde, on obtient�2~u�t2 = �u0 div��V�t �= �u0 div�� 1u0 dpdu(u0)r~u� = dpdu(u0)�~u :On pose  =rdpdu(u0) et ~u v�eri�e don l'�equation des ondes dans R3 : �2~u�t2 = 2�~u :La propagation des ondes aoustiques se fait par augmentation et diminution de la densit�ede partiules. Pour l'air la vitesse des ondes est  = 340m=s .CHAPITRE 2. LES �EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES LIN�EAIRES CLASSIQUES



36 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesRemarque : Les ondes sur une membrane ou orde vibrante sont dites ondes transversalesar elles se propagent dans la diretion perpendiulaire au mouvement des partiules. Lesondes aoustiques sont des ondes longitudinales ar elles se propagent dans la mêmediretion que les partiules.
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2.4.2 �Equation des ondes dans ROn onsid�ere le probl�eme8><>:utt(x; t) = 2 uxx(x; t) sur R� R�+ ;  2 R�+u(x; 0) = f(x) pour x 2 Rut(x; 0) = g(x) pour x 2 R

(2.13)Grâe au hangement de variables � � = x+ t� = x� t on obtient l'�equation u��(�; �) = 0 .Le domaine de u �etant onnexe on trouve u(�; �) = F (�) + G(�), o�u F et G sont desfontions d'une variable r�eelle de lasse C2, et on au(x; t) = F (x + t) +G(x� t):La solution g�en�erale de l'�equation des ondes dans R est don obtenue par superpositionde v, solution de vt � vx = 0 : v(x; t) = F (x + t), et de w, solution de wt + wx = 0 :w(x; t) = G(x� t).PSfrag replaements
xx

uF (x) = G(x) u(x; t) = F (x+ t) +G(x� t)
�t +tLe graphe de u dans le plan xu montre deux ondes, solutions de deux �equations detransport, qui se propagent, sans hanger de forme, vers la gauhe pour v et vers la droitepour w .En utilisant les onditions initiales de (2.13) on trouveF (x) = f(x)2 + 12 Z x0 g(y) dy + � et G(x) = f(x)2 � 12 Z x0 g(y) dy� � :2.4. �EQUATION DES ONDES



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 37Si f 2 C2(R) et g 2 C1(R), le probl�eme (2.13) admet une solution unique de lasse C2 sur
R� R+, donn�ee par la formule de d'Alembertu(x; t) = 12�f(x+ t) + f(x� t)� + 12 Z x+tx�t g(y) dy :  (2.14)Remarques :1) La valeur de u(x; t) d�epend des valeurs de f et g sur l'intervalle [x � t; x + t℄, 'estle domaine de d�ependane.R�eiproquement, le ône d'inuene du point (�; 0) est l'ensemble n(x; t) = jx��j � to .L'information voyage �a vitesse �nie .PSfrag replaements
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(�; 0)2) La fontion (2.14) est au plus aussi r�eguli�ere que les onditions initiales f et g .3) Pour  > 0 on onsid�ere l'�equation des ondes utt = 2uxx dans R� R�+ (�) .On note (ABCD)= le parall�elogramme form�e par les points A, B, C et D et dont lesôt�es se trouvent sur des droites arat�eristiques de (�) .PSfrag replaements
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Soit u 2 C2(R�R�+), alors u v�eri�e l'�equation aux d�eriv�ees partielles (�) si et seulementsi pour tout (ABCD)= � R� R+ : u(A) + u(C) = u(B) + u(D) .
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38 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes2.4.3 M�ethode des moyennes sph�eriques (d � 2)Soit h 2 C0(Rd), on d�e�nit la moyenne sph�erique de h sur la sph�ere S d�1(x; r) parMh(x; r) = 1!drd�1 Zjy�xj=r h(y) dSy = 1!d Zj�j=1 h(x + r�) dS� :La fontion Mh est ainsi d�e�nie pour tout r 2 R et on a Mh(x; r) =Mh(x;�r) .Si h 2 C�(Rd), alors Mh 2 C�(Rd+1).En partiulier si h 2 C2(Rd) on alule ��rMh(x; r) = 1rd�1�x�Z r0 �d�1Mh(x; �) d�� :On en d�eduit l'�equation de Darboux, v�eri��ee par toute moyenne sph�erique d'une fontionh de lasse C2 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
� �2�r2 + d� 1r ��r�Mh(x; r) = �xMh(x; r)Mh(x; 0) = h(x)��rMh(x; 0) = 0 (2.15)

Appliation �a l'�equation des ondes (d � 2)Soit u 2 C2(Rd � R+) solution du probl�eme8><>:utt(x; t) = 2�u(x; t) sur Rd � R�+u(x; 0) = f(x) pour x 2 Rdut(x; 0) = g(x) pour x 2 Rd (2.16)On d�e�nit la moyenne sph�erique de u : Mu(x; r; t) = 1!d Zj�j=1 u(x+ r�; t) dS� ,ave u(x; t) =Mu(x; 0; t) .Grâe �a l'�equation de Darboux (2.15), on a �xMu = � �2�r2 + d� 1r ��r�Muor, par un alul diret on obtient �xMu = 12 �2Mu�t2 .Don Mu est solution, pour x 2 Rd �x�e, de l'�equation d'Euler-Darboux-Poisson :8>>>><>>>>:�2Mu�t2 (x; r; t) = 2 � �2�r2 + d� 1r ��r�Mu(x; r; t) pour (r; t) 2 R� � R�+Mu(x; r; 0) = Mf(x; r) pour r 2 R�Mu�t (x; r; 0) = Mg(x; r) pour r 2 R

(2.17)On a don transform�e l'�equation des ondes dans Rd en une �equation aux d�eriv�ees partiellesave variables salaires r et t2.4. �EQUATION DES ONDES



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 392.4.4 �Equation des ondes dans R3On se propose de r�esoudre le probl�eme (2.16) pour d = 3 .En utilisant (2.17) on montre que la fontion v(r; t) = rMu(x; r; t) est solution de l'�equa-tion des ondes pour d = 18><>:vtt(r; t) = 2 vrr(r; t) pour (r; t) 2 R� R�+v(r; 0) = rMf(x; r) pour r 2 Rvt(r; 0) = rMg(x; r) pour r 2 R

:D'o�u, grâe �a (2.14) et du fait que Mf et Mg sont paires en r :Mu(x; r; t) = 1r v(r; t)= 12r�(t+ r)Mf(x; t + r)� (t� r)Mf(x; t� r)� + 12r Z t+rt�r �Mg(x; �) d� :Finalement, en faisant tendre r vers 0, on obtient la repr�esentation suivante d'une solutionu de (2.16) pour d = 3. u(x; t) = ��t�tMf (x; t)� + tMg(x; t) ; (2.18)et la formule de Kirhhoff pour le probl�eme (2.16) en dimension 3u(x; t) = 14�2t Zjy�xj=t g(y) dSy + ��t� 14�2t Zjy�xj=t f(y) dSy� (2.19)Toute solution du probl�eme (2.16) en dimension 3 qui est de lasse C2 sur R3 � R+, estdonn�ee par la formule (2.19) et est don unique.R�eiproquement, pour f 2 C3(R3) et g 2 C2(R3), la fontion d�e�nie par la formule deKirhhoff (2.19), est de lasse C2 sur R3 � R+ et est solution de (2.16).Grâe au hangement de variables y = x + t � , l'�equation (2.19) devientu(x; t) = 14� Zj�j=1 �t g(x+ t �) + f(x+ t �) + trf(x+ t �) : ��dS� : (2.20)Remarques :1) Les formules (2.18) et (2.20) montrent que l'on perd de la r�egularit�e.En e�et si f 2 C�(R) et g 2 C��1(R), alors Mf 2 C�(R2) et Mg 2 C��1(R2) et u est delasse C��1 pour t > 0 .Don u est moins r�eguli�ere que sa valeur initiale u(x; 0) ou, autrement dit, des petitesirr�egularit�es dans la ondition initiale f peuvent s'aumuler en t > 0 et rendre u(:; t)moins r�eguli�ere.Il est int�eressant d'�etudier le omportement de u par rapport �a une �energieE(t) = 12 ZR3 �ut(x; t)2 + 2jru(x; t)j2� dx :CHAPITRE 2. LES �EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES LIN�EAIRES CLASSIQUES



40 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesOn montre que dEdt = ZR3 �ut(utt ��u) + 2div(utru)� dx .Si on suppose que jut(x; t)ru(x; t)j � 11 + jxj3 , on a dEdt (t) = 0 pour tout t > 0 .En partiulier, si u = 0 pour jxj grand, le omportement L2 ne hange pas ave t.2) Grâe �a (2.20) on onstate que la valeur de u(x; t) d�epend des valeurs de f et g poury 2 S 2(x; t). Don pour d = 3 le domaine de d�ependane est la surfae S 2(x; t).
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R�eiproquement, les donn�ees initiales au point (y; 0) 2 R3�R+ n'ont de l'inuene suru �a l'instant t qu'aux points x 2 R3 qui v�eri�ent jy � xj = t.Le ône d'inuene de (y; 0) est la surfae dans l'espae-temps R3 � R+, form�ee parle ône de sommet (y; 0) et d'axe de sym�etrie f(y; t)=t � 0g, 'est-�a-dire l'ensemblen(x; t) = jy � xj = t; t > 0o.3) Supposons que le support de f et g est 
 = B3(0; r) � R3 .Pour que u(x; t) soit non nul il faut que x 2 S 2(y; t) ave y 2 
.Or l'union de toutes les sph�eres de entre y 2 
 et de rayon t est la sph�ere de entre0, de rayon t et d'�epaisseur 2r.Don supp(u) = B3(0; t + r) n B3(0; t � r) et on onstate que le support de u , dans
R3 , se r�epand �a la vitesse �nie .Pour x �x�e et pour tout t < t1 = (jxj � r)= et t > t2 = (jxj+ r)= on a u(x; t) = 0 : lefront d'onde arrive en x �a l'instant t1 et �a partir de l'instant t2 l'onde est pass�ee.Dans R3 on a lePrinipe (fort) de Huygens : le domaine de d�ependane est une surfae dans R3.Cette propri�et�e permet la mod�elisation par l'�equation des ondes de la transmission designaux �a vitesse �nie dans R3.
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4) Pendant que le support de u se r�epand u d�eroit en 1=t.En e�et u(x; t) d�epend des valeurs de f et g sur S 2(x; t) \ B3(0; r). Comme l'airemaximale de ette intersetion est l'aire de S 2(0; r) = 4�r2, et en supposant que g, fet ses d�eriv�ees partielles d'ordre 1 sont born�es, on a grâe �a (2.20)ju(x; t)j � r22t2�t sup
 jgj+ sup
 jf j+ t sup
 jrf j� � 1t pour t grand.
2.4.5 �Equation des ondes dans R2Pour obtenir la solution de l'�equation des ondes pour d = 2 nous allons utiliser la m�ethodede desente de Hadamard :La solution de l'�equation aux d�eriv�ees partielles dans R2 est onsid�er�ee omme �etant unesolution de l'�equation des ondes dans R3 ind�ependante de la variable x3.La solution u(x1; x2; t) est donn�ee par la formule de Kirhhoff (2.19) ave x3 = 0 .Les onditions initiales sont f(y) = f(y1; y2) et g(y) = g(y1; y2) .Pour ~x = (x1; x2; 0) , ~y = ( ~y1; ~y2; ~y3) on a t = j~y � ~xj =p( ~y1 � x1)2 + ( ~y2 � x2)2 + ~y32 .L'int�egrale sur les points ~y de la sph�ere S 2(~x; t) devient une int�egrale sur les y = ( ~y1; ~y2)du disque B2(x; t) , o�u x = (x1; x2).On obtient la formule de Poisson pour l'�equation des ondes en dimension deuxu(x; t) = 12� Zjy�xj<t g(y)p2t2 � jy � xj2 dy + ��t� 12� Zjy�xj<t f(y)p2t2 � jy � xj2 dy� :

CHAPITRE 2. LES �EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES LIN�EAIRES CLASSIQUES



42 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesRemarques :1) Le domaine de d�ependane de (x; t) est le disque B2(x; t).R�eiproquement, les donn�ees initiales en un point (y; 0) 2 R2 �R+ ont de l'inuene �al'instant t sur tous les points de B2(y; t) .Le ône d'inuene est le ône solide dans R2 � R+ : n(x; t) = jy � xj � t; t > 0o.
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Les perturbations en un point x 2 R2 vont durer ind�e�niment : dans R2 on ne peut pastransmettre de l'information.2) Comparer le omportement des solutions de l'�equation de la haleur et de l'�equationdes ondes (d = 1; 2 et 3).2.4.6 M�ethode de Duhamel pour l'�equation des ondes non ho-mog�eneOn s'int�eresse au probl�eme 8><>:utt(x; t)� 2�u(x; t) = w(x; t) sur Rd � R�+u(x; 0) = f(x) pour x 2 Rdut(x; 0) = g(x) pour x 2 Rd .Grâe �a la lin�earit�e il suÆt d'�etudier le probl�eme ave onditions initiales homog�enes8><>:utt(x; t)� 2�u(x; t) = w(x; t) sur Rd � R�+u(x; 0) = 0 pour x 2 Rdut(x; 0) = 0 pour x 2 Rd (2.21)On a laProposition 2.4.1La solution du probl�eme (2.21) est donn�ee paru(x; t) = Z t0 U(x; t; s) ds pour x 2 Rd et t � 0;2.4. �EQUATION DES ONDES



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 43o�u U(x; t; s) est, pour tout s � 0, solution de8><>: Utt = 2�U pour x 2 Rd ; t > s � 0U(x; s; s) = 0 pour x 2 Rd ; t = sUt(x; s; s) = w(x; s) pour x 2 Rd ; t = s :La m�ethode de Duhamel permet de r�eduire le probl�eme (2.21) en une suession de pro-bl�emes homog�enes.Si on pose V (x; t; s) = U(x; t + s; s) on a 8><>: Vtt = 2�V pour x 2 Rd ; t > 0V (x; 0; s) = 0 pour x 2 Rd ; t = 0Vt(x; 0; s) = w(x; s) pour x 2 Rd ; t = 0 .Or on peut aluler V en dimension un, deux et trois :� solution de (2.21) pour d = 1 ; on a V (x; t; s) = 12 Z x=tx�t w(y; s) dy,d'o�u u(x; t) = 12 Z t0 Zjy�xj<(t�s)w(y; s) dyds ;� solution de (2.21) pour d = 2, on a V (x; t; s) = 12� Zjy�xj<t w(y; s)p2t2 � jy � xj2 ; dy ,d'o�u u(x; t) = 12� Z t0 Zjy�xj<(t�s) w(y; s)p2t2 � jy � xj2 ; dyds ;� solution de (2.21) pour d = 3, on a V (x; t; s) = 14�2t Zjy�xj=tw(y; s) dSy,on obtient u(x; t) = 14�2 Zjy�xj<t w �y; t� 1 jy � xj�jy � xj dy (potentiel retard�e).
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44 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes2.5 Classi�ation des e.d.p. lin�eaires d'ordre 2Pour u 2 C2(
), 
 ouvert de Rd, une �equation aux d�eriv�ees partielles lin�eaire d'ordre 2s'�erit en tout point x de 
 :X1�i;j�d aij(x) �2u�xi�xj (x) + dXi=1 bi(x) �u�xi (x) + (x) u(x) = d(x) ; (2.22)o�u l'on peut supposer aij = aji , pour tout 1 � i; j � d.On d�e�nit le symbole de l'�equation aux d�eriv�ees partielles (2.22) , en x 2 
 et pour tout� = (�1; : : : ; �d) 2 Rd , par �x(�) = X1�i;j�d aij(x) �i�j :Pour tout x 2 
 , �x est une forme quadratique de matrie assoi�ee A(x) = �aij(x)�1�i;j�d .Consid�erons un di��eomorphisme � : 
! e
 ave ~x = �(x) et d�et(D�) = �����~xi�xj ����1�i;j�d 6= 0.Pour x� �x�e, on pose P = D�x� t , i.e. pij = �~xj�xi (x�) , alorsX1�i;j�d aij(x�) �2u�xi�xj (x�) = X1�k;l�d X1�i;j�d aij(x�) pljpki! �2u�~xk�~xl (x�) + (termes d'ordre 1)= X1�k;l�d ~akl(~x�) �2u�~xk�~xl (~x�) + (termes d'ordre 1) :C'est-�a-dire que les oeÆients d'ordre deux de l'�equation aux d�eriv�ees partielles (2.22)sont transform�es de la même fa�on que les oeÆients de la forme quadratique �x� sousla transformation � = P� : on a �~x�(�) = �t P tA(x�)P � .Or, grâe �a un hangement de variables adapt�e, une forme quadratique r�eelle peut êtrer�eduite �a sa forme anonique : mXi=1 �2i � rXi=m+1 �2i ;o�u 1 � m � r � d. Don, en un point x� 2 
 donn�e, l'�equation aux d�eriv�ees partielles(2.22) peut toujours s'�erire sous la formemXi=1 �2u�~x2i (~x�)� rXi=m+1 �2u�~x2i (~x�) + dXi=1 ~bi(~x�) �u�~xi (~x�) + ~(~x�) u(~x�) = ~d(~x�) :
2.5. CLASSIFICATION DES E.D.P. LIN�EAIRES D'ORDRE 2



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 45D�efinition 2.5.1On dit que l'�equation aux d�eriv�ees partielles (2.22) est :� elliptique au point x� si r = d et m = 0 ou m = d, i.e. A(x�) est d�e�nie positive oun�egative et a d valeurs propres r�eelles non nulles de même signe ;� hyperbolique au point x� si r = d et m = 1 ou m = d� 1, i.e. A(x�) est ind�e�nie et ad valeurs propres r�eelles non nulles dont une de signe ontraire aux d� 1 autres ;� parabolique au point x� si r = d � 1 et m = 0 ou m = d � 1, i.e. A(x�) a 0 ommevaleur propre et d� 1 valeurs propres r�eelles non nulles de même signe.Exemples :1. L'�equation de Laplae dans Rd est elliptique en tout point :8x 2 Rd; � 2 Rd : �x(�) = dXi=1 �2i :2. L'�equation de la haleur est parabolique en tout point :8(x; t) 2 Rd � R�+; � 2 Rd+1 : �(x;t)(�) = dXi=1 �2i :3. L'�equation des ondes est hyperbolique en tout point :8(x; t) 2 Rd � R�+; � 2 Rd+1 : �(x;t)(�) = dXi=1 �2i � �2d+1 :4. Pour l'�equation de Triomi dans R2 : x2 ux1x1 + ux2x2 = 0, on a8x 2 R2; � 2 R2 : �x(�) = x2�21 + �22 :Elle est don elliptique si x2 > 0, hyperbolique si x2 < 0 et parabolique si x2 = 0 .5. L'�equation ux1x2 = 0 est hyperbolique dans R2.Remarques :1. Pour tout point x� 2 Rd on a une transformation qui r�eduit (2.22) sous forme ano-nique or ette transformation d�epend de x�. Pour d � 3 il est en g�en�eral impossiblede trouver un di��eomorphisme � qui permet d'�erire l'�equation aux d�eriv�ees par-tielles sous forme r�eduite sur une r�egion donn�ee (arbitrairement petite).Dans le as d = 2 et sous quelques hypoth�eses sur les oeÆients de (2.22) on peuttrouver � qui permet de mettre (2.22) sous forme r�eduite.2. La lassi�ation i-dessus a �et�e donn�ee pour des �equations aux d�eriv�ees partielleslin�eaires d'ordre deux. On retrouve es mêmes d�enominations pour des �equationsaux d�eriv�ees partielles plus g�en�erales, mais qui partagent les propri�et�es essentiellesave les �equations aux d�eriv�ees partielles lin�eaires pr�esent�ees dans e hapitre.CHAPITRE 2. LES �EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES LIN�EAIRES CLASSIQUES



46 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes{ On �elargit la lasse des �equations aux d�eriv�ees partielles hyperboliques aux �equa-tions qui admettent des solutions de type ondes, i.e. on a une vitesse de propaga-tion �nie. Consid�erons par exemple le syst�eme d'�equations aux d�eriv�ees partiellesd'ordre un en t Ut(x; t) + AUx(x; t) = F (x; t) dans R� R�+ ;o�u U = ( u1 � � � uN )t est d�e�ni sur R � R+ et A est une matrie onstanted'ordre N � N . On a un syst�eme hyberbolique �a oeÆients onstants si A estdiagonisable sur R .Cette d�e�nition se g�en�eralise au as o�u A(x; t) et pour U : Rd � R+ ! RN .L'�equation de transport est une �equation aux d�eriv�ees partielles hyperboliqued'ordre un en t .{ Pour les �equations aux d�eriv�ees partielles elliptiques �a oeÆients non onstantson utilisera un rit�ere uniforme, voir page 61 .
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Chapitre 3�Equations aux d�eriv�ees partiellesd'ordre un
3.1 Introdution et notationsDans e hapitre on s'int�eresse au probl�eme suivant :Soit 
 un ouvert de Rd , on veut trouver u : Rd ! R solution de(F�x; u(x);ru(x)� = 0 pour x 2 
u(x) = h(x) pour x 2 � � �
 : (3.1)On suppose que F et h sont au moins de lasse C2 et que �
 est une hypersurfae r�eguli�ere.Exemple :Pour F (x; u;ru) = v:ru� f = 0, ave v = � 1� 2 Rd+1, on obtient l'�equa-tion de transport, f. page 15, que l'on int�egre sur les droites arat�eristiques.Id�ee : soit u une solution de (3.1) et x 2 
 , omme pour l'�equation de transport, onveut aluler u(x) �a partir de u(x0) = h(x0) , x0 2 � , en int�egrant le long d'un heminX(s) � 
 .
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48 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desarteset G : I �! 
 � Rds 7�! G(s) = �g1(s); : : : ; gd(s)� = ru(X(s)) :Sur la ourbe X l'�equation (3.1) devient : F�x1(s); : : : ; xd(s); z(s); g1(s); : : : ; gd(s)� = 0 .On note rXF = 0�Fx1...Fxd1A et rGF = 0�Fg1...Fgd1A .3.2 �Etude du as g�en�eralPour une solution u de (3.1), le th�eor�eme qui suit fait le lien entre la ourbe param�etr�eeX, la valeur de u sur X, z, et la valeur du gradient de u le long de X, G.Th�eor�eme 3.2.1 (Syst�eme arat�eristique)Soit u 2 C
2(
) une solution de (3.1). Si X est solution deX 0(s) = rGF (X(s); z(s); G(s)) (3.2.1)alors, pour tout s tel que X(s) 2 
, z et G sont solution dez0(s) = rGF (X(s); z(s); G(s)):G(s) (3.2.2)G0(s) = � rXF (X(s); z(s); G(s))� Fz(X(s); z(s); G(s))G(s) (3.2.3)Remarques :1. Les 2d+1 �equations di��erentielles ordinaires (3.2.1-3) forment le syst�eme d'�equationsarat�eristiques assoi�e �a l'�equation aux d�eriv�ees partielles d'ordre un (3.1).2. Les fontions X, z et G sont appel�ees les arat�eristiques et X est la projetion desarat�eristiques ou la ourbe arat�eristique.Si l'on se donne des onditions initiales (X(0); z(0); G(0)) , alors, grâe �a la r�egularit�e deF , on a existene d'une solution loale unique (X; z;G) du syst�eme autonome d'�equationsdi��erentielles ordinaires arat�eristiques.Don, pour obtenir u, solution de (3.1), il faut r�esoudre (3.2.1-3) pour X(0) = x0 2 � .En un premier temps, pour simpli�er l'�etude, on va montrer que l'on peut supposer que� est plat au voisinage de x0.En e�et, omme �
 est r�egulier il est possible d'aplatir � au voisinage de x0 , f. annexeB. Il existe �, di��eomorphisme de Rd, et " > 0 tel que pour tout y 2 � \ Bd(x0; ") :�(y) = (y1; : : : ; yd�1; 0).Si on pose ~x = �(x) et ~u(~x) = u(��1(~x)), alors ~u v�eri�e l'�equation aux d�eriv�ees partiellesd'ordre un � ~F (~x; ~u;r~u) = 0 pour ~x 2 �(
)~u = ~h pour ~x 2 �(�) :Don, si � est plat au voisinage de x0 , les onditions initiales en x0 sont :X(0) = x0 ; z(0) = h(x0) = h(x01; : : : ; x0d�1; 0) et G(0) = p0 :3.2. �ETUDE DU CAS G�EN�ERAL



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 49Or pour x0 2 � donn�e, z(0) = h(x0) est unique, il reste �a trouver p0 .En d�erivant u(y1; : : : ; yd�1; 0) = h(y1; : : : ; yd�1) en x0 et en notant p0 = (p01; : : : ; p0d) =G(0) , on obtient �p0i = hxi(x0) ; pour i = 1; : : : ; d� 1F (x0; h(x0); p01; : : : ; p0d) = 0 (3.3)On dit que (x0; h(x0); p0) est admissible si p0 = (p01; : : : ; p0d) est solution de (3.3).Or on veut r�esoudre (3.1) dans un voisinage de x0.Don, pour tout y = (y1; : : : ; yd�1; 0) 2 � \ Bd(x0; "), on va r�esoudre (3.2.1-3) ave lesonditions initiales X(0) = y , z(0) = h(y) et G(0) = q(y).Il faut don trouver q : � \ Bd(x; ")! Rd telle queq(x0) = p0 ; (3.4)o�u p0 v�eri�e (3.3).De plus il faut assurer que (y; h(y); q(y)) est admissible, d'o�u�qi(y) = hxi(y) ; pour i = 1; : : : ; d� 1F (y; h(y); q1(y); : : : ; qd(y)) = 0 (3.5)et on a le lemme suivant qui assure l'existene de q :Lemme 3.2.1Soit (x0; h(x0); p0) admissible et supposons queFgd(x0; h(x0); p0) 6= 0 :Alors il existe une solution unique q de (3.4) et (3.5).La ondition Fgd(x0; h(x0); p0) = X 0d(0) 6= 0 , du lemme pr�e�edent signi�e que le hampde veteurs X 0 est transverse �a � en x0 .Si � n'est pas plat au voisinage de x0 ette ondition devientrGF (x0; h(x0); p0):n(x0) 6= 0 ; o�u n(x0) est la normale �a � en x0 . On dit que � est non arat�eristique en x0 pour (3.1).Dans e as X 0(0):n(x0) 6= 0 , 'est-�a-dire X 0(0) 62 Tx0�.
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50 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesTh�eor�eme 3.2.2 (Existene loale)Soit x0 2 � , (x0; h(x0); p0) admissible et rGF (x0; h(x0); p0):n(x0) 6= 0 :Alors il existe un voisinage V de x0 dans Rd et une fontion unique u 2 C2(V ), tels que�F (x; u(x);ru(x)) = 0 pour x 2 Vu(x) = h(x) pour x 2 V \ � : :
3.3 Cas lin�eaire et quasilin�eaire� �equation aux d�eriv�ees partielles lin�eaire d'ordre un :On a la forme g�en�eraleF (x; u;ru) = a(x):ru(x) + b(x)u(x) + (x) = 0 :Comme rGF = a(x) , � est non arat�eristique en x0 2 � si a(x0):n(x0) 6= 0 .Les �equations di��erentielles ordinaires (3.2.1) et (3.2.2) donnent le syst�eme arat�eristiquer�eduit �X 0(s) = a(X(s))z0(s) = � b(X(s)) z(s)� (X(s)) : (3.6)Ce syst�eme di��erentiel est ind�ependant de G et grâe au r�esultat d'uniit�e d'une solutionloale r�eguli�ere il suÆt d'int�egrer (3.6) pour obtenir ette solution.Exemple :On onsid�ere l'�equation aux d�eriv�ees partielles�x1ux2 � x2ux1 = u dans (R�+)2u(x) = h(x) pour x 2 � = R�+ � f0g : :On montre que pour tout x0 > 0, a(x0; 0):n(x0; 0) = x0 > 0, don � est partout nonarat�eristique. Les ourbes arat�eristiques sont des quarts de erles et la solution duprobl�eme est 8(x1; x2) 2 (R�+)2 : u(x1; x2) = h�qx21 + x22� eartan� x2x1 � :� �equation aux d�eriv�ees partielles quasilin�eaire d'ordre un :La forme g�en�erale est F (x; u;ru) = a(x; u):ru(x) + b(x; u) = 0 :On a rGF = a(x; u) et � est non arat�eristique en x0 2 � si a(x0; h(x0)):n(x0) 6= 0 .Le syst�eme arat�eristique r�eduit s'�erit�X 0(s) = a(X(s); z(s))z0(s) = � b(X(s); z(s)) : (3.7)3.3. CAS LIN�EAIRE ET QUASILIN�EAIRE



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 51Comme dans le as lin�eaire, il suÆt de r�esoudre (3.7) pour trouver la solution r�eguli�ereloale.Exemple :On onsid�ere l'�equation aux d�eriv�ees partielles�ux1 + ux2 = u2 dans 
 = R� R�+u = h sur � = R� f0g : :On montre que � est non arat�eristique en tout point et que les ourbes arat�eristiquessont des droites. La solution est donn�ee paru(x1; x2) = h(x1 � x2)1� x2h(x1 � x2) pour tout (x1; x2) 2 
 tant que x2h(x1 � x2) 6= 1 :Dans la suite on va �etudier d'autres as o�u la solution n'existe pas dans tout 
 .3.4 Lois de onservation salairesDans ette setion on s'int�eresse �a un type partiulier d'�equations aux d�eriv�ees partiellesquasilin�eaires d'ordre un, les lois de onservation salaires. Ce sont des probl�emes de laforme ut(x; t) + f(u(x; t))x = 0 sur R� R�+ (3.8)o�u f 2 C
2(R) et ave u(x; 0) = h(x) .3.4.1 Mod�elisationOn onsid�ere des partiules en d�eplaement le long de l'axe Ox ; u(x; t) est la densit�e departiules en x �a l'instant t. Soit 
 =℄a; b[, on posem
(t) = Z ba u(x; t)dx :On suppose que la variation de masse dans 
 est uniquement due au ux de partiules,f(u), en x = a et x = b . En tenant ompte du signe du ux on obtient :ddtm
(t) = Z ba ut(x; t)dx= f(u(a; t))� f(u(b; t)) = � Z�
 f(u):n d�= � Z ba f(u)x dx = � Z
 div(f(u)) dx :En supposant que u est r�egulier et omme 
 est quelonque, on obtient la loi de onser-vation de la masse ut + f(u)x = 0 :Si l'on se donne la vitesse v des partiules alors f(u) = vu ([p=s℄ = [p=m℄[m=s℄).CHAPITRE 3. �EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES D'ORDRE UN



52 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesExemples :1. Si la vitesse est onstante, v = , on retrouve l'�equation de transport.2. Si on mod�elise le tra� routier, une relation simple entre la densit�e du tra� u et lavitesse des voitures (ou v�elos) v estv = vmax�1� uumax� ;Pour une route vide (u = 0) la vitesse est vmax mais la vitesse d�eroit vers 0 quandle tra� arrive �a saturation (u = umax), le ux estf(u) = u vmax�1� uumax� :Des exp�erienes am�eriaines, men�ees en 1959 dans un tunnel, ont onlu que le uxde v�ehiules y pouvait être mod�elis�e par f(u) = au ln(umax=u) .3.4.2 �Etude de l'�equation de Burger'sMod�elisation :On onsid�ere des partiules en d�eplaement le long de l'axe Ox, v(x; t) est la vitesse de lapartiule qui se trouve en x �a l'instant t. On se donne la vitesse initiale h(x) = v(x; 0).On onsid�ere une partiule X qui se trouve en x0 = X(0) pour t = 0 et en x = X(t)�a l'instant t, alors v(X(t); t) est la vitesse de la partiule X �a l'instant t. En partiulierv(x0; 0) = v(X(0); 0) = h(x0) .Supposons que haque partiule se d�eplae �a vitesse onstante : v(X(t); t) = h(X(0)) .En d�erivant par rapport �a t (�a �partiule �xe�), on a : vx ddtX(t) + vt = vxv + vt = 0 .On obtient ainsi l'�equation de Burger's pour des uides non visqueux :�vt + vvx = 0 dans R� R�+v(x; 0) = h(x) pour x 2 R
(3.9)C'est une �equation du type (3.8) ave f(v) = 12v2 .�Etude de l'�equation :� = R�ft = 0g et on montre que � est non arat�eristique en tout point (x; 0). Pour toutx 2 R il existe un voisinage de (x; 0) 2 R2 dans lequel (3.9) admet une solution uniquer�eguli�ere.Le syst�eme arat�eristique s'�erit : 8<: x0(s) = zt0(s) = 1z0(s) = 0 ave les .i. 8<: x(0) = x0t(0) = 0z(0) = h(x0) .Les ourbes arat�eristiques sont les droites passant par (x0; 0) d'�equationx = x0 + h(x0) t et le long desquelles v(x; t) = h(x0).Une droite arat�eristique repr�esente le hemin dans l'espae-temps de la partiule X,partie de x0 = X(0) .3.4. LOIS DE CONSERVATION SCALAIRES



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 53Comme v(x; t) = h(x0) = h(x � h(x0) t) = v(x � v(x; t) t), la solution de (3.9) v�eri�el'�equation impliite v = h(x� v t) :Supposons qu'une deuxi�eme partiule X1, X1(0) = x1 > x0, se trouve �a l'instant t en x :x = x0 + h(x0) t = x1 + h(x1) t don si h(x0) 6= h(x1) : t = � x1 � x0h(x1)� h(x0) :Si h est roissante il n'existe pas de t > 0 v�eri�ant ette relation.Si h n'est pas roissante un tel instant t > 0 existe et v n'est plus une fontion, v(x; t)devant être �egal �a h(x0) et h(x1).
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x = X(t) = X1(t)Calulons vx le long d'une droite arat�eristique : vx = h0(x0)1 + h0(x0)t :Don si h0(x0) < 0 pour t �!< � 1h0(x0) on a jvxj qui tend vers l'in�ni.Le premier instant o�u v n'est plus d�e�ni orrespond �a T = minx2R �� 1h0(x)� = � 1h0(x�) ,o�u x� est un minimum de h0. On dit que la solution explose (angl. blow-up) en T .Il ne peut y avoir de solution C1 au del�a de l'instant T .Pour pouvoir d�e�nir des solutions au del�a de T , i.e. sur R � R�+ , il faut introduire dessolutions g�en�eralis�ees.
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54 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes3.4.3 Solutions faibles et hosSoit la fontion test � 2 D(R� R+), en supposant u de lasse C1 et en multipliant (3.8)par � on obtient par int�egration par parties0 = Z +10 ZR �ut + f(u)x� � dxdt= ZR �� u(x; 0)�(x; 0)�dx� ZR Z +10 u�t dtdx� Z +10 ZR f(u)�x dxdtCette derni�ere relation est valable si u n'est pas C
1 , d'o�u laD�efinition 3.4.1On dit que u 2 L1(R� R+) est une solution faible du probl�eme�ut + f(u)x = 0 dans R� R�+u(x; 0) = h(x) pour x 2 R

(3.10)si pour toute fontion test � 2 D(R� R+) on aZ +10 ZR �u�t + f(u)�x�dxdt = � ZR h(x)�(x; 0) dx (3.11)Nous allons �etudier les solutions g�en�eralis�ees pour un as partiulier simple.Soit u une solution g�en�eralis�ee de (3.10) dans un ouvert 
 � R � R�+ , et C une ourber�eguli�ere qui partage 
 en 
� �a gauhe et 
+ �a droite de C .On va supposer que u est de lasse C1 sur 
� et sur 
+ , C est l'ensemble de disontinuit�ede u .
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En hoisissant les fontions test �a support ompat dans 
� , resp. 
+ , on montre que uest une solution forte de (3.10) dans 
� , resp. 
+ .Pour une fontion test � dont le support est partag�e en deux par C on trouve en utilisantla relation (3.11) ZC �(f(u�)� f(u+))n1 + (u� � u+)n2�� d� = 0 ;o�u n = �n1n2� est le veteur normal unit�e ext�erieur �a 
� et u�, resp. u+, est la limite deu �a gauhe, resp. �a droite, de C .3.4. LOIS DE CONSERVATION SCALAIRES



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 55Si (�(t); t) = (x; t), t 2 [0;+1[, est une param�etrisation de C, on obtientZ +10 �(f(u�(t))� f(u+(t)))� (u�(t)� u+(t))�0(t)��(�(t); t) dt = 0 :Comme � est quelonque, on en d�eduit la ondition de Rankine-Hugoniot�0 = f(u+)� f(u�)u+ � u�  (RH)qui fait le lien entre la vitesse de propagation de la disontinuit�e � et la valeur du saut deu, resp. f(u), en (�(t); t)).On voit sur des exemples que la ondition de Rankine-Hugoniot permet en g�en�eralplusieurs solutions g�en�eralis�ees. Nous allons introduire une ontrainte suppl�ementaire pour�eliminer des solutions �non physiques�.Le syst�eme arat�eristique de (3.10) s'�erit 8<: x0(s) = f 0(z)t0(s) = 1z0(s) = 0 .On en d�eduit que u(x; t) = h(x0) le long des droites arat�eristiques x = x0 + f 0(h(x0)) t,tant que u est de lasse C
1 .Consid�erons  2 C ave u�() 6= u+() et tel que  est le premier point de renontre d'unedroite arat�eristique venant de (x0; 0) 2 
� ave une droite arat�eristique venant de(x1; 0) 2 
+.Alors u�() = h(x0) et u+() = h(x1).
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On introduit alors la ondition d'entropie :f 0(u�) > �0 > f 0(u+)  (E)i.e. �a haque instant la vitesse du ux �a gauhe de la disontinuit�e est plus grande qu'�adroite.D�efinition 3.4.2Une disontinuit�e C est un ho si les onditions (RH) et (E) sont v�eri��ees.
CHAPITRE 3. �EQUATIONS AUX D�ERIV�EES PARTIELLES D'ORDRE UN



56 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes3.4.4 Appliation : mod�ele de tra� routierOn reprend l'exemple du tra� routier o�u u(x; t) est la densit�e de voitures et v�elos, etv(x; t) la vitesse en x �a l'instant t. La distribution initiale de v�ehiules est donn�ee paru(x; 0) = h(x) , o�u h : R ! [0; 1℄ et il n'y a ni bretelles d'a�es, ni bretelles de sortie surette route.En supposant que v = 1� u, i.e. umax = vmax = 1,on a f(u) = u(1� u), f 0(u) = 1� 2u et on obtient� ut + (u(1� u))x = 0 pour (x; t) 2 R� R�+u(x; 0) = h(x) pour x 2 R : (3.14)Les droites arat�eristiques ont pour �equation : x = x0 + (1� 2h(x0))t .Si h est de lasse C1 on sait qu'il existe une solution unique u 2 C1(R�℄0; T [), pourT = infx02R 12h0(x0) .Si h est d�eroissante T = +1 , i.e. initialement il y a plus de v�ehiules �a gauhe qu'�adroite et les v�ehiules �a gauhe vont moins vite que eux �a droite et ne pourront jamaisles rattraper.Si h n'est pas d�eroissante �a l'instant T la solution C
1 esse d'exister : des v�ehiules �agrande vitesse arrivent en une zone �a grande densit�e et faible vitesse.Consid�erons le probl�eme (3.14) ave la ondition initiale h(x0) = u(x0; 0) = � hG x0 < 0hD x0 > 0un probl�eme de e type est appel�e probl�eme de Riemann.En utilisant f et f 0 on montre que la ondition (RH) s'�erit �0 = 1� (u� + u+) ,la ondition (E) devient ii u� < u+ .� Si h(x0) = � 1=2 x0 < 01 x0 > 0 ; alors �(t) = � t2 et u(x; t) = � 1=2 x < �t=21 x > �t=2 :�A droite de z�ero il y a un bouhon (v = 0) �a l'instant t = 0 et les v�ehiules venant de lagauhe s'immobilisent au fur et �a mesure que l'onde de ho � se d�eplae vers la gauhe.Sur la �gure suivante on a repr�esent�e, �a gauhe, les droites arat�eristiques.
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Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 57suit :Notons X(t) la position �a l'instant t d'un v�ehiule qui est parti en X(0) = x0 < 0 .On onnâ�t dXdt = v(x; t) , en int�egrant on obtient X(t) = � t=2 + x0 0 � t < �x0x0=2 t > �x0 ;repr�esent�e dans le plan xt .� Si h(x0) = � 1=6 x0 < 01=3 x0 > 0 ; on trouve u(x; t) = � 1=6 x < t=21=3 x > t=2 :Dans e as l'onde de ho se d�eplae vers la droite, les v�ehiules rapides (v = 5=6) venantde gauhe doivent freiner pour rouler dans la zone dense �a v = 2=3 . On repr�esente sur la�gure suivante les droites arat�eristiques et les trajetoires des v�ehiules.
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00 x0 xxCarat�eristiques Trajetoires des v�ehiules� Soit h(x0) = � 1 x0 < 01=2 x0 > 0 ; si on herhe une solution de (3.14) ave une disonti-nuit�e v�eri�ant (RH) on trouve u(x; t) = � 1 x < �t=21=2 x > �t=2 :Cette disontinuit�e n'est pas un ho ar (E) n'est pas v�eri��e. Les v�ehiules �a gauhe dez�ero sont �a l'arrêt et d�emarrent au fur et �a mesure, leur vitesse passant instantan�ementde 0 �a 1=2. On remarquera que les arat�eristiques �sortent� de la disontinuit�e � .
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58 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesUn solution physiquement plus aeptable est u(x; t) = 8<: 1 x < �t1=2� x=2t �t < x < 01=2 x > 0 :Dans la zone f(x; t) = t > 0;�t < x < 0g on a un ph�enom�ene de rar�efation ; pour pouvoira�el�erer les v�ehiules doivent avoir de l'espae : la vitesse augmente de fa�on r�eguli�ere dev = 0 �a v = 1=2 et la densit�e diminue.
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Chapitre 4Introdution aux �el�ements �nisDans e hapitre on s'int�eresse uniquement �a des probl�emes lin�eaires elliptiques. On va�etudier les solutions faibles et donner un r�esultat d'existene. On verra que les solutionsfaibles ne permettent pas seulement d'adapter le mod�ele �a des donn�ees r�eelles non r�e-guli�eres mais que l'on peut aussi d�eduire un algorithme num�erique de d�etermination desolutions approh�ees : la m�ethode des �el�ements �nis.Pour 
 ouvert born�e de Rd, ave �
 r�egulier, on onsid�ere l'�equation de Poisson aveune ondition de Dirihlet homog�ene,���u = f sur 
u = 0 sur �
Supposons f ontinue, u 2 C2(
) et v 2 D(
). En multipliant l'�equation aux d�eriv�eespartielles par v et en int�egrant sur 
 on trouve (apr�es i.p.p.)8v 2 D(
) : Z
ru:rv dx = Z
 fv dx (*)Sous les hypoth�eses de r�egularit�e, it�ees i dessus, (�) est �equivalent �a l'�equation auxd�eriv�ees partielles ��u = f .Or pour pouvoir �erire (�) il suÆt que u, v, f , uxi et vxi soient dans L2(
). On obtientainsi une formulation faible de ��u = f . Il faudra ependant ompl�eter ette formulationfaible pour int�egrer la ondition de Dirihlet homog�ene.4.1 Espaes de SobolevDans toute ette setion 
 sera un ouvert de Rd.D�efinition 4.1.1On appelle espae de Sobolev sur 
 , l'espae fontionnelW k;p(
) = n u 2 Lp(
).8� 2 Nd; j�j � k : D�u 2 Lp(
)o ;o�u D�u est la d�eriv�ee de u au sens des distributions.



60 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesOn note Hk(
) = W k;2(
), en partiulierH1(
) = n u 2 L2(
).8i 2 f1; : : : ; dg : uxi 2 L2(
)o :Th�eor�eme 4.1.1L'appliation H1(
)�H1(
) �! R(u; v) 7�! Z
 �uv +ru:rv�dxest un produit salaire et munit H1(
) d'une struture d'espae de Hilbert.On note kukH1(
) = �Z
(u2 + jruj2)dx� 12 la norme assoi�ee.Rappelons que D(
) est dense dans L2(
).On montre qu'en g�en�eral D(
) n'est pas dense dans H1(
)et on introduit l'adh�erene de D(
) dans H1(
), on noteH10 (
) = D(
)H1(
) :Exemples :1. Pour 
 = Rd on montre que H10 (Rd) = H1(Rd) .2. Soit 
 un ouvert born�e de Rd ave �
 r�egulier. Si u 2 C1(
) et uj�
 = 0 alors u 2H10 (
), 'est-�a-dire qu'il existe une suite ('n) dans D(
) tel que limn!1 ku� 'nkH1(
) = 0.On interpr�ete H10 (
) omme l'espae des fontions de H1(
) qui �s'annulent� sur �
. Onverra plus loin quel sens pr�eis donner �a ette aÆrmation.Proposition 4.1.1 (In�egalit�e de Poinar�e)Soit 
 un ouvert born�e de Rd, alors il existe une onstante C(
) telle que8u 2 H10 (
) : Z
 u2 dx � C(
) Z
 jruj2 dx :Remarque : Soit 
 un ouvert born�e de Rd et u = �I
 , pour � 2 R .Alors u 2 H1(
) pour tout � mais par l'in�egalit�e de Poinar�e on montre que u 2 H10 (
)si et seulement si � = 0 , i.e. u est la fontion onstante nulle sur 
 .On a don en g�en�eral H10 (
)�6=H1(
) .Proposition 4.1.2Soit 
 un ouvert born�e de Rd, alorskukH1(
) = �Z
(u2 + jruj2)dx� 12 et kukH10 (
) = �Z
 jruj2)dx� 12sont des normes �equivalentes sur H10 (
) .4.1. ESPACES DE SOBOLEV



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 61Th�eor�eme 4.1.2 (Th�eor�eme des traes)Soit 
 un ouvert born�e de Rd ave �
 r�egulier.Alors il existe un op�erateur lin�eaire born�e T : H1(
)! L2(�
) tel que� 8u 2 C
0(
) \H1(
) : Tu = uj�
� 8u 2 H1(
) : kTukL2(�
) � C kukH1(
)o�u C ne d�epend que de 
.On dit que Tu est la trae de u sur �
 et on note Tu = uj�
.Sous les hypoth�eses du th�eor�eme des traes on a :� u 2 H10 (
) si et seulement si Tu = 0 sur �
 ;� pour tout u, v de H1(
) : Z
 uxiv dx = Z�
 uvni dS � Z
 uvxi dx .4.2 Formulation faible d'un probl�eme elliptique li-n�eaireDans la suite 
 est un ouvert born�e de Rd et �
 est r�egulier.On onsid�ere le probl�eme �Lu = f sur 
u = 0 sur �
 (4.1)o�u l'op�erateur di��erentiel lin�eaire L est d�e�ni parLu = � X1�i;j�d�aij(x) uxi�xj + dXi=1 bi(x) uxi + (x) u ;ave aij(x) = aji(x) et en supposant que les aij, bi,  sont dans L1(
) et f 2 L2(
).On suppose de plus que L est elliptique au sens suivant :9� > 0 ; 8� 2 Rd : X1�i;j�d aij(x) �i�j � �j�j2 p:p:
 :Soit u une solution forte de (4.1) et v 2 D(
), alors Z
(Lu)v dx = Z
 fv dx ,par int�egration par parties on obtientZ
 � X1�i;j�d aij(x) uxivxj + dXi=1 bi(x) uxiv + (x) uv�dx = Z
 fv dx :Cette derni�ere relation a un sens même si l'on remplae u et v par des fontions de H10 (
) ,d'o�u la d�e�nition : CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX �EL�EMENTS FINIS



62 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesD�efinition 4.2.1On dit que u 2 H10 (
) est une solution faible de (4.1) si8v 2 H10 (
) : a(u; v) = Z
 fv dx ;o�u a(:; :) est la forme bilin�eaire assoi�e �a l'op�erateur elliptique L et d�e�nie pour tout u, vde H10 (
) para(u; v) = Z
 � X1�i;j�d aij(x) uxivxj + dXi=1 bi(x) uxiv + (x) uv�dx : (4.2)On va pr�esenter maintenant des r�esultats abstraits d'analyse fontionnelle qui vont s'ap-pliquer notre probl�eme.Th�eor�eme 4.2.1 (Th�eor�eme de Lax-Milgram)Dans un espae de Hilbert r�eel H , dont la norme est not�e k:k , on onsid�ere une formebilin�eaire a(:; :) v�eri�ant(i) 9� > 0 ; 8u; v 2 H : ja(u; v)j � � kuk kvk(ii) 9� > 0 ; 8u 2 H : � kuk2 � a(u; u) :Alors pour toute forme lin�eaire ontinue, l 2 H 0, il existe un unique u 2 H v�eri�ant8v 2 H : a(u; v) = l(v) : (V)On dit que (V ) est un probl�eme variationnel.Th�eor�eme 4.2.2Sous les hypoth�eses du th�eor�eme de Lax-Milgram et en supposant que la forme bilin�eairea(:; :) est sym�etrique on montre que la solution u 2 H de (V ) est l'unique minimum de lafontionnelle J [v℄ = 12a(v; v)� l(v) ;'est-�a-dire J [u℄ = minv2H J [v℄ .Appliation :Le produit salaire sur H10 (
), a(u; v) = Z
ru:rv dx , v�eri�e les onditions (i) et (ii) duth�eor�eme de Lax-Milgram et est sym�etrique.De plus l(v) = Z
 fv dx est une forme lin�eaire ontinue sur H10 (
) .Il existe don un unique u 2 H10 (
) v�eri�ant : 8v 2 H10 (
) : a(u; v) = l(v) .On a montr�e l'existene et l'uniit�e d'une solution faible de l'�equation de Poisson aveonditions de Dirihlet homog�ene,���u = f sur 
u = 0 sur �
4.2. FORMULATION FAIBLE D'UN PROBL�EME ELLIPTIQUE LIN�EAIRE



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 63o�u f 2 L2(
) est donn�ee.De plus ette solution est le minimum de J [v℄ = Z
 �12 jrvj2 � fv�dxf. prinipe de Dirihlet.Remarque : Si a(:; :) est sym�etrique on n'a pas besoin du th�eor�eme de Lax-Milgram, leth�eor�eme de repr�esentation de Riesz s'applique diretement.Proposition 4.2.1Soit a(:; :) la forme bilin�eaire assoi�e �a l'op�erateur elliptique L et d�e�nie par (4.2), on a :1) 9� > 0 ; 8u; v 2 H10 (
) : ja(u; v)j � � kukH10 (
) kvkH10 (
)2) 9� > 0 ; 9 � 0 ; 8u 2 H10 (
) : � kuk2H10 (
) � a(u; u) +  kuk2L2(
) :Cette proposition montre que pour L on a imm�ediatement la ondition (i) du th�eor�emede Lax-Milgram, par ontre la ondition (ii) n'est pas v�eri��ee en g�en�eral.On a le th�eor�eme :Th�eor�eme 4.2.3Il existe  � 0 tel que pour tout � �  et pour tout f 2 L2(
), il existe une solutionfaible unique u 2 H10 (
) du probl�eme�Lu+ �u = f sur 
u = 0 sur �
 :
4.3 �El�ements �nis retangulairesSoit 
 un ouvert born�e de R2 tel que 
 est une union �nie de polygones.Soit Th un ensemble �ni de polygones K, d'int�erieurs non vide et tels que� 
 = [K2ThK� Si K1 6= K2 : int(K1) \ int(K2) = ;et K1 \K2 est vide ou r�eduit �a un sommet ommunou 'est un ôt�e ommun �a K1 et K2 :On dit alors que Th est une triangulation de 
 et h = maxK2Th diam(K) .On note �h l'ensemble des sommets des polygones de Th.Pour simpli�er on suppose que tous les polygones de la triangulation Th sont des retangles.On note Q1 = fP (x1; x2) = a + bx1 + x2 + dx1x2 = a; b; ; d 2 R g ,l'ensemble des polynômes sur R2 de degr�e inf�erieur �a un par rapport �a haque variable.C'est un espae vetoriel de dimension 4, en partiulier la valeur de P 2 Q1 aux quatresommets d'un retangle K d�etermine enti�erement P sur K .CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX �EL�EMENTS FINIS



64 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesExemples :On prend K = [0; 1℄2 . �Erire l'�equation des polynômes suivants :1. soit P1 2 Q1 tel que P (0; 0) = P (1; 1) = 1 et P (0; 1) = P (1; 0) = 0 ;
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2. soit P2 2 Q1 tel que P (0; 0) = P (0; 1) = P (1; 0) = 0 et P (1; 1) = 1 ;
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3. soit P3 2 Q1 tel que P (0; 0) = P (0; 1) = 0 et P (1; 0) = P (1; 1) = 1.
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Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 65Proposition 4.3.1L'espae d'approximationVh = n v 2 C
0(
). vj�
 = 0 et pour tout K 2 Th : vjK 2 Q1 o :est un sous espae vetoriel de H10 (
), de dimension �nie ard(�h \ 
) .En e�et, pour i 2 f1; 2g la d�eriv�ee au sens des distributions de v par rapport �a xi est lafontion vi 2 L2(
) , d�e�nie sur 
 par vi = �vjK�xi pour tout K 2 Th.Soit �h \ 
 = fs1; : : : ; sNg , l'ensemble des sommets int�erieurs �a 
, on introduit lesfontions 'i 2 Vh telles que 'i(sj) = Æij . On montre que f'ig1�i�N est une base de Vh.Pour tout v 2 Vh : v = NXi=1 v(si)'i .
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0

5
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(0; 0; 1) '(s) = �1 si s = (0; 0)0 sinon

En utilisant le th�eor�eme de Lax-Milgram on obtient laProposition 4.3.2Soit Vh un sous espae vetoriel de dimension �nie d'un espae de Hilbert r�eel H ,soit a(:; :) une forme bilin�eaire d�e�nie sur H v�eri�ant les onditions (i) et (ii) du th�eor�emede Lax-Milgram et soit l 2 H 0 .Alors il existe u 2 H et uh 2 Vh solutions uniques des probl�emes� 8v 2 H : a(u; v) = l(v)� 8vh 2 Vh : a(uh; vh) = l(vh)et telles que ku� uhk � �� infvh2Vh ku� vhk :Cette proposition s'applique imm�ediatement au as o�u H = H10 (
) et pour Vh d�e�ni dansla proposition 4.3.1. Dans e as on obtient en plus laProposition 4.3.3Soit � 2 D(
) , on d�e�nit la projetion,�h�, de � sur Vh par : 8si 2 �h \ 
 ; �h�(si) = �(si) :Alors limh!0 k�� �h�kH10 (
) = 0 :CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX �EL�EMENTS FINIS



66 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesAppliationPour 
 ouvert born�e de Rd, ave �
 r�egulier on onsid�ere de nouveau l'�equation dePoisson ���u = f sur 
u = 0 sur �
ave f 2 L2(
) donn�e.Comme D(
) est dense dans H10 (
) il existe � 2 D(
) tel que ku� �kH10 (
) < "=2pour " > 0 quelonque.De plus �h� 2 Vh et, pour h suÆsamment petit, k�� �h�kH10 (
) < "=2.Don ku� uhkH10 (
) � ku� �h�kH10 (
) � ku� �kH10 (
) + k�� �h�kH10 (
) < " ,'est-�a-dire limh!0 ku� uhkH10 (
) = 0 :Calul de uh :uh 2 Vh don uh = NXi=1 Ui 'i ave uh(si) = Ui , de plus8vh 2 Vh : a(uh; vh) = Z
 fvh dx() 8j = 1; : : : ; N : a(uh; 'j) = Z
 f'j dx = Fj() 8j = 1; : : : ; N : NXi=1 a('i; 'j)Ui = FjSi on note A = (Aij)1�i;j�N = (a('j; 'i))1�i;j�N , F = (F1 : : : FN )t et U = (U1 : : : UN )ton est amen�e �a r�esoudre un syst�eme lin�eaire de taille N :AU = F :Note : plus h est petit, plus l'approximation de u est bonne mais le nombre de sommetsaugmente et don aussi la taille du syst�eme lin�eaire.Algorithme1) Constrution de la triangulation du domaine 
 .2) �Evaluation des 'i (1 � i � N) .3) Calul de Fj (1 � j � N) par des m�ethodes de quadrature en dimension d = 2 .4) Calul de Aij = XK2Th ZK ��'i�x1 �'j�x1 + �'i�x2 �'j�x2 �dx1dx2 :Or si si et sj ne sont pas sommets d'un même K alors supp('i) \ supp('j) = ;, lamatrie A est reuse.On peut ordonner les sommets de fa�on �a obtenir une matrie bande.5) D�eterminer U en r�esolvant AU = F en utilisant des m�ethodes de r�esolution num�e-riques (diretes ou it�eratives).6) Pour augmenter la pr�eision raÆner Th (i.e. diminuer h) et reommener en 1 .4.3. �EL�EMENTS FINIS RECTANGULAIRES



Chapitre 5Sh�emas aux di��erenes �nies
5.1 IntrodutionDans e hapitre nous allons �etudier la m�ethode des di��erenes �nies pour r�esoudre nu-m�eriquement des �equations aux d�eriv�ees partielles d'�evolution lin�eaires d'ordre 1 en t .Le repr�esentant le plus simple qui nous servira d'exemple type pour illustrer les d�e�ni-tions et tehniques propos�ees, est l'�equation hyperbolique d'ordre un en t : l'�equation detransport.L'inonnue est une fontion u d�e�nie pour (x; t) 2 R � R+. Le domaine de d�e�nition deu est disr�etis�e par la grille Gh;k = f(xm; tn) = xm = mh;m 2 Z; tn = nk; n 2 Ngave h et k des r�eels stritement positifs que l'on hoisira petits.On dit que h est le pas de disr�etisation spatiale et k le pas de temps .La fontion u qui est d�e�nie pour les variables ontinues (x; t) , prend la valeurunm = u(mh; nk) au point (xm; tn) = (mh; nk) de la grille Gh;k.Pour bien distinguer la solution ontinue u du r�esultat du sh�ema num�erique, on va noterv la solution num�erique qui est d�e�nie uniquement sur Gh;k : (vnm)m2Z;n2N .Don vnm est la solution approh�ee, au point (xm; tn) , de l'�equation aux d�eriv�ees partielles.Pour obtenir un probl�eme disret on remplae les d�eriv�ees partielles par des di��erenes�nies, ainsi :� �u�x(xm; tn) ' unm+1 � unmh ; di��erene �nie progressive ;� �u�x(xm; tn) ' unm � unm�1h ; di��erene �nie r�etrograde ;� �u�x(xm; tn) ' unm+1 � unm�12h ; di��erene �nie entr�ee ;� �2u�x2 (xm; tn) ' unm+1 � 2unm + unm�1h2 ; di��erene �nie entr�ee d'ordre deux :Ces approximations sont obtenus grâe �a la formule de Taylor. On fait de même pourles d�eriv�ees partielles par rapport �a t :� �u�t (xm; tn) ' un+1m � unmk ; di��erene �nie progressive en t :



68 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesExemple :Consid�erons l'�equation de transport ut + ux = 0 dans R�R�+ , ave la ondition initialeu(x; 0) = �(x) pour x 2 R et on suppose que  > 0.On va disr�etiser ette �equation aux d�eriv�ees partielles en utilisant un sh�ema progressifen espae et en temps : vn+1m � vnmk +  vnm+1 � vnmh = 0 : (5.1)En posant � = k=h on obtient : vn+1m = (1 + �)vnm � �vnm+1 = (1 + �� �T�h) vnm ,o�u T� est l'op�erateur de translation spatiale d�e�ni par T�u(x; t) = u(x� �; t) pour tout� 2 R , i.e. T�hvnm = vnm+1 . On a par r�eurrene :vnm = (1 + �� �T�h)n v0m= nXp=0 Cpn (1 + �)n�p (��T�h)p�(xm)= nXp=0 Cpn (1 + �)n�p (��)p �(xm + ph) :Ainsi le domaine de d�ependane de v au point (xm; tn) = (ih; nk) est form�e par les pointsxm, xm+h, xm+2h, : : : , xm+nh . Or, on sait que u(x; t) = �(x� t) et que le domainede d�ependane de unm = u(xm; tn) est restreint au point xm � �nh . Le sh�ema disret netient don pas ompte des propri�et�es de la solution de l'�equation aux d�eriv�ees partielleset la solution disr�ete vnm est en g�en�eral di��erente de unm : le sh�ema (5.1) ne peut pasêtre onvergent.
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Supposons de plus que � est obtenu de fa�on exp�erimentale et que l'on mesure par exemplee�(xm + ph) = �(xm + ph) + (�1)p" , i.e. on ommet une erreur de " sur j�j .Dans e as, l'erreur sur vnm est de l'ordre de (1 + 2�)n" et, pour � �x�e, l'erreur sur vnmrô�t de fa�on exponentielle ave le nombre d'it�erations n. On dit que le sh�ema (5.1) estinstable.On onstate sur et exemple que, bien qu'il semble faile de remplaer les d�eriv�ees partiellespar des di��erenes �nies, il faut toujours garantir que la solution donn�ee par un sh�emaaux di��erenes �nies onverge, en un sens �a d�e�nir, vers une solution de l'�equation auxd�eriv�ees partielles.5.1. INTRODUCTION



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 69Remarques :1. Dans notre disussion du sh�ema disret (5.1) on n'a pas tenu ompte d'�eventuellesonditions au bord, pour un sh�ema disret elles-i peuvent être de deux types.Supposons que l'on onsid�ere l'�equation de transport sur R+ � R�+ uniquement.Pour pouvoir r�esoudre l'�equation aux d�eriv�ees partielles on se donne une onditionen x = 0 de la forme u(0; t) = 	(t) pour t � 0 , ei entrâ�ne pour le sh�ema disretque vn0 = 	(tn) (n � 0) .De plus, �etant donn�ee la m�emoire limit�e d'un ordinateur, on est oblig�e de se res-treindre �a une grille spatiale �nie fx0; x1; : : : ; xMg . En xM on introduit alors desontraintes de la forme vn+1M = vn+1M�1 ou vn+1M = vnM�1 , . . .Ces onditions au bord num�eriques sont n�eessaires pour pouvoir d�eterminer vn+1mpour 0 � m � M . Dans e qui suit nous n'insisterons pas sur les probl�emes pos�espar es ontraintes.2. Les sh�emas aux di��erenes �nies permettent de traiter failement des probl�emes enune, deux ou trois dimensions spatiales pour des domaines �a g�eom�etrie simple et avedes propri�et�es (p.ex. densit�e, vitesse, . . .) qui varient lentement dans le domaine ded�e�nition. D�es que la g�eom�etrie devient omplexe ou que les propri�et�es hangementrapidement, on pr�ef�erera la m�ethode des �el�ements �nis.En e�et, la m�ethode des �el�ements �nis permet de traiter des g�eom�etries omplexes(e.g. bords internes) et la triangulation peut être loalement raÆn�ee pour traiterdes variations rapides de la solution. Par ontre, il est en g�en�eral plus ompliqu�ed'�erire un ode pour les �el�ements �nis que pour les sh�emas aux di��erenes �nies.5.2 Convergene, onsistane et stabilit�e5.2.1 D�e�nitionsDans toute la suite L est un op�erateur di��erentiel lin�eaire qui est d'ordre un en t et onsuppose que le probl�eme�Lu(x; t) = f(x; t) dans 
� R�+u(x; 0) = �(x) pour x 2 
 ouvert de R
(5.2)est bien pos�e (voir page 3).En rempla�ant les d�eriv�ees partielles par des di��erenes �nies on obtient un op�erateurdisret Lh;k . Ainsi l'�equation aux d�eriv�ees partielles homog�ene disr�etis�ee s'�erit sous laforme Lh;kv = 0 . Pour tenir ompte du seond membre on utilise un op�erateur disretIh;k que l'on applique �a f .Un sh�ema aux di��erenes �nies g�en�eral, assoi�e �a l'�equation aux d�eriv�ees partielles (5.2),s'�erit don omme suit : Lh;kv = Ih;kf :Dans la suite on hoisira Ih;k toujours de fa�on �a avoir Ih;kf = fnm , de plus la onditioninitiale sera simplement donn�ee par v0m = �(xm) , pour xm 2 
 .Une premi�ere lassi�ation des sh�emas disrets est donn�e par la d�e�nition suivante.

CHAPITRE 5. SCH�EMAS AUX DIFF�ERENCES FINIES



70 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesD�efinition 5.2.1� Un sh�ema aux di��erenes �nies est expliite si on peut �erire vn+1m omme ombinaisonlin�eaire �nie des vji pour j � n .Le sh�ema est dit impliite si d'autres valeurs de v sont n�eessaires (p.ex. vn+1m�1).� Un sh�ema aux di��erenes �nies est �a un pas de temps s'il utilise les valeurs de v �adeux instants seulement, par exemple en tn et tn+1 .Le sh�ema est �a pas multiples si la valeur de v �a plus de deux instants intervient.Un sh�ema �a un pas onstruit (vnm)m , pour tout n � 1 , �a partir des onditions initialesv0m = �(xm) . Pour initialiser un sh�ema �a J pas, les v0m ne sont pas suÆsants, il fautfournir (vjm)m pour J instants.Dans la setion pr�e�edente on a montr�e qu'il faut s'assurer que la solution disr�ete obtenuepar un sh�ema aux di��erenes �nies donne une repr�esentation orrete de la solution del'�equation aux d�eriv�ees partielles, d'o�u laD�efinition 5.2.2 (Convergene)Soit u(x; t) la solution de (5.2) et v une solution du sh�ema disret Lh;kv = fnm telle quev0m onverge vers �(x) quand xm onverge vers x .On dit que le sh�ema aux di��erenes �nies Lh;k est un sh�ema onvergent si vnm onvergevers u(x; t) quand (xm; tn) onverge vers (x; t) pour (h; k) tendant vers (0; 0) .La onvergene exprime que la solution d'un sh�ema aux di��erenes �nies onverge vers lasolution de l'�equation aux d�eriv�ees partielles. Avant de laner des aluls, il faut s'assurerque le sh�ema utilis�e est onvergent, or ei est en g�en�eral diÆile �a d�emontrer. On vaproposer dans la suite des rit�eres plus faile �a v�eri�er.Remarques :1. La d�e�nition i-dessus et elles qui suivent, ne onernent que les sh�emas �a unpas de temps. Pour des m�ethodes �a pas multiples il faudra tenir ompte de l'�etaped'initialisation.2. La d�e�nition pr�eise de la onvergene de vnm vers u , oh�erente ave la suite, entrâ�nel'utilisation d'un op�erateur d'interpolation : pour n �x�e, on assoie �a (vnm)m 2 l2(hZ)un �el�ement de L2(R) . On impose ensuite une onvergene dans L2(R) de l'interpol�eevers la solution u .D�efinition 5.2.3 (Consistane)On dit que le sh�ema Lh;kv = fnm est onsistant ave l'�equation aux d�eriv�ees partiellesLu = f si pour toute fontion ' de lasse C1 on a, en tout point (xm; tn) :lim(h;k)!(0;0) (L'� Lh;k') = 0 :La onsistane entrâ�ne en partiulier qu'une solution r�eguli�ere de l'�equation aux d�eriv�eespartielles est une solution du sh�ema aux di��erenes �nies quand les pas de disr�etisa-tion tendent vers 0 . C'est une ondition n�eessaire de onvergene mais e n'est pas uneondition suÆsante.En e�et, onsid�erons de nouveau le sh�ema (5.1) et soit ' une fontion de lasse C1 .On a L' = 't + 'x et Lh;k' = 'n+1m � 'nmk +  'nm+1 � 'nmh .5.2. CONVERGENCE, CONSISTANCE ET STABILIT�E



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 71Grâe �a la formule de Taylor :'nm+1 = '(xm + h; tn) = 'nm + h'x(xm; tn) + h22 'xx(xm; tn) +O(h3) ;'n+1m = '(xm; tn + k) = 'nm + k't(xm; tn) + k22 'tt(xm; tn) +O(k3) :On en d�eduit queLh;k'(xm; tn) = 't(xm; tn)+ 'x(xm; tn)+12 (k'tt(xm; tn) +  h'xx(xm; tn))+O(h2)+O(k2)et don(L'� Lh;k')(xm; tn) = �12 (k'tt(xm; tn) +  h'xx(xm; tn)) +O(h2) +O(k2) �!(h;k)!(0;0) 0 :Le sh�ema (5.1) est don onsistant bien que non onvergent.On avait onstat�e que e sh�ema est en un ertain sens instable. Nous allons donner uned�e�nition pr�eise de stabilit�e pour une �equation aux d�eriv�ees partielles homog�ene d'ordreun en t dans laD�efinition 5.2.4 (Stabilit�e)Le sh�ema aux di��erenes �nies Lh;kv = 0 , assoi�e �a l'�equation aux d�eriv�ees partiellesLu = 0 , est stable s'il existe � � (R�+)2 , ave (0; 0) 2 � , tel que pour tout T > 0 il existeune onstante CT tel que h +1Xm=�1 jvnmj2 � CTh +1Xm=�1 jv0mj2 ;pour tous 0 � tn � T et (h; k) 2 � .On dit que � est la r�egion de stabilit�e du sh�ema.Un exemple fr�equent pour � est le segment f(h; � h) = 0 < h < Cg , ave C et � desonstantes positives ; le ône f(h; k) = 0 < C1h � k � C2h < C3g , ave C1, C2 et C3 desonstantes positives est un autre exemple.Remarque :En utilisant le prinipe de Duhamel (voir p. 42) on montre qu'un sh�emaLh;kv = fnm est stable si le sh�ema homog�ene Lh;kv = 0 est stable. De plus on peut �etendrela d�e�nition au as d'�equations d'ordre 2 en t et au as de sh�emas �a pas multiples.La d�e�nition de stabilit�e utilise une norme sur l'espae l2(hZ) (voir setion 5.3) :(vnm)m2Z est un �el�ement de l2(hZ) si kvnkl2(hZ) =  h +1Xm=�1 jvnmj2!1=2 est �ni.Le rit�ere de stabilit�e s'�erit alors, pour h et k suÆsamment petits dans � :(8T > 0)(9CT )(8tn 2 [0; T ℄) : kvnkl2(hZ) � CT kv0kl2(hZ) : (S)La stabilit�e garantit qu'�a haque instant tn 2 [0; T ℄ , la norme de la solution disr�ete estborn�ee, �a un fateur onstant pr�es, par la norme des donn�ees initiales.Cette stabilit�e num�erique n'est pas �a onfondre ave la stabilit�e du probl�eme bien pos�e(5.2). Cette derni�ere onerne le omportement �a l'in�ni de la solution en fontion desCHAPITRE 5. SCH�EMAS AUX DIFF�ERENCES FINIES



72 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartesonditions initiales, par ontre la stabilit�e num�erique d'un sh�ema onerne le omporte-ment de v sur l'intervalle [0; T ℄ quand (h; k) tend vers (0; 0) .Remarques :1. Il existe d'autres fa�ons de d�e�nir la stabilit�e num�erique, on a hoisi la d�e�nitionpartiuli�ere i-dessus pare qu'elle s'applique �a un grand nombre de sh�emas lin�eaireset qu'elle est adapt�ee �a l'analyse de stabilit�e de von Neumann .2. Pour des �equations aux d�eriv�ees partielles et sh�emas disrets non lin�eaires on utili-sera d'autres espaes, e.g. L1 , et d'autres propri�et�es, e.g. la diminution de la varia-tion totale ou la monotonie d'un sh�ema, a�n d'�eviter des osillations de v l�a o�u lasolution de l'�equation aux d�eriv�ees partielles varie rapidement, e.g. disontinuit�es.L'importane des notions de onsistane et stabilit�e est due auTh�eor�eme 5.2.1 (�Equivalene de Lax-Rihtmyer)Un sh�ema lin�eaire, onsistant ave le probl�eme (5.2) , est onvergent si et seulement si ilest stable.La derni�ere d�e�nition que l'on va introduire permet de distinguer les sh�emas onvergents,en e�et deux sh�emas onvergents n'ont pas n�eessairement les mêmes performanes pourl'approximation de la solution ontinue.D�efinition 5.2.5Un sh�ema Lh;kv = fnm , onsistant ave le probl�eme (5.2) , est d'ordre p en espae et q entemps si, pour toute fontion ' de lasse C1 :Eh;k' = Lh;k'� L' = O(hp) +O(kq) :On dit que le sh�ema est d'ordre (p; q) et Eh;k est l'erreur de tronature du sh�ema.Remarques :1. L'erreur de tronature permet d'�evaluer l'erreur introduite lorsque l'on remplael'op�erateur ontinu L par l'op�erateur disret Lh;k .2. La onsistane d'un sh�ema n�eessite uniquement que Lh;k'� L' = o(1) .Exemple :Sans d�emontrer le th�eor�eme de Lax-Rihtmyer nous allons illustrer, grâe �a un exemple,omment la stabilit�e et la onsistane interviennent dans la onvergene d'un sh�emadisret.Pour  < 0 , onsid�erons l'�equation d'advetion ut + ux = 0 dans R� R�+ ,ave u(x; 0) = �(x) pour x 2 R . On suppose de plus que �00 est born�ee sur R .On va utiliser le sh�ema (5.1) : vn+1m = (1 + �)vnm � �vnm+1 ; o�u � = k=h .Pour x = mh, posons e(x; tn) = u(x; tn) � vnm , 'est l'erreur ommise par le sh�ema aupoint (x; tn) .Alors Lh;ke = Lh;ku = Eh;ku , ar v est solution de Lh;kv = 0 et u est solution de Lu = 0 ,d'o�u e(x; tn+1) = (1 + �) e(x; tn)� � e(x + h; tn) + k Eh;ku(x; tn)et supx je(x; tn+1)j � (j1 + �j+ j�j) supx je(x; tn)j+ k supx jEh;ku(x; tn)j :5.2. CONVERGENCE, CONSISTANCE ET STABILIT�E



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 73On a ainsi major�e l'erreur �a l'instant tn+1 grâe �a l'erreur �a l'instant tn et de l'erreur detronature en tn ; par r�eurrenesupx je(x; tn)j � (j1+�j+j�j)n supx je(x; 0)j+k nXp=1 (j1+�j+j�j)p�1 supx jEh;ku(x; tn�p)j :Or omme l'on verra plus loin, l'analyse de von Neumann permet de montrer que lesh�ema est stable si et seulement si � est tel que �1 � � � 0 , i.e. j1 + �j + j�j = 1 .Comme de plus e(x; 0) = 0 pour tout x , on asupx je(x; tn)j � k n�1Xi=0 supx jEh;ku(x; ti)j :On doit maintenant �evaluer l'erreur de tronature. Or le sh�ema (5.1) est onsistant etd'ordre (1; 1) , de plus Eh;ku(x; tn) = Lh;ku(x; tn) = (Lh;ku�Lu)(x; tn) = O(k) ar k = �h .On obtient ainsi une estimation de l'erreur de tronature qui d�epend de uxx , utt et k ,pour obtenir une estimation globale et montrer la onvergene du sh�ema on va utiliserl'hypoth�ese sur �. On ajEh;ku(x; ti)j = jLh;k�(x� ti)j = ����h2 �00(�1) + k22�00(�2)���� � k C sup� j�00(�)jet �nalement, pour tout n � T=k :ke(:; tn)k1 = supx je(x; tn)j � k n k C(�;�00;) � T C(�;�00;) k = C(�;�00;;T ) k :L'erreur ommise en haque point de la grille est d'ordre k et le sh�ema est onvergent.Remarque :Dans et exemple nous avons montr�e une onvergene en haque point dela grille en utilisant la norme k:k1 sur hZ et des hypoth�eses fortes sur u(x; 0) .Nous allons appliquer l'�equivalene de Lax-Rihtmyer uniquement dans le adre L2 , ene�et on a alors, grâe �a la m�ethode de von Neumann, une m�ethode g�en�erale pour l'�etudede la stabilit�e pour des sh�emas num�eriques assoi�es �a des �equations aux d�eriv�ees par-tielles d'�evolution lin�eaires �a oeÆients onstants.On montre par ailleurs que la r�egularit�e des donn�ees initiales a une inuene sur la pr�e-ision de la solution num�erique.5.2.2 Condition de Courant-Friedrihs-LewyNous allons �etudier di��erents sh�emas disrets pour le probl�eme de transport ave lavitesse  2 R� : �ut +  ux = 0 dans R� R�+u(x; 0) = �(x) pour x 2 R
(5.4)� Le sh�ema progressif en temps et en espae (5.1) est de la forme : vn+1m = �vnm + �vnm+1et on akvn+1: k2l2(hZ) = h Xm2Zjvn+1m j2 = h Xm2Zj�vnm + �vnm+1j2 � (j�j+ j�j)2 kvn: k2l2(hZ) :CHAPITRE 5. SCH�EMAS AUX DIFF�ERENCES FINIES



74 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesUne ondition n�eessaire de stabilit�e de es sh�emas est don j�j+ j�j � 1 .En partiulier pour le sh�ema (5.1) on a j1+�j+ j�j � 1 , e sh�ema est don stable pour�1 � � � 0 . On va montrer plus loin que ei est une ondition suÆsante de stabilit�e.� Le sh�ema de Lax-Friedrihs est entr�e en espae et progressif en temps mais utiliseune moyenne entr�ee pour approximer vnm :vn+1m � 12(vnm+1 + vnm�1)k +  vnm+1 � vnm�12h = 0 : (5.5)C'est un sh�ema onsistant et qui est de la forme vn+1m = �vnm+1 + �vnm�1 :On montre que es sh�emas sont stables si j�j + j�j � 1 , en partiulier le sh�ema deLax-Friedrihs (5.5) est stable si j�j � 1 .Les r�esultats pr�e�edents se g�en�eralisent et on a leTh�eor�eme 5.2.2Soit vn+1m = �vnm�1 + �vnm + vnm+1 un sh�ema expliite pour l'�equation aux d�eriv�eespartielles (5.4) . Alors, si le rapport k=h = � est onstant, une ondition n�eessaire destabilit�e du sh�ema est la ondition de Courant-Friedrihs-Lewy (CFL) :j�j � 1 :Th�eor�eme 5.2.3Il n'existe pas de sh�ema expliite, onsistant et inonditionnellement stable pour l'�equa-tion aux d�eriv�ees partielles (5.4) .Remarque :1. Les th�eor�emes pr�e�edents s'appliquent de fa�on plus g�en�erale aux syst�emes d'�equa-tions aux d�eriv�ees partielles hyperboliques, d�e�nis �a la page 45 .2. La vitesse d'advetion  d�etermine la pente des droites arat�eristiques de (5.4), laondition (CFL) assure que le domaine de d�ependane disret ontient le domainede d�ependane de l'�equation aux d�eriv�ees partielles, voir la �gure page 68.Exemple :Pour montrer que le dernier th�eor�eme ne s'applique pas aux sh�emas impliitesonsid�erons le sh�ema suivant, progressif en temps et r�etrograde en espae, �a l'instant tn+1 :vn+1m � vnmk +  vn+1m � vn+1m�1h = 0 :En �erivant e sh�ema sous la forme : (1 + �)vn+1m = vnm + �vn+1m�1on montre que si  > 0 , on a pour tout � 2 R+ :kvn+1: k2l2(hZ) � kvn: k2l2(hZ) :Le sh�ema est inonditionnellement stable pour  > 0 .5.3 Analyse de stabilit�e de von NeumannL'analyse de stabilit�e de von Neumann utilise l'analyse de Fourier pour �etudier le om-portement d'un sh�ema disret. Avant de montrer des appliations �a l'�etude de sh�emasdisrets, nous allons motiver l'utilisation de l'analyse de Fourier grâe �a une analogie etnous allons rappeler quelques r�esultats sur l2(hZ) .5.3. ANALYSE DE STABILIT�E DE VON NEUMANN



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 75Motivations :Si on onsid�ere que vn: est un signal num�erique disret monodimensionnel on peut inter-pr�eter vn+1: omme la sortie d'un syst�eme disret S : vn+1: = S[vn: ℄ .Pour �etudier le syst�eme S on introduit la transform�ee de Fourier des signaux disrets vnet vn+1 .Cei est partiuli�erement int�eressant quand S est un syst�eme lin�eaire et invariant, un�ltre, dans e as la sortie de S est obtenue grâe �a la onvolution de l'entr�ee du syst�emeave la r�eponse impulsionnelle s de S : S[e℄ = s ? e . Un �ltre peut aussi être repr�esent�epar une �equation aux di��erenes �nies, r�eursive ou non.Dans le domaine fr�equentiel la onvolution devient une multipliation de la transform�eede Fourier du signal en entr�ee ave la r�eponse fr�equentielle bs de S . Le signal sinuso��daldisret e! = (ei!m)m2Z est un veteur propre de S : S[e!℄ = p2� bs(!) e! .L'espae l2(hZ) :Nous rappelons ii bri�evement quelques �el�ements de la struture de l'espae de Hilbertl2(hZ) . Les d�e�nitions et r�esultats pr�esent�es s'obtiennent �a partir de l'�etude des s�eriesde Fourier des fontions de L2([��;+�℄) : grâe �a un hangement de variable, on tientompte du pas de disr�etisation spatiale h > 0 .Ainsi pour v 2 l2(hZ) on d�e�nit la norme : kvkl2(hZ) =  h +1Xm=�1 jvmj2!1=2et le produit salaire sous-jaent, pour tout v; w 2 l2(hZ) :(v; w)l2(hZ) = h +1Xm=�1 vmwm :Soit v 2 l2(hZ) , on d�e�nit sa transform�ee de Fourier, pour � 2 [��=h;+�=h℄ , par :bv(�) = 1p2� +1Xm=�1hvme�imh� :La fontion bv est 2�=h�p�eriodique, 'est un �el�ement de L2([��=h;+�=h℄) et l'identit�ei-dessus est �a prendre au sens de la onvergene en moyenne quadratique.La formule de reonstrution s'�erit pour tout m 2 Z :vm = 1p2� Z +�h��h bv(�)e+imh� d� ;et on a l'identit�e de Parseval :kbvk2L2([��=h;�=h℄) = Z +�h��h jbv(�)j2 d� = +1Xm=�1hjvmj2 = kvk2l2(hZ) :Pour v 2 l2(hZ) on a : T̂�hv(�) = e�ih� bv(�) ; o�u T�hvnm = vnm�1 ;une variation spatiale (translation) de v se traduit par un d�ephasage de bv .CHAPITRE 5. SCH�EMAS AUX DIFF�ERENCES FINIES



76 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesGrâe �a la formule de Parseval on obtient une forme �equivalente pour le rit�ere destabilit�e (S) :(8T > 0)(9CT )(8tn 2 [0; T ℄) : k bvn: kL2([��=h;�=h℄) � CT k bv0: kL2([��=h;�=h℄)) : (S')M�ethode de von Neumann :Consid�erons un sh�ema disret �a un pas Lh;kv = 0 , lin�eaire et �a oeÆients onstants. Enappliquant la transform�ee de Fourier et en r�earrangeant les termes on obtient la relation :dvn+1(�) = g(�; h; k) bvn(�) :Le fateur g(�; h; k) est appel�e fateur d'ampli�ation : le module de g , jgj , est l'ampli�-ation et la phase de g , arg(g) , est le d�ephasage que subit haque fr�equene de la solutiondisr�ete quand on avane d'un pas de temps k . Par it�eration on a :bvn(�) = g(�; h; k)n bv0(�) :Remarques :1. Pour d�eterminer le fateur d'ampli�ation en pratique, on remplae dans le sh�emadisret les termes vnm par gn eimh� , i.e. on herhe des solutions de la forme gn eimh� .2. Si u v�eri�e (5.4) et, pour tout t 2 R+ , u(:; t) 2 L2(R) , on a, en appliquant latransform�ee de Fourier par rapport �a x (voir aussi la setion 2.3.2) :but(!; t) = � i! bu(!; t) , don bu(!; t) = bu(!; 0) e�it! = b�(!) e�it! etbu(!; t+ k) = e�ik! bu(!; t) :Le fateur d'ampli�ation, g = jgj ei arg(g) , du sh�ema, doit approximer e�ik! :Si jgj 6= 1 on a une erreur d'amplitude dans la solution disr�ete, en partiulier sijg(�; h; k)j < 1 , on att�enue la fr�equene � et on parle de dissipation, resp. visosit�e,num�erique ; la di��erene de phase, arg(g) � k� , introduit une erreur de phase,appel�ee dispersion num�erique .Exemples :1. Consid�erons l'�equation de transport ut +  ux = 0 , pour  > 0 , disr�etis�ee grâe aush�ema progressif en temps et en espae (5.1) .On a g(�; h; k) = 1 + �� � eih� qui, pour � �x�e, ne d�epend que de h� , etjg(h�)j2 = g(h�) g(h�) = 1 + 4�(1 + �) sin2(h�=2) :Or j bvn(�)j = jg(h�)jn j bv0(�)j ,et jg(h�)j = 1 seulement si h� = 0 ; sinon jg(h�)j > 1 , on va en d�eduire que lesh�ema est instable.Soit (h0; k0) 2 (R�+)2 , et K 2 R�+ :alors il existe (h; k) 2℄0; h0℄�℄0; k0℄ et (�1; �2) 2℄0; �=h[2 avejg(h�)j � 1 +Kk ; pour tout � 2 [�1; �2℄ :5.3. ANALYSE DE STABILIT�E DE VON NEUMANN



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 77On onstruit v0 tel que bv0(�) = �(�2 � �1)�1=2 si � 2 [�1; �2℄0 si � 62 [�1; �2℄ et kv0kl2(hZ) = 1 .Ainsi kvnk2l2(hZ) = k bvnk2L2([��=h;�=h℄)= Z +�h��h jg(h�)j2n j bv0(�)j2 d�= Z �2�1 jg(h�)j2n 1�2 � �1 d�� (1 +Kk)2n � 12 e2KT kv0k2l2(hZ) ;pour n ' T=k et k0 suÆsamment petit.Comme K peut être pris aussi grand que l'on veut, le rit�ere de stabilit�e (S) n'estpas v�eri��e et le sh�ema (5.1) est instable, don divergent, pour  > 0 .2. Consid�erons l'�equation aux d�eriv�ees partielles ut +  ux � u = 0 :Ce probl�eme d'advetion-r�eation est disr�etis�e grâe �a (5.5) :vn+1m � 12(vnm+1 + vnm�1)k +  vnm+1 � vnm�12h � vnm = 0 :Le fateur d'ampli�ation est g(�; h; k) = os(h�) + i � sin(h�) + k ,et jgj2 = (os(h�) + k)2 + 2�2 sin2(h�) .On montre que jg(�; h; k)j � 1 + k pour jj� � 1 , or pour n � T=k :kvnk2l2(hZ) = k bvnk2L2([��=h;�=h℄)= jg(�; h; k)j2n k bv0k2L2([��=h;�=h℄)� (1 + k)2n kv0k2l2(hZ)� (1 + k)2T=kkv0k2l2(hZ) � e2Tkv0k2l2(hZ) :D'apr�es le rit�ere (S) on a la stabilit�e du sh�ema.La solution de l'�equation aux d�eriv�ees partielles s'�erit u(x; t) = �(x� t) et ,ainsi même si la ondition initiale � est born�ee sur R , la solution u n'est pasborn�ee sur R � R+ . En appliquant la transform�ee de Fourier en espae, on abu(!; t) = b�(!) eit!et et don bu(!; t+ k) = bu(!; t) eik!ek .A�n de pouvoir suivre l'�evolution de la solution u(x; t) au ours du temps, il fautque jgj soit plus grand que 1.

CHAPITRE 5. SCH�EMAS AUX DIFF�ERENCES FINIES



78 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesDe fa�on g�en�erale on a leTh�eor�eme 5.3.1Un sh�ema �a un pas Lh;kv = 0, lin�eaire et �a oeÆients onstants, est stable si et seulementsi il existe une onstante K 2 R+ et � � (R�+)2 , ave (0; 0) 2 � , tel quejg(�; h; k)j � 1 +Kk ;pour tout (h; k) 2 � .Si le fateur d'ampli�ation ne d�epend que de h� la ondition n�eessaire et suÆsante destabilit�e s'�erit : jg(h�)j � 1 :Exemple de Strikwerda :On onsid�ere l'�equation aux d�eriv�ees partielles ut +  uxxx = f ;o�u l'on disr�etise ut omme dans le sh�ema de Lax-Friedrihs (5.5) et uxxx grâe auxdi��erenes entr�ees, pour obtenir :vn+1m � 12(vnm+1 + vnm�1)k +  vnm+2 � 2vnm+1 + 2vnm�1 � vnm�22h3 = fnm :Soit ' une fontion r�eguli�ere, alors L' = 't +  'xxx etLh;k' = 'n+1m � 12('nm+1 + 'nm�1)k +  'nm+2 � 2'nm+1 + 2'nm�1 � 'nm�22h3 :En utilisant la formule de Taylor en (xm; tn) :'n+1m = 'nm + k 't + k22 'tt +O(k3) ;'nm�1 = 'nm � h'x + h22 'xx � h36 'xxx + h44! 'xxxx +O(h5) ;'nm�2 = 'nm � 2h'x + 2h2 'xx � 4h33 'xxx + 2h43 'xxxx +O(h5) :Don Lh;k' = 't + k2 'tt � h2k 'xx +O(k2 + h4=k) + 'xxx +O(h2)et Lh;k'� L' = k2 'tt � h2k 'xx +O(k2 + h4=k + h2) :Le sh�ema est don onsistant seulement si h2=k tend vers 0 quand h; k �! 0 .Supposons que k = H(h) , ave H r�eguli�ere et H(0) = 0 , dans e as Lh;k'� L' = O(h)et on dit que le sh�ema est d'ordre 1 .Pour �etudier la stabilit�e on �erit le sh�ema sous la forme :vn+1m = 12(vnm+1 + vnm�1)� k2h3 (vnm+2 � 2vnm+1 + 2vnm�1 � vnm�2) ;on obtient le fateur d'ampli�ationg(�; h; k) = os(h�) + i 4kh�3 sin(h�) sin2(h�=2) :On a jg(�; h; k)j2 = os2(h�) + 162k2h�6 sin2(h�) sin4(h�=2) ,une ondition n�eessaire de stabilit�e est alors que la quantit�e h�3k reste born�e.Or ei est inompatible ave la ontrainte de onsistane sur h2k�1. Le sh�ema ne peutdon pas être onsistant et stable en même temps.5.3. ANALYSE DE STABILIT�E DE VON NEUMANN



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 79Sh�emas pour l'�equation de transport.Pour terminer on pr�esente quelques sh�emas lassiques pour la r�esolution du probl�emehomog�ene (5.4) pour  2 R� :� Sh�ema entr�e en espae :Ce sh�ema s'�erit vn+1m � vnmk +  vnm+1 � vnm�12h = 0 ;il est onsistant et d'ordre (2; 1) . En �erivantvn+1m = vnm � �2 (vnm+1 � vnm�1) ;o�u � = k=h , on montre que le fateur d'ampli�ation g(h�) = 1� i � sin(h�)et jgj2 = 1 + 2�2 sin2(h�) � 1 : on a un sh�ema instable.� Sh�ema �upwind� :On a vu que pour  > 0 il faut utiliser une di��erene �nie r�etrograde pour garantir lastabilit�e et pour  < 0 il faut utiliser une di��erene �nie progressive. En int�egrant le testsur le signe de  , on obtient un sh�ema qui utilise vnm�1 ou vnm+1 , suivant la diretiond'advetion, d'o�u le nom du sh�ema. On avn+1m � vnmk + �� jj2 � vnm+1 � vnmh + �+ jj2 � vnm � vnm�1h = 0 ;e qui s'�erit enorevn+1m � vnmk +  vnm+1 � vnm�12h � jjh2 vnm+1 � 2vnm + vnm�1h2 = 0 :On obtient don un sh�ema expliite entr�e en espae ave un terme orreteur provenantd'une disr�etisation de (jjh=2) uxx .Le sh�ema est onsistant, d'ordre (1; 1) et g(h�) = 1� 2jj� sin2(h�=2)� i � sin(h�) .On a jg(h�)j2 = 1� 4jj�(1� jj�) sin2(h�) � 1 si et seulement si jj� � 1 .On onstate que le terme de dissipation ou visosit�e num�erique (jjh=2) uxx a rendu stablele sh�ema entr�e en espae, par ontre on a perdu dans l'ordre du sh�ema.� Sh�ema de Lax-Friedrihs :Ce sh�ema se pr�esente sous la forme suivantevn+1m � 12(vnm+1 + vnm�1)k +  vnm+1 � vnm�12h = 0 :Pour ' r�eguli�ere on montre queLh;k'� L' = k2 'tt � h22k 'xx +O(k2 + h4=k) + h26 'xxx +O(h4) :Le sh�ema est onsistant si h2=k �! 0 pour h; k ! 0 .CHAPITRE 5. SCH�EMAS AUX DIFF�ERENCES FINIES



80 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesSi k = � h , ave � 2 R�+ �x�e, on a un sh�ema onsistant d'ordre 1.Le fateur d'ampli�ation est g(h�) = os(h�) + i � sin(h�) etjgj2 = os2(h�) + 2�2 sin2(h�) � 1 si et seulement si jj� � 1 .On peut �erire e sh�ema sous la formevn+1m � vnmk +  vnm+1 � vnm�12h � 12 vnm+1 � 2vnm + vnm�1k = 0et on onstate que le sh�ema de Lax-Friedrihs orrespond �a la disr�etisation par di��e-renes �nies entr�ees de l'�equation aux d�eriv�ees partiellesut +  ux � h22k uxx = 0 :On observe enore le ph�enom�ene de visosit�e num�erique qui rend le sh�ema stable.� Sh�ema de Lax-Wendroff :Ce sh�ema est bas�e sur l'utilisation du d�eveloppement de Taylor et de l'�equation auxd�eriv�ees partielles �a disr�etiser. Si u est une solution r�eguli�ere de l'�equation aux d�eriv�eespartielles on a : un+1m = unm + k �u�t + k22 �2u�t2 +O(k2) ;or ut = �ux et utt = (� ux)t = �uxt = 2 uxx , d'o�uun+1m = unm � k �u�x + 2k22 �2u�x2 +O(k2) :En utilisant une disr�etisation spatiale entr�ee pour approximer ux et uxx , on obtient lesh�ema disret :vn+1m = vnm � k vnm+1 � vnm�12h + 2k22 vnm+1 � 2vnm + vnm�1h2 :Ce sh�ema est onsistent et d'ordre (2; 1) arLh;k'� L' = k2 'tt � 2k2 'xx + 2kh24! 'xxxx +O(h3 + k2) :En posant � = k=h :vn+1m = vnm � �2 (vnm+1 � vnm�1) + 2�22 (vnm+1 � 2vnm + vnm�1) ;on montre que le fateur d'ampli�ation est g(h�) = 1� 22�2 sin2(h�=2)� i � sin(h�)et jgj2 = 1� 42�2(1� 2�2) sin4(h�=2) .Ce sh�ema est don stable pour la ondition (CFL) : j�j � 1 .
5.3. ANALYSE DE STABILIT�E DE VON NEUMANN



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 81� Sh�ema �leapfrog� (saute-mouton) :Comme son nom l'indique, e sh�ema est entr�e en espae et en temps :vn+1m � vn�1m2k +  vnm+1 � vnm�12h = 0ou vn+1m = vn�1m � � (vnm+1 � vnm�1) :Ce sh�ema est �a deux pas, il faut don donner les onditions initiales en v0m et v1m. Enpratique on utilise un sh�ema �a un pas pour initialiser un sh�ema �a pas multiples.Comme Lh;k'� L' = k26 'ttt � h26 'xxx +O(h2 + k2) ;le sh�ema est onsistant et d'ordre (2; 2) .L'analyse de von Neumann ne s'applique pas diretement �a e sh�ema. En appliquant latransform�e de Fourier spatiale on advn+1(�) + i2� sin(h�) bvn(�)� dvn�1(�) = 0 : (5.7)Cette r�eurrene d'ordre deux s'exprime grâe �a un syst�eme en introduisant une variablesuppl�ementaire : � dvn+1(�)bvn(�) � = ��i2� sin(h�) 11 0� � bvn(�)dvn�1(�)�Si on pose V n = � bvndvn�1� on a V̂ n+1 = G(h�)V n , o�u G est la matrie d'ampli�ation .Par r�eurrene V̂ n+1 = G(h�)nV 1et la ondition de stabilit�e est don de la forme kGnk � CT .Si le rayon spetral �(G) = maxfjgij / gi valeur propre de Gg est stritement plus petitque 1, alors on sait que Gn tend vers 0 et kGnk est born�ee.Mais si l'on veut g�en�eraliser le as salaire, on sait qu'il faut permettre jgij � 1+Kk . Orpour les syst�emes ei est une ondition n�eessaire de stabilit�e mais non suÆsante, ommeon le verra dans e qui suit.Nous allons �etudier les valeurs propres de G . Remarquons d'abord que G est la matrieompagne de la relation de r�eurrene (5.7), son polynôme arat�eristique orrespond �al'�equation en g, obtenue en rempla�ant vnm par gn eimh� dans le sh�ema disret :g2 + i2� sin(h�) g � 1 = 0 :On a les raines g�(h�) = �i� sin(h�)�p1� 2�2 sin2(h�) .Cas � < 1 : on a deux raines omplexes onjugu�ees g+ et g� ave jg�j = 1 .La matrie d'ampli�ation G(h�) est diagonalisable et la solution de (5.7) estbvn(�) = �(h�) g+(h�)n + �(h�) g�(h�)n ;o�u � et � d�ependent des donn�ees initiales bv0 et bv1 . On montre quebvn = �g� bv0 + bv1g+ � g� g+ + g+ bv0 � bv1g+ � g� g� = g+gn� � gn+g�g+ � g� bv0 + gn+ � gn�g+ � g� bv1 :CHAPITRE 5. SCH�EMAS AUX DIFF�ERENCES FINIES



82 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesOn en d�eduit que j bvnj2 � 21� 2�2 �j bv0j2 + j bv1j2�et, en utilisant l'identit�e de Parseval, on obtient �nalementkvnkl2(hZ) �r 21� 2�2 �kv0kl2(hZ)+ kv1kl2(hZ)� :Le sh�ema est don stable : �a tout instant tn 2 [0; T ℄ , la norme de vn est born�ee par elledes onditions initiales.Cas j�j > 1 : si h� = ��=2 on a deux raines distintes g�(��=2) .Or jg+(��=2)j2 = 1+ 22�2 > 1 : la matrie G(��=2) est diagonalisable mais Gn(��=2)n'est pas born�e et le sh�ema n'est pas stable.Cas j�j = 1 : on a des raines doubles pour h� = ��=2 et la solution de (5.7) s'�eritbvn(�) = �(h�) g+(h�)n + �(h�)ng+(h�)n�1 ;o�u � et � d�ependent de bv0 et bv1 . On abvn(�) = g+(h�)n(1� n) bv0(�) + ng+(h�)n�1 bv1(�) :Or, pour h� = ��=2 , on trouve g+(h�) = �i et, si l'on suppose que bv1(�) = g0(h�) bv0(�) ,on a bvn = (�i)n�1 (ng0 � i(1� n)) bv0 :Pour � = � �2h on a don j bvn(�)j � nC�j bv0(�)j pour n grand, on peut don onstruire dessolutions pour lesquelles kvnkl2(hZ) rô�t de fa�on lin�eaire ave n .Dans e as la matrie d'ampli�ation G(��=2) a une valeur propre double de module 1et elle peut se mettre sous forme de Jordan mais le sh�ema est instable d'apr�es la th�eorie.On peut remarquer que ette instabilit�e est tr�es faible et rarement nuisible en pratique.Finalement, le sh�ema leapfrog est stable si et seulement si j�j < 1 .Note : On remarque que les valeurs de vn+1m et vn+1m+1 sont ind�ependantes, on pourra voirapparâ�tre deux solutions ind�ependantes (en �ehiquier), ei peut poser des probl�emes enpratique même si j�j < 1 (en partiulier pour des probl�emes non lin�eaires).

5.3. ANALYSE DE STABILIT�E DE VON NEUMANN



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 835.4 �Equations paraboliquesLes d�e�nitions de onvergene, onsistane, stabilit�e et d'ordre d'un sh�ema s'appliquentaussi aux �equations paraboliques. Notre �equation type seraut = d uxx ; ave d 2 R�+ :� Sh�ema expliite entr�e en espae :On a vn+1m � vnmk � d vnm�1 � 2vnm + vnm+1h2 = 0 ;et Lh;k'� L' = k2 'tt +O(k2)� dh212 'xxxx +O(h4) ,le sh�ema est onsistant et d'ordre (2; 1) . En posant � = k=h2 :vn+1m = d� (vnm�1 + vnm+1) + (1� 2d�) vnmet le fateur d'ampli�ation g(h�) = 1� 4d� sin2(h�=2) . Don jgj � 1 si et seulement si0 � 4d� sin2(h�=2) � 2 pour tout � . La ondition de stabilit�e est dond� � 12 :On onstate que la ondition de stabilit�e entrâ�ne que k=h �! 0 quand h; k ! 0 . Ceiexprime le fait que la solution disr�ete v doit avoir un domaine de d�ependane prohe deelui de la solution u de l'�equation aux d�eriv�ees partielles qui est ii l'axe ft = 0g .L'�equation de la haleur mod�elisant une di�usion il est int�eressant d'avoir un sh�emadissipatif, i.e. jgj < 1 on hoisira don � < 1=(2d) .Notons �nalement que pour � 2℄0; 12d [ �x�e et k = �h2 le sh�ema est d'ordre 2.� Sh�ema impliite entr�e en espae :En �erivant un sh�ema r�etrograde en temps et entr�e en espae on a :vn+1m � vnmk � d vn+1m�1 � 2vn+1m + vn+1m+1h2 = 0 ;ou, (1 + 2d�) vn+1m � d� (vn+1m�1 + vn+1m+1) = vnm :�A haque �etape il faut r�esoudre un syst�eme tridiagonal pour obtenir vn+1 �a partir de vn .Ce sh�ema est onsistant, d'ordre (2; 1) et inonditionnellement stable arg(h�) = 11 + 4d� sin2(h�=2) :CHAPITRE 5. SCH�EMAS AUX DIFF�ERENCES FINIES



84 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes� Sh�ema de Crank-NiolsonCe sh�ema est bas�ee sur les deux pr�e�edents, on �evalue le terme de di�usion en faisant lamoyenne de l'�eriture expliite et impliite :vn+1m � vnmk � d2 �vnm�1 � 2vnm + vnm+1h2 + vn+1m�1 � 2vn+1m + vn+1m+1h2 � = 0 :Ce sh�ema impliite est onsistant, d'ordre (2; 2) et on ad�vn+1m�1 � 2(1 + d�)vn+1m + d�vn+1m+1 = �d�vnm�1 � 2(1� d�)vnm � d�vnm+1 :Le fateur d'ampli�ation est g(h�) = 1� 2d� sin2(h�=2)1 + 2d� sin2(h�=2) = 1� 4d� sin2(h�=2)1 + 2d� sin2(h�=2) ;don jgj � 1 et le sh�ema est inonditionnellement stable.� Sh�ema de Du Fort-FrankelLe sh�ema leapfrog est instable pour tout � , or une modi�ation de la disr�etisationspatiale donne le sh�ema stable suivantvn+1m � vn+1m2k � d vnm�1 � (vn+1m + vn�1m ) + vnm+1h2 = 0 ;ave Lh;k'� L' = �dk2h�2 'tt +O(h2) +O(k2) :Ce sh�ema est don onsistant seulement si k=h �! 0 quand h; k ! 0 . En notant� = k=h2 on a (1 + 2d�) vn+1m = 2d� (vnm+1 + vnm�1) + (1� 2d�) vn�1m :L'�etude de la stabilit�e nous am�ene �a onsid�erer le polynôme arat�eristique de la matried'ampli�ation G : (1 + 2d�) g2 � 4d� os(h�) g � (1� 2d�) = 0 :Dont les raines s'�erivent : g�(h�) = 2d� os(h�)�p1� 4d2�2 sin2(h�)1 + 2d� :Si 4d2�2 sin2(h�) < 1 , on a deux raines r�eelles distintes etjg�(h�)j � 2d�j os(h�)j+p1� 4d2�2 sin2(h�)1 + 2d� < 1 :Si 4d2�2 sin2(h�) > 1 , on a deux raines omplexes onjugu�ees etjg�(h�)j2 = 1(1 + 2d�)2 �(2d� os(h�))2 + 4d2�2 sin2(h�)� 1� = 4d2�2 � 1(1 + 2d�)2 < 1 :Si 4d2�2 sin2(h�) = 1 , on a une raine r�eelle double et jg+(h�)j = 2d�j os(h�)j1 + 2d� < 1 :Dans tous les as le rayon spetral est stritement plus petit que 1 etG(h�)n tend vers z�ero.On a don un sh�ema expliite qui est inonditionnellement stable mais onditionnellementonsistant.5.4. �EQUATIONS PARABOLIQUES



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 855.5 Appliations5.5.1 �Equation d'advetion-di�usion-r�eationOn s'int�eresse �a la r�esolution num�erique de l'�equation aux d�eriv�ees partielles suivante :�u�t (x; t) +  �u�x(x; t) = d �2u�x2 (x; t) + r u(x; t) ; pour (x; t) 2 R� R�+ (5.8)o�u  2 R� , r 2 R , d 2 R�+ et u(x; 0) = �(x) .On va utiliser un sh�ema progressif en temps et entr�e en espae :vn+1m � vnmk +  vnm+1 � vnm�12h = d vnm�1 � 2vnm + vnm+1h2 + r vnm (5.9)Ce sh�ema est onsistant et d'ordre (2; 1) , la ondition de stabilit�e est d� � 12 .Pour � 2℄0; 12d [ �x�e et k = �h2 on a un sh�ema d'ordre 2.En notant � = h2d , le sh�ema (5.9) s'�erit aussivn+1m = (1� 2d�+ rk)vnm + d�(1� �)vnm+1 + d�(1 + �)vnm�1 :Pour � 2℄0; 12d [ �x�e, � � 1 et 1� 2d�+ r�h2 � 0 , on ajvn+1m j � (1� 2d�+ rk)jvnmj+ d�(1� �)jvnm+1j+ d�(1 + �)jvnm�1j � (1 + r+k) supm jvnmj ;o�u r+ = max(0; r) . Par r�eurrene on obtient le prinipe du maximum disret suivant :8tn 2 [0; T ℄ : supm jvnmj � (1 + kr+)n sup jv0mj � eTr+ supm jv0mj :Pour obtenir e r�esultat, on a impos�e des ontraintes sur la disr�etisation spatiale h :h � 2d et, si r < 0; k = �h2 � 2d�� 1r :Si es in�egalit�es ne sont pas v�eri��ees, la solution disr�ete n'a pas le même omportementque la solution de l'�equation aux d�eriv�ees partielles parabolique (5.8) et on pourra observerdes osillations dans la solution. Par ontre, si pour satisfaire es ontraintes il faut prendreh trop petit, il se peut que le sh�ema devient ineÆae.Remarque :En mod�elisation d'un ux de haleur, la quantit�e Pe = =d [1=m℄ est appel�eenombre de Pelet , en m�eanique des uides Re = =d est le nombre de Reynolds. Cenombre ontrôle l'intensit�e relative de l'advetion par rapport �a la di�usion : si Pe estgrand, 'est l'advetion qui domine, si Pe est petit 'est la di�usion. On peut interpr�eter=d omme �etant le rapport du temps de di�usion, tdiff = x2=d , et du temps d'advetion,tadv = x= .Ci-dessous on propose un ode Silab 1 pour impl�ementer le sh�ema (5.9). Noter que l'ons'est int�eress�e prinipalement aux aluls et non pas �a l'utilisation du ode (p.ex. entr�eeinterative des param�etres).1  INRIA, logiiel disponible �a http ://www-roq.inria.fr/silab/CHAPITRE 5. SCH�EMAS AUX DIFF�ERENCES FINIES



86 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes1 // Param�etres de l'edp2 =0.30;3 d=0.10;4 r=0.13;56 // Param�etres du sh�ema7 k=0.1; // pas de temps8 T=10; // instant final9 N=eil(T/k)+1; // nb. de points dans [0,T℄10 t=linspae(0,T,N); // intervalle disret de temps1112 h=0.2; // pas de disr�etisation spatiale13 xg=-5; xd=10; // limites spatiales14 M=eil((xd-xg)./h)+1; // nb. de points dans [xg,xd℄15 x=linspae(xg,xd,M); // intervalle disret d'espae1617 v=zeros(N,M); // v(n,:) solution �a l'instant n1819 // Affiher les param�etres du sh�ema20 mu=k/h^2;21 alpha=.*h./(2.*d);22 mprintf('=%f\td=%f\tr=%f\n',,d,r)23 mprintf('h=%f\tk=%f\nmu=%f\talpha=%f \n',h,k,mu,alpha)24 mprintf('mu*d=%f\t2/Pe=%f\t',mu.*d,(2.*d)./)25 if (r<0) then26 mprintf('(2d*mu-1)/r=%f \n',(2.*d.*mu- 1)./r)27 else28 mprintf('\n')29 end3031 // Condition initiale phi() d�efinie sur [xg0,xd0℄32 xg0=-2;xd0=2;33 Ind_xg0_xd0=bool2s((xg0 <= x)&(x <= xd0)); // indiatrie de [xg0,xd0℄34 deff('[y℄=phi(z)','y=sin(%pi *z/2)');35 v(1,:)=Ind_xg0_xd0 .* phi(x); // d�efinition de la .i.3637 // It�erations sur le veteur v(n,:)38 1=1-2.*d.*mu+r.*k; 2=d.*mu.*(1-alpha); 3=d.*mu.*(1+alpha);39 for n=2:N40 v(n,:)=1*v(n-1,:) + 2*[v(n-1,2:M) 0℄ + 3*[0 v(n-1,1:M-1)℄;41 end4243 // Affiher la solution v dans [xg,xd℄x[0,T℄x[min(v),max(v)℄44 plot3d1(x,t,v',-111,86,"x�t�u",[2 2 4℄)On obtient l'aÆhage des param�etres :=0.300000 d=0.100000 r=0.130000h=0.200000 k=0.100000mu=2.500000 alpha=0.300000mu*d=0.250000 2/Pe=0.666667et, apr�es aluls, la �gure suivante (on s'est restreint �a x 2 [�5;+5℄) :5.5. APPLICATIONS
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55On onstate le transport et la di�usion, �a laquelle s'oppose la r�eation, de la onentrationinitiale �. Souvent on trae la solutions dans le plan xu �a des instants tn di��erents :
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tn = nk ave k = 0:1

x
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t100t75t50t25t0

Finalement, on s'int�eresse �a la pr�eision de v, solution de (5.9) sur la grille disr�ete, parrapport �a u, solution de (5.8) sur R� [0; T ℄ . On a �a l'instant t100 = 10, ave h = 0; 2 :err1(t100) = supxm2[�5;10℄ ���u(xm; 10)� v100m ��� = 0; 0497294et err2(t100) = 0�h Xxm2[�5;10℄�u(xm; 10)� v100m �21A1=2 = 0; 0722882 :Sur la �gure suivante on a repr�esent�e la solution ontinue u et la solution disr�ete v , ononstate des di��erenes de l'ordre de 5 � 10�2 , f. err1. L'erreur relative, ju� vj=jvj, peutatteindre 2:6 aux points o�u u � 0 . CHAPITRE 5. SCH�EMAS AUX DIFF�ERENCES FINIES



88 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesPour onlure on peut dire que le sh�ema reproduit assez bien le omportement de lasolution de l'�equation aux d�eriv�ees partielles, par ontre la disr�etisation grossi�ere et desph�enom�enes de bord perturbent rapidement le r�esultat num�erique et rendent le r�esultatquantitativement inutilisable.Pour am�eliorer le r�esultat il faut diminuer h (don k) et augmenter le domaine spatialdisret, on augmente la m�emoire et le temps de alul n�eessaires.
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5.5.2 �Equation de la haleurOn se propose de r�esoudre num�eriquement l'�equation de la haleur dans un ouvert de R2 :8>>><>>>:�u�t (x; y; t) = d ��2u�x2 (x; y; t) + �2u�y2 (x; y; t)� pour (x; y; t) 2℄0; a[2�℄0; T ℄u(x; y; 0) = �(x; y) pour (x; y) 2℄0; a[2u(x; y; t) = 0 pour (x; y; t) 2 �(℄0; a[2)� [0; T ℄ ;o�u d 2 R�+, T > 0 et la ondition initiale � est donn�ee.Comme dans le as des fontions �a une dimension spatiale, on utilise la formule de Taylorpour approximer les d�eriv�ees partielles de u . Les valeurs de v sur la grille disr�ete sontnot�ees vnm;p , o�u n 2 N et m; p 2 Z . Pour simpli�er on suppose que (xm; yp) = (mh; ph) ,'est-�a-dire que l'on a une grille spatiale arr�ee.Le sh�ema de Crank-Niolson s'�eritvn+1m;p � vnm;pk = d2 � vnm+1;p � 2vnm;p + vnm�1;ph2 + vnm;p+1 � 2vnm;p + vnm;p�1h2+ vn+1m+1;p � 2vn+1m;p + vn+1m�1;ph2 + vn+1m;p+1 � 2vn+1m;p + vn+1m;p�1h2 �et, en posant � = k=h2 , on a :2(1 + 2d�) vn+1m;p � d� (vn+1m+1;p+vn+1m�1;p + vn+1m;p+1 + vn+1m;p�1)= 2(1� 2d�) vnm;p + d� (vnm+1;p + vnm�1;p + vnm;p+1 + vnm;p�1) :5.5. APPLICATIONS



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 89Souvent on utilise les masques pour exprimer la relation entre vn et vn+1 :24 0 �d� 0�d� 2(1 + 2d�) �d�0 �d� 0 35 vn+1 = 24 0 d� 0d� 2(1� 2d�) d�0 d� 0 35 vn : (5.10)Cette relation est valable pour tous les points int�erieurs au domaine spatial, i.e. les points(xm; yp) 2℄0; a[2 . Les valeurs sur le bord �etant impos�ees par le probl�eme, il faut d�eterminervn+1m;p en tout point int�erieur, grâe �a la relation i-dessus. Pour ela il faut r�esoudre unsyst�eme lin�eaire que l'on va onstruire maintenant.Supposons que [0; a℄ est disr�etis�e en M + 2 points, les points int�erieurs sont alors dansl'ensemble f(xm; yp) = 1 � m; p �Mg , ar x0 = y0 = 0 et xM+1 = yM+1 = a .En utilisant l'ordre lexiographique, i = m+(p�1)M , pour ordonner les points int�erieurs,on peut �erire la relation (5.10) sous forme matriielle :A � V n+1 = Bn ; (5.11)o�u Bn 2 RM2 et, pour i = 1; : : : ;M2 :Bni = 2(1� 2d�) vnm;p + d� (vnm+1;p + vnm�1;p + vnm;p+1 + vnm;p�1):On a vn+1m;p = V n+1i et, pour les quatre voisins,vn+1m�1;p = V n+1i�1 ; vn+1m+1;p = V n+1i+1 ; vn+1m;p�1 = V n+1i�M ; vn+1m;p+1 = V n+1i+M :Tous les �el�ements de la ie ligne, 1 � i � M2, de la matrie A sont nuls, sauf Ai;i = � et,si i 62MN + 1 : Ai;i�1 = � ; si i > M : Ai;i�M = � ;si i 62 MN� 1 : Ai;i+1 = � ; si i < M2 �M : Ai;i+M = � ;o�u � = 2(1 + 2d�) et � = �d� .Pour M = 4 , la matrie A s'�erit :
A =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

� �� � �� � �� � � � � �� � � � � �� � �� � �� � � � � �� � � � � �� � �� � �� � � � � �� � � � � �� � �� � �� �
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90 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesLa matrie A est tridiagonale par blos, haun des M2 blos est arr�e d'ordre M et Aest une matrie (M2 �M2) .Pour haque pas de temps tn il faut r�esoudre (5.11), 'est-�a-dire un syst�eme d'ordre M2.On montre que la matrieA est d�e�nie positive et admet une d�eomposition de Cholesky :A = LLt , o�u L est une matrie triangulaire inf�erieure. Cette d�eomposition simpli�e lar�esolution du syst�eme (5.11). A�n d'�eonomiser de la plae m�emoire, on utilise de plusune repr�esentation adapt�ee �a la matrie A qui est une matrie reuse (angl. sparse).On propose le ode Silab suivant :1 // Param�etres du probl�eme2 d=0.5; // oeffiient de diffusion3 a=%pi; // domaine spatial ℄0,a[x℄0,a[4 T=1; // domaine temporel [0,T℄56 // Augmenter la m�emoire de Silab7 staksize(5000000);89 // Param�etres du sh�ema10 h=0.05; // pas de disr�etisation spatiale11 MM=eil(a./h)+1; // nb. de points dans [0,a℄12 M=MM-2; // nb. de points dans ℄0,a[13 xx=linspae(0,a,MM); // intervalle disret d'espae de 0 �a a14 x=xx(1,2:MM-1); // intervalle disret d'espae sans 0 et a1516 k=0.01; // pas de temps17 N=eil(T/k)+1; // nb. de points dans [0,T℄18 t=linspae(0,T,N); // intervalle disret de temps1920 mu=k./h^2;21 M2=M^2; // taille du syst�eme lin�eaire22 v=zeros(MM,MM,N); // solution dans [0,a℄^2x[0,T℄2324 mprintf('d=%f\ta=%f\tT=%f\n',d,a,T)25 mprintf('h=%f\tk=%f\n',h,k)26 mprintf('mu=%f\tlambda=%f\n',mu,k/h)27 mprintf('N=%i\tM=%i\tM^2=%i\n',N,M,M2)2829 // Condition initiale �a �evaluer sur les points int�erieurs30 deff('[z℄=phi(x,y)','z=sin(x).*sin(y)');31 v(2:MM-1,2:MM-1,1)=eval3d(phi,x,x);3233 // Constrution des matries A et B34 // noter que l'on n'utilise que des matries reuses35 D1=sparse([1:M2-1;2:M2℄',ones(M2-1,1),[M2 M2℄)..36 -sparse([M:M:M2-M;1+M:M:M2-M+1℄',ones(M-1,1),[M2 M2℄);37 DM=sparse([1:M2-M;1+M:M2℄',ones(M2-M,1),[M2 M2℄);3839 A=-(d*mu).*(D1+DM); // triangle sup. de A40 A=A+A'; // A est sym�etrique41 B=-A;42 A=A+2.*(1+2*d*mu).*speye(M2,M2); // on ajoute la diagonale43 B=B+2.*(1-2*d*mu).*speye(M2,M2);5.5. APPLICATIONS



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 9144 lear D1,DM;45 mprintf('Staksize=%i, used=%i\n',staksize())46 // Fatorisation de A par la m�ethode de CHOLESKY47 sphoA=hfat(A);48 lear A;4950 // Affihage de la ondition initiale51 xbas();52 ret=[0,a,0,a,0,1℄;53 xtitle(['Condition initiale'℄);54 plot3d(xx,xx,v(:,:,1),233,81,"x�y�v(x,y,0)",[2,1,4℄,ret);5556 // Boule sur le temps t_n : �a haque fois on r�esout le syst�eme57 // A V^(n+1) = B V^(n) grâe �a la d�eomposition de CHOLESKY58 // on obtient le veteur V=A^{-1} B V^(n)59 // ensuite reonstrution de v(x,y,t(i)) et affihage60 for i=2:N61 V=hsolve(sphoA,B*matrix(v(2:MM-1,2:MM-1,i-1),M^2,1));62 v(2:MM-1,2:MM-1,i)=matrix(V,M,M);63 xlear();64 xtitle(['Solution �a l''instant t('+string(i)+')='+string(t(i))℄);65 plot3d(xx,xx,v(:,:,i),233,81,"x�y�u(x,y,t)",[2,1,4℄,ret)66 end67 lear B,V;On obtient l'aÆhage des param�etres :d=0.500000 a=3.141593 T=1.000000h=0.050000 k=0.010000mu=4.000000 lambda=0.200000N=101 M=62 M^2=3844Staksize=5000000, used=1024430et, les graphes suivants :
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Condition initiale �(x; y) = sin(x) sin(y)
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92 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes
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Solution �a l'instant t = 1

On peut de nouveau failement aluler la solution u de l'�equation aux d�eriv�ees partielleset omparer �a haque �etape la solution disr�ete v �a u. On utilise pour el�aerr1(tn) = sup(xm;yp) ju(xm; yp; tn)� v(xm; yp; tn)jet err2(tn) = h 0� X(xm;yp) ju(xm; yp; tn)� v(xm; yp; tn)j21A1=2 ;o�u h = 0; 05 . La �gure suivante repr�esente l'�evolution de es erreurs au ours du temps.
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Pour voir l'e�et de la di�usion sur une donn�ee initiale irr�eguli�ere, on se propose d'�etudiersur ℄0; 1[2 l'�evolution de la fontion �(x; y) = I[1=3;2=3℄(x; y) . On obtient des r�esultats nu-m�eriques satisfaisants pour � = k=h petit.En adaptant le ode pr�e�edent, on obtient les r�esultats suivants :d=0.010000 a=1.000000 T=1.000000h=0.030000 k=0.002000mu=2.222222 lambda=0.066667N=501 M=33 M^2=1089Staksize=5000000, used=6720215.5. APPLICATIONS
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u(x; y; 0:1)
Solution �a l'instant t = 0:1

1

0

−1

0.5

1.0

1.0

0.5

0.2

0.4 0.6

0
0

PSfrag replaements xy

u(x; y; 0:5)
Solution �a l'instant t = 0:5
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u(x; y; 1)
Solution �a l'instant t = 1

Sur es graphiques on a repr�esent�e aussi quelques lignes de niveau de v , ei a�n devisualiser la �di�usion� du ube initial. Une autre fa�on de repr�esenter v est d'assoierdes niveaux de gris aux valeurs que prend la fontion, e qui donne les �gures suivantes,o�u 0=blan et 1=noir :

v(xm; yp; 0) v(xm; yp; 1)Remarque :Pour les images des pages 9 et suivantes, on a 255=blan et 0=noir ; on ya utilis�e des sh�emas moins oûteux. En e�et, l'algorithme de ette setion qui utilise lam�ethode de Crank-Niolson, est tr�es pr�eis, mais il n�eessite beauoup de plae m�emoireet de temps de alul. En dimension spatiale deux on utilise souvent d'autres m�ethodes.
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94 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes5.5.3 Syst�eme de r�eation-di�usionUn exemple de syst�eme de r�eation-di�usion qui engendre des rayures a �et�e propos�e parMeinhardt 2 : 8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
�1�t = d�1 + 21s2r � � 1�2�t = d�2 + 22s1r � � 2�s1�t = ds�s1 + �s (1 � s1)�s2�t = ds�s2 + �s (2 � s2)�r�t = 21s2 + 22s1 � �r ro�u les inq �morphog�enes� 1, 2, s1, s2 et r sont d�e�nies sur [0;M ℄2 � R+ . Le om-portement du syst�eme d�epend des param�etres r�eels d, ds, �, �s et �r et des onditionsinitiales.Pour e type de simulation on a besoin d'un nombre �elev�e d'it�erations, N , et il devientn�eessaire d'utiliser un programme ompil�e. Ainsi le syst�eme i-dessus a �et�e programm�een langage \C" en utilisant les librairies de Megawave3. On a utilis�e un sh�ema expliite,progressif en temps et entr�e en espae, ave des onditions au bord p�eriodiques. Lesonditions initiales sont donn�ees par1(x; y; 0) = �r2� (1 + �1(x; y)) ; 2(x; y; 0) = �r2� (1 + �2(x; y)) ;s1(x; y; 0) = s2(x; y; 0) = �r2� ; r(x; y; 0) = �2r4�3 ;pour (x; y) 2 [0;M ℄2 et o�u �1 et �2 est un bruit uniforme, de valeurs dans [���; ��℄ , ave�� > 0 donn�e. La disr�etisation spatiale est �x�ee �a h = 1 dans les deux diretions, le pasde temps k est obtenu en hoisissant � : k = �h2 = � . Le hoix des param�etres pour lespremi�eres simulations est indiqu�e dans la table suivante :� = 0; 0100 M = 100 N = 30:000d = 0; 0500 ds = 0; 1000 �� = 0; 1000� = 0; 4000 �s = 0; 4000 �r = 0; 6000

1(xm; yp; 0) 2(xm; yp; 0)min=0,60000 /max=0,74996 min=0,60002 /max=0,750002Models of Biologial Pattern Formation, Aademi Press, 19823  logiiel disponible �a http://www.mla.ens-ahan.fr/Cmla/Megawave5.5. APPLICATIONS



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 95Note : Toutes les images ont �et�e renormalis�ees dans [0; 255℄ .

1(xm; yp; kN) 2(xm; yp; kN)min=0,01389 /max=1,98951 min=0,01164 /max=1,98889

s1(xm; yp; kN) s2(xm; yp; kN) r(xm; yp; kN)min=0,01889 /max=3,82714 min=0,01734 /max=3,81700 min=1,14387 /max=7,58884

Utilisation de la p�eriodiit�e de 1 pour paver le plan.
CHAPITRE 5. SCH�EMAS AUX DIFF�ERENCES FINIES



96 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesPour les param�etres du tableau suivant on obtient les z�ebrures repr�esent�ees en dessous.� = 0; 0050 M = 100 N = 50:000d = 0; 1500 ds = 0; 2000 �� = 0; 1000� = 0; 4000 �s = 0; 4000 �r = 0; 8000

1(xm; yp; kN) 2(xm; yp; kN)

s1(xm; yp; kN) s2(xm; yp; kN) r(xm; yp; kN)

Utilisation de la p�eriodiit�e de r pour paver le plan.5.5. APPLICATIONS
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Annexe ACalul di��erentiel et int�egrationdans Rd
A.1 NotationsUn point x = (x1; : : : ; xd) de Rd onsid�er�e omme veteur sera not�e x = 0� x1...xd1Adont la transpos�e , xt = ( x1 � � � xd ) , est une matrie 1� d .La norme eulidienne de x est not�e jxj =  dXi=1 x2i!1=2 et le produit salaire des veteursx et y s'�erit x:y = xty = dXi=1 xiyi .Soit f 2 C1(Rd;R) , pour a = (a1; : : : ; ad) 2 Rd, on note Dif(a) = �f�xi (a) = fxi(a)la d�eriv�ee partielle de f en a par rapport �a la variable xi , i = 1; : : : ; d .Pour k 2 N on a Dki f(a) = �kf�xki (a) .On note Df(a) = �D1f(a) D2f(a) : : : Ddf(a)� la matrie ligne (1� d) assoi�e �a l'appli-ation di��erentielle dfa 2 L(Rd;R) .Le veteur gradient est le veteur olonne (d� 1) rf(a) = Df(a)t .Dans la suite on va souvent utiliser la notation des multi-indies de L. Shwartz.Soit � = (�1; : : : ; �d) 2 Nd et x = (x1; : : : ; xd) 2 Rd , on posej�j = �1 + � � �+ �d ; �! = �1!�2! � � ��d! et x� = x�11 x�22 � � �x�dd :Pour f 2 Cj�j(Rd;R) , on noteD�f(a) = D�11 D�22 : : : D�dd f(a) = �j�jf�x�11 � � ��x�dd (a) ;'est la d�eriv�ee partielle d'ordre j�j de f , on d�erive �i fois par rapport �a xi , i = 1; : : : ; d .



100 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesSoit F 2 C1(Rd;Rn) et x = (x1; : : : ; xd), alors si F (x1; : : : ; xd) = �F1(x) ; : : : ; Fn(x)�,on noteDF (x) = 0BB�D1F1(x) D2F1(x) : : : DdF1(x)D1F2(x) D2F2(x) : : : DdF2(x)... ... ...D1Fn(x) D2Fn(x) : : : DdFn(x)1CCA = �D1F (x) D2F (x) : : : DdF (x)� :C'est la matrie (n � d) assoi�e �a l'appliation di��erentielle dFx 2 L(Rd;Rn) qui estompos�ee des d veteurs olonnes DiF (x).A.2 Calul di��erentielSoit f 2 C1(Rd;R), on d�e�nit la d�eriv�ee diretionnelle de f au point a 2 Rd et dans ladiretion de v 2 Rd, par dfdv (a) = limh!0 1h (f(a+ hv)� f(a)) :On montre que dfdv (a) = rf(a):v 
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vrfaSoit � = (�1; : : : ; �d) 2 Nd , la notation des multi-indies de L. Shwartz permet d'�enon-er failement les r�esultats suivants :Si P (x) est un polynôme de d variables, x1; : : : ; xd, et de degr�e m,alors P (x) = Xj�j�m 1�! (D�P (0)) x� :En partiulier pour x 2 Rd et m 2 N : (x1 + � � �+ xd)m = Xj�j=m m!�! x� ,'est un polynôme homog�ene d'ordre m.Le fateur m!�! = m!�1!�2! � : : : � �d! est appel�e oeÆient multinomial.A.2. CALCUL DIFF�ERENTIEL



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 101Soit 
 un ouvert de Rd et f 2 Cn(
;R) . On suppose que 0 2 
 et que le segment[0; x℄ � 
, alors la formule de Taylor ave reste int�egral, pour f en 0 2 Rd, s'�eritf(x) = n�1Xp=0 Xj�j=p 1�!D�f(0) x� + Xj�j=n n�! �Z 10 (1� s)n�1D�f(sx) ds� x� : Soient f et g des fontions r�eguli�eres sur 
 � Rd, on a la formule de Leibniz :D�(fg) = X�;=�+=� �!�!! (D�f) (Dg) :Pour f : 
 � Rd �! R r�eguli�ere, et pour x, v dans Rd et t 2 R, on admdtm f(x+ tv) = Xj�j=m m!�! (D�f(x+ tv)) v� :
A.3 Int�egration dans RdOn va noter dans ette setion d�d ou dx la mesure de Lebesgue sur Rd. On rappelle ler�esultat suivant.Th�eor�eme A.3.1 (Changement de variables dans Rd)Soit U et V des ouverts de Rd, � un di��eomorphisme de U sur V et soit f une fontionint�egrable sur V , alorsZV f(x)dx = ZU f(�(y))jd�et(D�(y))jdy ou enore ZU fÆ� d�d = ZV f jd�et(D��1)j d�d :On note Bd(x0; r) = fx 2 Rd=jx� x0j < rg , la boule ouverte de entre x0 et de rayon r ,la boule unit�e de Rd est not�ee Bd = Bd(0; 1) .De même S d�1(x0; r) = fx 2 Rd=jx� x0j = rg = �Bd(x0; r)et S d�1 = �Bd(0; 1) est la sph�ere unit�e de Rd.Soit x 2 Rdnf0g et h(x) = xjxj , on obtient un hom�eomorphisme � de Rd sur ℄0;+1[�S d�1en posant �(x) = (jxj; h(x)) = (r; s) et ��1(r; s) = rs .Proposition A.3.1 (Coordonn�ees polaires)Soit f int�egrable sur Rd, alorsZRd f(x)d�d(x) = Z℄0;+1[�Sd�1 f(rs)rd�1d�(r)d�d�1(s) = Z +10 dr�ZSd�1(0;r) f(x)dS(x)� :L'image de �d par � est la mesure produit rd�1dr 
 d�d�1, o�u �d�1 est une mesure surB(S d�1) . ANNEXE A. CALCUL DIFF�ERENTIEL ET INT�EGRATION DANS RD



102 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesCorollaire A.3.1Soit ' : R+ �! R borelienne, on pose f(x) = '(jxj). Alors f est int�egrable sur Rd si etseulement si '(r)rd�1 est int�egrable sur R+ .Corollaire A.3.2Soit � 2 R, d 2 N� et f(x) = 1jxj� , alors- pour tout � < d : f est int�egrable sur Bd et n'est pas int�egrable sur Rd n Bd ;- pour tout � > d : f est int�egrable sur Rd n Bd et n'est pas int�egrable sur Bd ;- pour � = d : f n'est int�egrable ni sur Bd, ni sur Rd n Bd .Corollaire A.3.3On note !d le volume de la boule unit�e Bd de Rd et !d l'aire de la sph�ere unit�e S d�1 de
Rd, on a les relations : vol(Bd(0; 1)) = !d = �d=2�(d2 + 1) = 2�d=2d�(d2)vol(Bd(0; r)) = rd !daire(S d�1(0; 1)) = !d = d !d = 2 �d=2�(d2)aire(S d�1(0; r)) = rd�1 !dExemples :On retrouve ainsi, pour d = 2, que le �volume� d'un disque est �r2 (=surfae) et quel'�aire� d'un erle est 2�r (=p�erim�etre).Pour d = 3 on retrouve !3 = 4�3 et !3 = 4� .Proposition A.3.2Soit f une fontion ontinue sur Rd, alors pour tout x 2 Rd :f(x) = limr!0 1rd !d ZBd(x;r) f(y) dy = limr!0 1rd�1 !d ZSd�1(x;r) f(y) dSy :Ave des hypoth�eses plus faibles on a le r�esultat suivant :Th�eor�eme A.3.2 (Th�eor�eme de d�erivation de Lebesgue)Pour tout f de L1(Rd) on a :(a) pour presque tout x 2 Rd : f(x) = limr!0 1rd !d ZBd(x;r) f(y) dy ;(b) pour presque tout x 2 Rd : limr!0 1rd !d ZBd(x;r) jf(y)� f(x)j dy = 0 :On dit que x est un point de Lebesgue de f s'il v�eri�e (b).
A.3. INT�EGRATION DANS RD



Annexe BG�eom�etrie di��erentielle �el�ementaire.Int�egrale de surfae
B.1 Vari�et�es dans RdDans ette setion on va g�en�eraliser la notion de ourbe param�etrique dans Rd, d�e�niepar (X1(t); : : : ; Xd(t)) , et elle de surfae dans Rd+1, d�e�nie par le graphe d'une fontionz = f(x1; : : : ; xd) .D�efinition B.1.1SoitM � Rd et a 2M , on dit queM est une vari�et�e r�eguli�ere de dimension k au voisinagede a s'il existe :U un ouvert de Rk , k � d , W un voisinage ouvert de a dans Rd et ' 2 C1(U;Rd) tel que :' est un hom�eomorphisme de U sur W \M et pour tout u 2 U , ' est de rang k ,'est-�a-dire rang(D'(u)) = k pour tout u 2 U .On dit que ' est une param�etrisation de M au voisinage de a.M est une vari�et�e r�eguli�ere de dimension k, si M est au voisinage de tout point a unek-vari�et�e r�eguli�ere.On obtient ainsi une olletion de param�etrisation loales et on appelle (W�\M;'�) unearte et f(W� \M;'�)g� un atlas de M .En anglais une vari�et�e s'appelle manifold.
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bExemples : Soit M une k-vari�et�e r�eguli�ere de Rd. Pour k = 1, M est une ourbe ; pourk = 2, 'est est une surfae ; pour k = d� 1, on dit que M est une hypersurfae .



104 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesTh�eor�eme B.1.1Soit M � Rd et a = (a1; : : : ; ad) 2M , on a �equivalene des aÆrmations suivantes :(P) M est une k-vari�et�e r�eguli�ere au voisinage de a.(Z) Il existe W un voisinage ouvert de a dans Rd et � 2 C1(W;Rd�k) tel que :� est de rang d� k en a, �(a) = 0 et ��1(0) =W \M .(G) Il existe W un voisinage ouvert de a dans Rd , V un voisinage ouvert de (a1; : : : ; ak)dans Rk et  2 C1(V;Rd�k) tel que, si on note  = ( k+1; : : : ;  d), on a pour toutx 2 W \M et pour k + 1 � i � d :  i(x1; : : : ; xk) = xi .Remarques :a) Ave (P ) on repr�esenteM loalement omme l'image d'une appliation ' : Rk �! Rd ;(Z) exprime que M est loalement l'ensemble des points qui annulent une appliation� : Rd �! Rd�k ; �nalement (G) montre que M est loalement le graphe d'une appli-ation  : Rk �! Rd�k .b) (G) est v�eri��ee �a une permutation des oordonn�ees pr�es.Par ailleurs (G) est un as partiulier des repr�esentations (P ) et (Z), en e�et, si onse donne  , alors '(x1; : : : ; xd) = (x1; : : : ; xk;  k+1(x1; : : : ; xk); : : : ;  d(x1; : : : ; xk)) estune param�etrisation, i.e. v�eri�e (P ), et �(x1; : : : ; xd) =  (x1; : : : ; xk)�(xk+1 : : : ; xd) 2
Rd�k est une appliation qui s'annule au voisinage de a , .�a.d. v�eri�ant (Z) .) Dans (Z), l'hypoth�ese que � est de rang d � k en a, i.e. rang(D�(a)) = d � k, est�equivalente �a demander que d�a est surjetive de Rd sur Rd�k, 'est-�a-dire que a n'estpas un point ritique de � .d) En utilisant (G) on peut toujours aplatir la k-vari�et�e r�eguli�ere M au voisinage de a :Soit 	 : Rd ! Rd de�ni par 	(x) = �	1(x); : : : ;	d(x)� o�u, pour x = (x1; : : : ; xd) 2 Rd,
	i(x) = � xi si 1 � i � kxi �  i(x1; : : : ; xk) si k + 1 � i � d et D	 = 0BBBBB� Ik 0k;d�k�D k+1...�D d Id�k 1CCCCCA :Comme d�et(D	) = 1 ; 	 est un di��eomorphisme de Rd et on a pour tout x 2 W \M	(x1; : : : ; xd) = (x1; : : : ; xk; 0; : : : ; 0) .
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B.1. VARI�ET�ES DANS RD



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 105Exemples :1. Les vari�et�es de dimension k = 0 sont les points disrets de Rd .Les vari�et�es de dimension k = d sont les ouverts de RdTout sous-espae lin�eaire ou aÆne de Rd est une vari�et�e r�eguli�ere.2. L'ensemble f(x1; x2) 2 R2 = x1x2 = 0g n'est pas une vari�et�e de R2 :au voisinage de (0; 0) l'ensemble n'est pas hom�eomorphe �a un segment de droite.3. Soit M une 2-vari�et�e, i.e. une surfae, de R3 au voisinage de a = (a1; a2; a3) .D'apr�es (P ) il existe une param�etrisation' : U � R2 �! R3, telle que rang(D') = 2en tout point de U .Si l'on note '(u; v) = ('1(u; v); '2(u; v); '3(u; v)) pour (u; v) 2 R2 on aD' = 0BBBBB��'1�u �'1�v�'2�u �'2�v�'3�u �'3�v
1CCCCCAqui est de rang deux si et seulement si l'un au moins de ses trois sous-d�eterminantsest non nul :�('1; '2)�(u; v) = ��������'1�u �'1�v�'2�u �'2�v ������� ; �('2; '3)�(u; v) = ��������'2�u �'2�v�'3�u �'3�v ������� ; �('3; '1)�(u; v) = ��������'3�u �'3�v�'1�u �'1�v ������� :D'apr�es (G) il existe  tel que x3 =  (x1; x2) pour tout x = (x1; x2; x3) de M \Bd(a; �) .On en d�eduit une param�etrisation en posant '1(u; v) = u, '2(u; v) = v et '3(u; v) = (u; v) pour (u; v) dans un voisinage de (a1; a2) .Si l'on pose �(x1; x2; x3) =  (x1; x2) � x3 on a (x1; x2; x3) 2 ��1(0) pour toutx 2M \ Bd(a; �) .Appliation : Pour S2 on obtient une param�etrisation au voisinage du pôle norda = (0; 0; 1), ave  (x1; x2) =p1� x21 � x22 on a :'(u; v) = (u; v;  (u; v)) et �(x1; x2; x3) =  (x1; x2)� x3 .Que devient S2 si on l'aplatit au voisinage du pôle nord ?

ANNEXE B. G�EOM�ETRIE DIFF�ERENTIELLE �EL�EMENTAIRE. INT�EGRALE DE SURFACE



106 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesOn a vu que si M est une vari�et�e r�eguli�ere on a : M =[� '�(U�) . On va montrer que lesreouvrements �eventuels des artes sont �di��erentiables�, au sens de laProposition B.1.1Si on a deux param�etrisations C1, '� et '�, au voisinage de a 2 M , alors il existe T�� undi��eomorphisme de Rk sur Rk qui permet de passer de l'une �a l'autre. On d�e�nit :T�� = '�1� Æ '� : '�1� �'�(U�) \ '�(U�)� �! '�1� �'�(U�) \ '�(U�)� ;pour tout � , � tel que '�(U�) \ '�(U�) 6= ; .
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B.2 Espae tangent. Orientation d'une vari�et�eD�efinition B.2.1On appelle espae tangent �a la k-vari�et�e r�eguli�ere M au point a 2 M et on note TaM ,le sous-espae vetoriel de dimension k, image de Rk par l'appliation lin�eaire d'b, o�ua = '(b) .Soit a 2M , a = '(b), alors si x 2 a+TaM , il existe v 2 Rk tel que ~ax = x� a = d'b(v).On a D'b = 0BBBB��'1�u1 � � � �'1�uk... ...�'d�u1 � � � �'d�uk
1CCCCAju=b , on en d�eduit imm�ediatement :�Equation param�etrique de a + TaM : xi = ai + kXj=1 �'i�uj (b) vj pour i = 1; : : : ; d .Cas d'une hypersurfae :Si k = d�1 on obtient l'�equation art�esienne de a+TaM : �����������(x1 � a1) �'1�u1 � � � �'1�ud�1... ... ...(xd � ad) �'d�u1 � � � �'d�ud�1

����������� = 0 .
B.2. ESPACE TANGENT. ORIENTATION D'UNE VARI�ET�E
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Comme M est une hypersurfae de Rd , on peut repr�esenter M au voisinage de a grâeau graphe de  (u1; : : : ; ud�1) , ave a = �b;  (b)� et b = (a1; : : : ; ad�1).
On a D'b = 0BBBBBBB�

1 0 � � � 00 1 � � � 0... ... . . . ...0 0 � � � 1� �u1 � �u2 � � � � �ud�1
1CCCCCCCA = ( t1 � � � td�1 )

et la famille ft1; : : : ; td�1g est une base de l'hyperplan TaM .On en d�eduit le veteur normal unit�e �a M en a : n(a) = 1p1 + jr j2 0BB� � u1...� ud�11 1CCA :Exemple :On suppose que M est une surfae dans R3, repr�esent�ee loalement par legraphe d'une fontion  . Ave les notations pr�e�edentes on a : a = (a1; a2; a3) 2 M , (a1; a2) = a3 et b = (a1; a2), et une param�etrisation loale est donn�ee par '(u; v) =(u; v;  (u; v)) .Don D'b = 0B� 1 00 1� �u (b) � �v (b)1CA et l'�equation art�esienne du plan tangent aÆne s'�erit :(x1 � a1)� �u (a1; a2) + (x2 � a2)� �v (a1; a2)� (x3 � a3) = 0 :Pour t1 = 0B� 10� �u 1CA et t2 = 0B� 01� �v 1CA , la famille ft1; t2g est une base de TaM .Le veteur normal unit�e �a M en a arat�erise le s.e.v. TaM , et est donn�ee par :n(a) = t1 ^ t2jt1 ^ t2j = 1q1 + �� �u �2 + �� �v �2 0B� � � �u� � �v1 1CA :
ANNEXE B. G�EOM�ETRIE DIFF�ERENTIELLE �EL�EMENTAIRE. INT�EGRALE DE SURFACE



108 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesAppliation. Consid�erons de nouveau l'h�emisph�ere nord de S2 :pour u2+v2 < 1 et  (u; v) = p1� u2 � v2, on obtient n(u; v;  (u; v)) = 0� uvp1� u2 � v21A :On va s'int�eresser maintenant �a l'orientation deM . Rappelons d'abord qu'un rep�ere diretde Rk v�eri�e d�et(u1; : : : ; uk) > 0 et que l'on d�e�nit ainsi une orientation sur Rk .Soit '� une param�etrisation loale de la k-vari�et�e r�eguli�ereM au voisinage de a = '�(b) 2M . L'image par d'�(b) du rep�ere diret est une base de TaM . On d�e�nit ainsi un rep�eredon une orientation sur TaM .Soit '� une autre param�etrisation loale de M au voisinage de a. On a le hangement deparam�etres T��(u) = ('�1� Æ'�)(u) pour u 2 '�1� ('�(U�) \ '�(U�)) et d'� = d'� ÆdT�� .On obtient la même orientation pour TaM si d�et(DT��(u)) > 0 .D�efinition B.2.2On dit que la vari�et�e r�eguli�ere (M; f'�g�) est orient�e si pour tout � 6= � : d�et(DT��) > 0en tout point u o�u T�� est d�e�ni.Une vari�et�e M est orientable s'il existe des param�etrisations loales '� qui orientent M .Remarque :Une vari�et�e n'est pas toujours orientable, la bande de M�obius est un ontre-exemple.Exemples :� Courbes dans RdSoit ' : R �! Rd une param�etrisation d'une ourbe (k = 1), r' est le veteur tangent�a la ourbe, on l'utilise pour d�e�nir une orientation sur la ourbe.� Hypersurfaes dans RdPlus haut on a alul�e le veteur normal unit�e n(a) �a une hypersurfae de Rd, il d�e�nitune orientation de M .En partiulier si M = �
, o�u 
 est un ouvert born�e de Rd, on pourra toujours hoisirn(a) pointant vers l'ext�erieur de 
 .Exemples de vari�et�es r�eguli�eres :On pr�esente i-dessous quelques surfaes lassiques de R3 .Tore de r�evolution.Soit 0 < r < R, �erire une param�etrisation du erle C((R; 0); r) du plan xz. On obtientle tore de r�evolution en faisant tourner e erle autour de l'axe Oz.Montrer qu'une param�etrisation du tore de r�evolution est donn�ee par'(�; �) = 0�(R + r os�) os �(R + r os�) sin�r sin� 1A pour 0 � �; � < 2� :V�eri�er que ' d�e�nit une param�etrisation loale du tore et que le tore est une surfaeorientable.
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Bande de M�obius (1858)Soit R > 1, on onsid�ere une �ne tige de longueur 2 dans le plan xz :(x; z) = (R + t; 0) pour �1 < t < 1 .On fait tourner la tige de 180 degr�es autour de son entre et, en même temps, on luifait faire un tour omplet autour de l'axe Oz , la surfae ainsi obtenue est une bande deM�obius.Montrer qu'une param�etrisation de la bande de M�obius est donn�ee par'(t; �) = 0�(R + t os�) os 2�(R + t os�) sin 2�t sin� 1A pour � 1 < t < 1 et 0 � � � � :V�eri�er que la bande de M�obius n'est pas orientable.
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110 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesHyperbolo��de �a une nappe.Soit M = �(x; y; z) 2 R3 = x2 + y2 � z2 = 1	 .Montrer que M est une 2-vari�et�e r�eguli�ere de R3. Donner une param�etrisation de M .
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Cône.Soit M = �(x; y; z) 2 R3 = x2 + y2 � z2 = 0	 .Donner une param�etrisation de M . Est-e que M est une 2-vari�et�e r�eguli�ere de R3 ?
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Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 111B.3 Int�egrale de surfaeDans ette setion on va introduire l'int�egrale d'une fontion d�e�nie sur une vari�et�e etmesurer l'aire de portions de vari�et�es. On parle d'int�egrale de surfae et aire de surfaemême si k 6= 2 .Avant de passer �a l'aire des vari�et�es de Rd on va s'int�eresser au alul, plus simple, duvolume d'un parall�el�epip�ede de Rd .Proposition B.3.1Soit P le parall�el�epip�ede engendr�e par les k veteurs l.i. a1; : : : ; ak de Rd :P = (x 2 Rd , x = kXi=1 tiai ; ti 2 [0; 1℄) :On note A = ( a1 : : : ak ) la matrie d� k de veteurs olonnes a1; : : : ; ak, alorssi k = d : vol(P ) = d�et(AtA)1=2 ;si k < d : aire(P ) = d�et(AtA)1=2 = volk(P ) :Remarque :On a A = ( a1 : : : ak ) ave ai = 0� a1i...adi1A et At = 0� at1...atk1A,
don AtA = 0BB� a1:a1 a1:a2 : : : a1:aka2:a1 a2:a2 : : : a2:ak... ... . . . ...ak:a1 ak:a2 : : : ak:ak1CCA est une matrie arr�ee sym�etrique k � kde d�eterminant stritement positif (f. d�emonstration !).Exemples :1. Dans R3 on onsid�ere le parall�el�epip�ede engendr�e par :a1 = 0� a1100 1A , a2 = 0� 0a220 1A et a3 = 0� a13a23a331A , repr�esenter P .Montrer que vol(P ) = ja11a22a33j = base� hauteur .2. Dans R3 on onsid�ere deux veteurs l.i. ai = 0� a1i...adi1A (i = 1; 2) qui engendrent leparall�el�epip�ede P .Montrer que aire(P ) = ja1 ^ a2j .
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112 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesSoit S une vari�et�e r�eguli�ere ompate de dimension k, 'est-�a-dire tel qu'il existe une k-vari�et�e r�eguli�ereM ave S �M et S ompat. Soit ' : Q � Rk �! S une param�etrisationde S que l'on suppose être une bijetion de Int(Q) sur S .On suppose de plus qu'il existe un pavage de Q , 'est-�a-dire Q = l[i=1Qi,o�u lesQi sont des ubes de Rk, disjoints, entr�es en qi et de ôt�e h > 0 :Qi = qi + ��h2 ; h2�k .
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On se propose d'�evaluer l'aire de S, on a : aire(S) = lXi=1 aire('(Qi))On va pro�eder par approximations : loalement on remplae S par son plan tangent defa�on �a avoir aire('(Qi)) � aire(d'qi(Qi)) .Si on note fe1; : : : ; ekg la base anonique de Rk , le ube Qi est engendr�e par les veteursfhejgj=1;:::;k et d'qi(Qi) est le parall�el�epip�ede engendr�e par les veteurs �h �'�uj (qi)�j=1;:::;k .Posons Ai = ( h �'�u1 (qi) h �'�u2 (qi) � � � h �'�uk (qi) ) = hD'(qi) , on aaire(d'qi(Qi)) = d�et(AtiAi)1=2 = hk d�et �D'tqiD'qi�1=2 :Don aire(S) � lXi=1 d�et �D'tqiD'qi�1=2 volk(Qi) .En vue de ette approximation on d�e�nit :aire(S) = ZQ d�et �D'tuD'u�1=2 duSoit f : S � Rd �! R une fontion loalement int�egrable sur Rd, on d�e�nit :ZS f(x) dSx = ZQ f('(u)) d�et �D'tuD'u�1=2 du
B.3. INT�EGRALE DE SURFACE



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 113Soient ' et ~' deux param�etrisations de S :' : Q � Rk ! S , ~' : ~Q � Rk ! S et '(Q) = ~'( ~Q) .Il existe un di��eomorphisme T de Q sur eQ : T = e'�1 Æ ' et d�et(DT ) 6= 0 sur Q .Si l'on note eu = T(u) et omme d'u = de'eu Æ dTu on ad�et �D'tuD'u�1=2 = jd�et(DTu)j d�et �De'teuDe'eu�1=2 ;donZQ d�et �D'tuD'u�1=2 du = ZQ d�et �De'tT (u)De'T (u)�1=2 jd�et(DTu)j du = Z eQ d�et �De'teuDe'eu�1=2 deu :D'o�u le r�esultat suivant :Proposition B.3.2La d�e�nition de l'aire d'une vari�et�e r�eguli�ere ompate, respetivement de l'int�egrale surune telle vari�et�e, est ind�ependante de la param�etrisation hoisie.Exemples :1. Soit C une ourbe r�eguli�ere (k = 1) dans Rd, et ' : [a; b℄ � R �! Rd une param�e-trisation.Comme D'u = r'(u) , on a D'tuD'u = jr'(u)j2 et, en remarquant qu'ii l'aire esten fait la longueur :long(C) = Z ba jr'(u)j du = Z ba vuut dXi=1 '0i(u)2 du2. Soit S une surfae r�eguli�ere (k = 2) dans Rd, et une param�etrisation' : Q � R2 �! S(u; v) 7�! '(u; v) = ('1(u; v); : : : ; 'd(u; v)) :On a D' = ��'�u �'�v� d'o�u D'tD' = � �'�u :�'�u �'�u :�'�v�'�u :�'�v �'�v :�'�v � et, si on noteE = �'�u :�'�u = dXi=1 ��'i�u �2 ; F = �'�u :�'�v = dXi=1 �'i�u �'i�v et G = �'�v :�'�v = dXi=1 ��'i�v �2 ;on obtient aire(S) = Z ZQpEG� F 2 dudv
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114 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris Desartes3. Soit S une hypersurfae r�eguli�ere (k = d� 1) dans Rd, et une param�etrisation' : Q � Rd�1 �! S(u1; : : : ; ud�1) 7�! (u1; : : : ; ud�1;  (u1; : : : ; ud�1)) ;'est-�a-dire que S est le graphe de  .On a D' = 0BBBB� 1 0 � � � 00 1 � � � 0... ... . . . ...0 0 � � � 1� �u1 � �u2 � � � � �ud�1
1CCCCA et on montre que

d�et �D'tD'� = d�1Xi=1 � � �ui�2 = 1 + jr j2d'o�u aire(S) = ZQp1 + jr (u)j2 duCas partiulier : d = 3 et k = 2, si S est repr�esent�ee omme graphe de  : z =  (u; v)pour (u; v) 2 Q � R2 on trouveaire(S) = Z ZQs1 + �� �u�2 + �� �v �2 dudv :Appliation : montrer que l'aire du tore de r�evolution est 4�2rR .
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Annexe C�El�ements d'analyse vetorielleDans ette annexe on va rappeler quelques formules fondamentales de l'analyse vetorielle :
 est un ouvert born�e de Rd et on suppose que �
 est une (d�1)-vari�et�e r�eguli�ere orient�e.On d�e�nit un hamp de veteurs U : Rd ! Rd et un hamp salaire u : Rd ! R de lasse
C1 sur 
 .La divergene de U est d�e�nie par div(U(x)) = dXi=1 DiUi(x) = trae(DU(x)) .On rappelle le th�eor�eme de la divergene ou formule de Gauss-Green :Z
 div(U(x)) dx = Z�
 U(x):n(x) dSxo�u n(x) est le veteur normal unit�e ext�erieur �a 
 en x 2 �
 .
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On a la relation suivante pour le hamp salaire u et pour tout 1 � i � d :Z
 �u�xi (x) dx = Z�
 u(x)ni(x) dSxo�u ni est la i-�eme oordonn�ee du veteur normal unit�e ext�erieur.Soient u et v deux hamps salaires de lasse C1 sur 
, alors, pour tout 1 � i � d , on ala formule d'int�egration par parties dans RdZ
 �u�xi (x)v(x) dx = Z�
 u(x)v(x)ni(x) dSx � Z
 u(x) �v�xi (x) dx



116 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesExerie : �erire ette formule dans le as d = 1 , ave 
 = [a; b℄ .Si on suppose que u et v sont de lasse C2 sur 
 , on d�eduit de e qui pr�e�ede lesformules de Green (1828) :Z
�u(x) v(x) dx = Z�
 dudn(x) v(x) dSx � Z
ru(x):rv(x) dx (I)Z
�u(x) v(x) dx = Z
 u(x)�v(x) dx+ Z�
 �dudn(x) v(x)� u(x) dvdn(x)� dSx (II)Remarque : Les r�esultats pr�e�edents s'obtiennent �a partir de la formule de Stokes quiest un r�esultat de l'�etude des formes di��erentielles. En partiulier on montre que si �
est une vari�et�e orient�e et r�eguli�ere par moreaux les �enon�es pr�e�edents restent vrais.Interpr�etation du th�eor�eme de la divergeneDans le as d = 3 on va donner une justi�ation �physique� du th�eor�eme de la divergene.Supposons que le volume 
 � R3 est plong�e dans un milieu de partiules dont on onnâ�t�a haque instant t et en haque position x = (x1; x2; x3) :la vitesse V (x; t) , ave jV j [m=s℄, et la onentration (densit�e) u(x; t) [partiules=m3℄.On suppose de plus qu'il n'y a ni r�eation, ni destrution de partiules et que V et u sontde lasse C1 pour x au voisinage de 
 et pour t 2 R .On pose U = uV , ave Ui(x; t) = u(x; t)Vi(x; t)(1�i�3) et jU j [partiules=m2s℄ .Soit n 2 S d�1 , alors U(x; t):n est le ux de partiules (par unit�e de temps) �a travers un�el�ement de surfae plane, perpendiulaire �a n en x et d'aire 1.On a U(x; t):n = jU(x; t)j os(∠(U; n)) [partiules=m2s℄ .Note : le signe du ux est positif du �ôt�e� de n .
PSfrag replaements U(x; t)�D(x0; �) x

n

�A l'instant t le nombre de partiules dans 
 est m(t) = Z
 u(x; t) dx .La variation de masse m0(t) , n�egative si plus de partiules sortent de 
 qu'il n'en rentrent,est �evalu�ee de deux fa�ons di��erentes.



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 117M�ethode 1. Soit P � 
 un parall�el�epip�ede retangle in�nit�esimal, entr�e en p = (p1; p2; p3),de faes parall�eles aux axes de oordonn�ees et de ôt�es Æx1 , Æx2 et Æx3 . On noteF�i = nx 2 R3 = xi = pi � � Æxi2 et pour j 6= i : jxj � pjj � Æxj2 o les six faes de P .Pour obtenir la variation de masse on va estimer le nombre de partiules qui sortent duparall�el�epip�ede P .PSfrag replaements
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On peut supposer que le ux de partiules au entre de la fae F+1 est approximativementdonn�ee par U1(p) + 12 �U1�x1 (p)Æx1 et que la quantit�e de partiules traversant F+1 par unit�ede temps est don approximativement �egale �a �U1(p) + 12 �U1�x1 (p)Æx1� Æx2Æx3 (1) .On �evalue de même le ux au entre de F�1 �a U1(p) � �U1�x1 (p) Æx12 et don la quantit�e departiules traversant F�1 par unit�e de temps �a �U1(p)� �U1�x1 (p) Æx12 � Æx2Æx3 (2) .Finalement la variation du nombre de partiules dans P , due �a des d�eplaements dans ladiretion x1 , est (2)� (1) = ��U1�x1 (p)Æx1Æx2Æx3 .Cette valeur est positive si plus de partiules rentrent dans P que n'en sortent par lesfaes F+1 et F�1 .On obtient des r�esultats analogues pour la diretion x2 (faes F�2 ) et x3 (faes F�3 ).La variation par unit�e de temps du nombre de partiules dans P est don donn�ee par���U1�x1 (p) + �U2�x2 (p) + �U3�x3 (p)� Æx1Æx2Æx3 = �div(U(p))Æx1Æx2Æx3 .En faisant la somme sur tous les parall�el�epip�edes retangles in�nit�esimaux P ontenusdans 
 on a m0(t) = � Z
 div(U(x)) dx :M�ethode 2. On va mesurer maintenant le nombre de partiules qui traversent �
 au oursdu temps. Soit a 2 �
 et Sa � �
 un �el�ement de surfae suÆsamment petit pour êtreprohe de a+ Ta(�
) et soit n(a) le veteur normal unit�e ext�erieur �a �
 en a .Alors la variation par unit�e de temps du nombre de partiules �a travers Sa est donn�eepar U(a; t):n(a) aire(Sa) = u(a; t) aire(Sa)V (a; t):n(a) , et �nalement en faisant la sommesur tous les �el�ements de surfae Sa � �
 on obtient omme �evaluation de la variation demasse m0(t) = � Z�
 U(x; t):n(x) dSx :Conlusion : en identi�ant les variations m0(t) obtenus par les deux m�ethodes on trouvel'�enon�e du th�eor�eme de la divergene.
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118 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesLe th�eor�eme de la divergene permet de donner l'interpr�etation suivante de la divergened'un hamp de veteurs U(x) :div(U(x0)) = lim�!0 1!d�d ZSd�1(x0;�) U(x):n(x) dSx ; 'est-�a-dire que la divergene de U en x0 est le taux de partiules (par unit�e de volume)qui �divergent� de x0 .
PSfrag replaements U(x)U(x0) � x0 n(x)

En utilisant la d�e�nition de m(t) et en d�erivant sous le signe somme on obtientZ
�div(U) + �u�t � dx = 0 :Si on a l'�egalit�e i-dessus pour tout volume 
 on en d�eduit la loi d'�equilibre du milieu�u�t + div(U) = �u�t +ru:V + u div(V ) = 0 :On dit que le ux est inompressible si div(U) = 0 , ii u = Cte et div(V ) = 0 .Exemple :On onsid�ere un tuyau T qui se resserre (f. �gure) et dans lequel oule unliquide, si le liquide est inompressible on a Z
 div(U) dx = Z�
 U:n dS = 0 or �
 estompos�e de S1 [ S2 et des parois du tuyau sur lequel U = 0 , on a donZS1 U:n dS = � ZS2 U:n dS ;omme nS2 = �nS1 , on en d�eduit que le d�ebit [partiules=s℄ est onstant.PSfrag replaements T S1 S2

Le rotationnel d'un hamp de veteursPour ompl�eter et aper�u d'analyse vetorielle on introduit une autre quantit�e fr�equem-ment utilis�e dans l'�etude des hamps de veteurs.Supposons que le volume 
 � R3 est plong�e dans un milieu de partiules et que le hampde veteurs est r�egulier U 2 C

1(
;R3) .



Georges KOEPFLER - M1 2011-2012 119On d�e�nit le veteur rotationnel de U en x = (x1; x2; x3) par :rot(U(x)) = 0� (�U3�x2 � �U2�x3 )(x)(�U1�x3 � �U3�x1 )(x)(�U2�x1 � �U1�x2 )(x)1A :Soit S une surfae (2-vari�et�e) orient�e et ompate dans R3 tel que �S est une ourbe(1-vari�et�e) orient�e et r�eguli�ere.
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Quitte �a inlure S dans une 2-vari�et�e orient�e r�eguli�ere M , on d�e�nit en tout point x deS � M le veteur unit�e normal �a S , n(x) , pour a 2 �S �M on d�e�nit en plus le veteurunit�e tangent �a �S , t(a) .On hoisit t(a) tel que S se trouve �a gauhe en parourant �S, 'est-�a-dire que t(a)^n(a)est le veteur unit�e normal �a �S et ext�erieur �a S (f. �gure), alors, grâe au th�eor�eme deStokes ZS rot(U(x)):n(x) dSx = Z�S U(x):t(x) d�xSoit n 2 S2 et D(x0; �) le disque de entre x0 et de rayon �, perpendiulaire �a n , alorsZ�D(x0;�) U(x):t(x) d�x = ZD(x0;�) rot(U(x)):n dSx et donrot(U(x0)):n = lim�!0 1��2 Z�D(x0;�) U(x):t(x) d�x : La omposante, dans la diretion n , du rotationnel de U , en x0 , est le taux de partiules(par unit�e de surfae) qui tournent autour de x0 par rapport �a l'axe de rotation n .PSfrag replaements rot(U(x0))� D(x0; �)x0 n
Si rot(U) = 0 on dit que U est un hamp irrotationnel.Remarque : Si u est un hamp salaire sur 
 � Rd on aru(x0) = lim�!0 1!d�d ZSd�1(x0;�) u(x)n(x) dSx : 
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120 UFR de Math�ematiques et Informatique, Universit�e Paris DesartesNotations :Si l'on �erit ~r = 0� ��x1��x2��x3 1A on a les relations formelles :ru = u ~r div(U) = ~r:U et rot(U) = ~r ^ U :Des notions utiles pour �erire des syst�emes d'�equations aux d�eriv�ees partielles sontle Laplaien du hamp de veteurs U qui est d�e�ni par�U = r�div(U)�� rot�rot(U)� = (~r:~r)U = 0��U1�U2�U31A ;et le gradient du hamp de veteurs U dans la diretion v qui est d�e�ni par(vr)U(x0) = lim�!0 U(x0 + �v)� U(x0)� = 0� v:rU1(x0)v:rU2(x0)v:rU3(x0)1A = (v:~r)U(x0) = DU(x0) v :


