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Questions de cours
Soit ||.]] une norme sur I'espace vectoriel réel R”, n € N*. On note M, (R) I'ensemble des
matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.

1. Donner la définition de la norme matricielle sous-jacente a cette norme vectorielle et
que l'on notera aussi ||.||.

2. Montrer que pour tout A € M, (R),z € R" : [|Az|| < || 4] ||z]|.
3. Montrer que pour tout A, B € M, (R) : ||[AB|| < [|A] || B]].

Exercice 1
On veut résoudre le systéme linéaire tridiagonal Ax = y dans R™, ou

by ¢ 0 0
as bs ¢ 0 0
0 a3 by c3 T (7
A= : : , T = ety = | :
0 Ty Yn
0 -1 bn1 cpy
0 0 G, by,

On pose a1 = ¢, = 0 et on suppose que les a;, b; et ¢; sont tels que les calculs qui suivent ne
donnent pas de division par zéro.

1. Montrer par récurrence que les coordonnées du vecteur x € R™ vérifient la relation
x; = Aixip1 + Bypouri=1,...,n—1.
Déterminer, en fonction des a;, b;, ¢; et y;, les réels A; et B; pour i =1,...,n — 1.

2. Montrer que z,, = B,, .

3. En utilisant ce qui précéede, écrire une fonction Scilab [x]=resol_tri(A,y) de réso-
lution d’un systéme tridiagonal. Prévoir des tests pour éviter les divisions par zéro.

4. Donner le nombre d’opérations. Comparer aux méthodes vues en cours.
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Exercice 2
Soit I,, la matrice identité dans M, (R).

1. Soit B = (bij> € M, (R), montrer que spec(B) C U D(by;, R;) ou

1<i<n

1<4,j<n

D, = {Z c (C, ‘bu — Z‘ < Z ’bm’} = D(bu,RZ) C (C, avec R; = Z ‘b”‘ .
JFi JFi
Pour toute la suite on considére les matrices A = (aij) € M,(R) telles que :

1<i,j<n
pour 1 <i#j<n:a; <0;pourl<i<n:a;>0
n

et pourjzl,...,n:Zaij:().
i=1
n
2. Pour tout z = (z1+--x,)" € R", on définit ||z]|4 = Za”|xz|

i=1
Montrer que ||.||4 est une norme sur I’espace vectoriel R™.

Pour toute la suite on suppose que p € R7 et on pose A, = A+ ul,.

3. Localiser (sans les calculer) les valeurs propres de la matrice A,. En déduire qu’elle est
inversible.

4. On considére le systéme linéaire Az =0b (%).
Vérifier que 'on peut appliquer la méthode de Jacobi a ce systéme et qu’elle est conver-
gente. Ecrire I'équation itérative qui permet de calculer la suite (z(k)) € R".
keN

(k+1)

Ecrire les formules qui permettent de calculer les coordonnées du vecteur = par la

méthode de Jacobi.

5. En déduire que la suite (I(k)) € R" vérifie
keN

oo -] -]

< ;me
A7 (14 m)F

N .M
ol m = min — € RY,.
1<i<n Qi

6. Montrer que la suite (x(k)) € R" est de Cauchy. En déduire de nouveau qu’elle
keN

converge vers la solution du systéme (k).

Exercice 3

2 1 —4
On considére la matrice A= (3 3 -5
4 5 =2

1. Enoncer et appliquer un résultat du cours qui permet d’affirmer que la matrice A admet
une décomposition LU.

2. Déterminer une décomposition A = LU ou L est triangulaire inférieure avec des “1” sur
la diagonale et ot U est triangulaire supérieure.
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