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Questions de 
oursOn 
onsidère l'équation di�érentielle y0(t) = g(t; y(t)) ave
 y(0) = y0 2 R

d,g : [0; T ℄� R
d ! R

d, t 2 [0; T ℄ (T > 0, d 2 N
�).On suppose que g véri�e les hypothèses de régularité su�santes pour avoir une solutionunique.1. Donner la méthode d'Euler pour résoudre 
ette équation.2. Donner une fon
tion S
ilab qui 
al
ule la solution grâ
e à la méthode d'Euler.Exer
i
e 1.On 
onsidère la matri
e A = 0� 2 �1 1�1 3 �11 �1 4 1A :1. Énon
er le théorème de Gershgorin, en déduire un en
adrement des valeurs propres deA (ne pas tenter de 
al
uler dire
tement les valeurs propres).2. Déduire l'existen
e de la fa
torisation de Cholesky pour la matri
e A.3. E�e
tuer la fa
torisation de Cholesky de A.4. Expliquer 
omment la fa
torisation de A permet de résoudre le système Ax = b, oùb 2 R

3 (ne pas faire les 
al
uls).Exer
i
e 2.Pour � 2 R donné, on 
onsidère la matri
eA� = 0�1 � �� 1 �� � 11A :1. É
rire la matri
e J de la méthode itérative de Ja
obi.2. Énon
ez une 
ondition su�sante pour la 
onvergen
e de la méthode de Ja
obi.Donnez les valeurs de � pour lesquelles 
ette 
ondition est véri�ée.3. Énon
ez une 
ondition né
essaire et su�sante pour la 
onvergen
e de la méthode deJa
obi. Donnez les valeurs de � pour lesquelles 
ette 
ondition est véri�ée. (1/2)



Exer
i
e 3. (S
hulz, 1933)Soit A , une matri
e réelle 
arrée d'ordre n 2 N
� , que l'on suppose inversible.On 
onsidère la suite de matri
es (Ak)k2N dans Mn(R) , dé�nie par� A0 2 Mn(R)Ak+1 = Ak(In + Ek); pour k � 0; (�)où In est le matri
e identité d'ordre n et Ek = In � AAk (k � 0) .On note On la matri
e nulle d'ordre n, �(B) le rayon spe
tral d'une matri
e B.1. Exprimer Ek en fon
tion de Ek�1.En déduire que pour tout k � 0 on a Ek = E02k .2. Exprimez Ak � A�1 en fon
tion de Ek.En déduire que limk!+1Ak = A�1 si et seulement si �(E0) < 1 .3. On suppose que A = In �B , ave
 �(B) < 1 et on pose A0 = In .(a) É
rire E0, A1 et E1 en fon
tion de B.(b) Montrer par ré
urren
e que pour tout k � 0 : Ak = 2k�1Xj=0 Bj .(
) Montrer que la suite (Ak)k2N , dé�nie par A0 = In et (�) , est 
onvergente.4. On 
onsidère la matri
e A = � 1 1=21=2 1 � :Cal
uler A�1 . Véri�er que l'on peut appliquer l'algorithme du point 3.Cal
uler Bj (j � 0) . Cal
uler Ak et kAk � A�1k1 .5. On 
onsidère la matri
e A = � 1 �11 1 � :Cal
uler A�1 . Est-
e que l'on peut en
ore appliquer l'algorithme donné au point 3 ?Poser A0 = 14 � tA , véri�er que (�) dé�nit alors une suite 
onvergente.6. Véri�er que la méthode (�) est 
onvergente pour A0 = 1kAkktAk tA,où k:k désigne une norme matri
ielle subordonnée quel
onque.(Indi
. : montrer que la matri
e AA0 est symétrique dé�nie positive, en déduire la lo-
alisation de ses valeurs propres)7. Comment évaluer la vitesse de 
onvergen
e de la méthode itérative (�) ?

(2/2)


