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Questions de cours
Soit k:k une norme sur l'espace vectoriel réel Rn, n 2 N�.

1. Donner la dé�nition de la norme matricielle sous-jacente à cette norme vectorielle et
que l'on notera aussi k:k.

2. Montrer que pour tout A 2Mn(R) : �(A) � kAk,
où �(A) désigne le rayon spectral de A.

Exercice 1
Dans cet exercice, on note k:k la norme matricielle sous-jacente à une norme vectorielle k:k
donnée sur Rn et on note In la matrice identité.

1. Soit A 2Mn(R), montrer que A est inversible si kIn � Ak < 1 et que

kA�1k �
1

1� kIn � Ak

(Indic. : poser B = In � A et considérer In �B)

Note : dans toute la suite on suppose kIn � Ak < 1, c'est-à-dire A inversible.

On considère la suite de matrices dé�nie par

X(0) = In ; X(k+1) = In + (In � A)X(k) ; pour k 2 N :

2. Montrer que pour tout k 2 N, kX(k+1) � A�1k � kIn � Ak kX(k) � A�1k.

3. Montrer que

kX(k) � A�1k �
kIn � Akk+1

1� kIn � Ak

En déduire la limite de la suite de matrices (X(k))k.
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On considère maintenant la suite de matrices dé�nie par

Y (0) = In ; Y (k+1) = Y (k)(2In � AY (k)) ; pour k 2 N :

4. Montrer que pour tout k 2 N, Y (k) commute avec A.

5. On pose Z(k) = In � AY (k), montrer que Z(k+1) = (Z(k))2, pour tout k 2 N.

6. Exprimer Y (k) � A�1 grâce à Z(k) et montrer que

kY (k) � A�1k �
kIn � Ak2

k

1� kIn � Ak

En déduire la limite de la suite de matrices (Y (k))k.

7. Comparer les deux méthodes itératives :
en termes de vitesse de convergence et en termes de complexité.

8. On considère la matrice A =

0
@ 1 1=2 �1=4

1=4 1 1=4
9=10 0 1

1
A.

Justi�er (brièvement) pourquoi l'on peut appliquer les méthodes précédentes.

Exercice 2

On considère la matrice A =

0
@ 1 2 3
�1 0 0
0 2 6

1
A

1. Énoncer et appliquer un résultat du cours qui permet d'a�rmer que la matrice A admet
une décomposition LU .

2. Déterminer une décomposition A = LU où L est triangulaire inférieure avec des �1� sur
la diagonale et où U est triangulaire supérieure.

Exercice 3
On considère l'équation di�érentielle�

y0(t) = f(t; y(t)) pour t 2 [0; T ]
y(0) = y0:

où f 2 C1([0; T ]� R).
Soit N � 1. On pose h = T=N et tn = nh pour n = 0; : : : ; N et on dé�nit une suite de
valeurs fyngn=0;:::;N approchant y(tn) par la méthode suivante

yn+1 = yn +
h

2

h
f(tn; yn) + f

�
tn+1; yn + hf(tn; yn)

�i

Déterminer l'erreur de consistance de ce schéma et en déduire l'ordre du schéma.

(Indic. : en utilisant la régularité de y(t) et f(t; y) appliquer le théorème des accroissements
�nis et/ou une formule de Taylor.
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