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Justifiez vos réponses ! Il sera tenu compte de la présentation.

On note dans toute la suiteMn(R) l’espace des matrices réelles carrées de taille n ∈ N∗

Questions de cours Soit A ∈Mn(R) et ‖.‖ une norme matricielle
1. Montrer que si In − A est non inversible, alors ‖A‖ ≥ 1.
2. Montrer que si ‖A‖ < 1, alors In − A est inversible et

(In − A)−1 =
+∞∑
k=0

Ak avec ‖(In − A)−1‖ ≤
1

1− ‖A‖
.

Exercice 1
Soit A ∈Mn(R) inversible, b ∈ Rn et ‖.‖ une norme matricielle.

1. Pour B ∈Mn(R) et x(0) ∈ Rn, on pose M = In −BA et on définit une suite de vecteurs
(x(k))k∈N comme suit

x(k+1) =Mx(k) +Bb, pour k ≥ 0

Écrire x(k) en fonction de x(0).
Donner une condition nécessaire et suffisante de convergence de cette suite.
Quelle est alors la limite ?

Dans toute la suite on suppose que la matrice B est choisie de façon à avoir ‖In − BA‖ =
‖M‖ < 1.

2. Montrer que B est inversible.
3. Montrer que

‖A−1‖ ≤ ‖B‖
1− ‖In −BA‖

et ‖B−1‖ ≤ ‖A‖
1− ‖In −BA‖

4. Montrer que
‖B−1 − A‖
‖A‖

≤ ‖In −BA‖
1− ‖In −BA‖
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Exercice 2

Pour α ∈ R, on considère la matrice A =

 1 α α
α 1 α
α α 1

.

1. Calculer spec(A).
2. Pour quelles valeurs de α la matrice A est–elle à diagonale strictement dominante ?
3. Pour quelles valeurs de α la matrice A est–elle définie positive ?
4. Déterminer la matrice de Jacobi J .
5. Donner une condition nécessaire et suffisante sur α pour garantir la convergence de la

méthode de Jacobi.
6. Déterminer la matrice de Gauss-Seidel L.

Exercice 3

1. Montrer qu’une matrice à diagonale strictement dominante est inversible ainsi que toutes
ses sous-matrices principales.

On suppose que A ∈Mn(R) est une matrice tridiagonale et on note

A =



b1 c1 0 · · · 0
a2 b2 c2 0 · · · 0
0 a3 b3 c3
... . . . . . . . . . ...

0
0 an−1 bn−1 cn−1
0 0 an bn


,

2. Donner les conditions sur les ai, bi et ci pour que A soit à diagonale strictement dominante.
3. Déduire que A admet une décomposition LU unique.

On suppose que L et U sont de la forme

L =



1 0 0 · · · 0
l2 1 0 0 · · · 0
0 l3 1 0
... . . . . . . . . . ...

0
0 ln−1 1 0
0 0 ln 1


, U =



u1 v1 0 · · · 0
0 u2 v2 0 · · · 0
0 0 u3 v3
... . . . . . . . . . ...

0
0 0 un−1 vn−1
0 0 0 un


,

On note Li,? la ie-ligne de L et U?,j la je-colonne de U .

4. Par identification des éléments de la matrice A et de la matrice LU , écrire d’abord les
éléments ai, bi et ci en fonction des éléments vi, ui et li (i prenant les valeurs adaptées).
En déduire un algorithme de décomposition LU pour une matrice tridiagonale.

5. On souhaite résoudre le système linéaire Ax = y où x, y ∈ Rn. Comme dans le cas général,
on se ramène à la résolution de deux systèmes triangulaires.
Donner les algorithmes de résolution des deux systèmes triangulaires dans ce cas.

6. Déterminer le nombre d’opérations scalaires nécessaires pour résoudre un système tridia-
gonal Ax = y.
Comparez au coût du cas général.
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