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On note dans toute la suite M,,(R) I'espace des matrices réelles carrées de taille n € N*.

Questions de cours
Soit ||.|| une norme sur l'espace vectoriel réel R™, n € N*.

1. Donner la définition de la norme matricielle induite par cette norme sur R™ et que 1'on
notera aussi ||.||.

2. Soit A € M,,(R), montrer que p(A) < ||A]|.
(Indic. : considérer la matrice M = vv', o v est un vecteur propre, bien choisi, de A).

Exercice 1

On considére la matrice A =

1. Donner un encadrement des valeurs propres de A, sans les calculer directement.
2. Déduire I'existence de la factorisation de Cholesky pour la matrice A.

3. Effectuer la factorisation de Cholesky de A.
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Exercice 2
Soit n € N*, pour v € R" non nul et 8 = 2/(vtv) = 2/||v||3, on définit H, = I, — Bvvt € M, (R).

1. Veérifier que H, est une matrice symétrique et que HY H, = I,,.

2. Soit z € R", on suppose que a* =7 + ...+ 22 #£0, 1<k <n,a>0.
Soitv € R"tel quev; = 0pouri=1,...,k—1, v, = xp+a, et v; = x; pourt = k+1,...,n.

Calculer ||v]|3 et v'z. En déduire H,z. Donner les coordonnées (H,z);, i=1,...,n.

Expliciter lescas k=1, k=n—1et k =n.
Commenter ’action de la matrice H, sur le vecteur zx.

Soit A € M,,(R), on note A =[A; Ay ---A,] ot A; € R", 1 < j < n, est la j °colonne de A.

3. Construire une matrice H; = H,, avec vy choisi de fagon & ce que tous les éléments (sauf
le premier) de la premiére colonne de Hj A soient nuls.

4. Expliquer comment en déduire un algorithme pour mettre A sous forme triangulaire su-
périeure.

5. Evaluer le cott de cette méthode.

Exercice 3
Soit A une matrice réelle carrée de taille n > 2 et b € R"™.
On suppose qu’il existe v > 0 tel que

Vo € R", z' Az > v||z||3.

1. Que entraine cette propriété pour x € ker(A)? Déduire que A est inversible.

Pour 6 € R* et (9 € R™, on définit, pour tout k € N :

p00 = Az00 _ ) — 209 _ (k)

2. Si la suite de vecteurs (z®),ey admet une limite 2*,

que vérifie alors z* ? Que vaut lim r®?
k——+o0

k-1)

3. Exprimer r® grace a r&1) et en déduire par récurrence simple une relation entre r® et

r(©),
4. Déduire de ce qui précéde que lim 2 = z* si et seulement si p(I,, — 0A) < 1.

k——+o0

5. Soit u € R™ tel que ||ul|s = 1. Développer I’expression
(L, — 0A)u||3 =< (I, — 0A)u, (I, — 0A)u > .
Déduire une majoration de ||(I, — #A)ul|3 indépendante de wu.
6. Déduire de ce qui précede que ||(I,, — A)||2 < 1 pour 0 € ]O, ”Zﬁ [

7. Conclure sur la convergence de la suite (.CL'(k)) kEN-
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