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Questions de cours
Soit ||.|| une norme vectorielle sur R? et A € M,,(R).

1. Donner une définition de la norme matricielle subordonnée que ’on notera aussi ||.||.
2. Démontrer que pour tout z € R?, || Az|| < ||A]| ||z||.

3. Démontrer que cette norme sur les matrices est compatible avec la multiplication
matricielle.

Exercice 1.
Soit A € M,,(R) une matrice non nulle & diagonale strictement dominante, c¢’est-a-dire
telle que

Vi<i<n, lag]> > layl

1<j#i<n

L. Soit u € R™ tel que Au=0 et ig € {1,...,n} tel que |u;y| = ||u]|. Démontrer que

’aioioHuio’ < Z |aioj||ui0|

1<j#io<n

(Indic. : Considérer une coordonnée du vecteur Au)

2. En déduire que A est nécessairement inversible.
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Exercice 2.
Soit A € M,,(R) avec n > 2. )
On suppose qu’il existe une matrice carrée réelle inversible P telle que A = PAP~!

ou A est diagonale par blocs et de la forme A = < Iy Op’q> .
O,p B

Avec I, la matrice identité de taille p, B € M (R) et p+ ¢ = n.
Par Oy, on désigne une matrice de zéros de taille [k,1].

On suppose par ailleurs que spec(B) = { A1, ..., \;} avec [A\| <--- < [N | < L.

1. Calculer lim B*.

k—+o0

2. Montrer que spec(A) = {1} Uspec(B). En déduire p(A).

(Indic. : Pour v vecteur propre de A, considérer une décomposition en blocs adaptée)

3. Pour k € N*, calculer par récurrence A*. En déduire klim A*.
—+00

4. Déduire de ce qui précéde A%, k € N*, et lim AF.

k—4o00

Donner une représentation de cette limite grace & une décomposition en blocs adap-

tée de P et de P71,

5. Sous quelle condition la matrice A est-elle inversible ?
Calculer alors A%,

Exercice 3.

Soit I, la matrice identité dans M, (R), b € R" et A une matrice carrée d’ordre n,

symétrique définie positive, de valeurs propres 0 < \; < ... < \,.

On veut déterminer la solution x* du systéme linéaire Az = b pour n grand. Pour cela,

on définit dans R"™ la suite :

2(® donné ;
2 = (I, — o A)z®&Y +ob, k > 1,

olt 0 € R% est un paramétre réel vérifiant 0 < o < 2/X,.
k-1

1. Montrer que z% = (Z(In - UA)i> ob+ (I, — 0 A)F 2@

1=0

2. Montrer que p(f, —cA) < 1.

+oo
3. Déterminer lim (1, — cA)* et Z(In—aA)i.
=0

k—+o00

4. Déduire que lim z® = 2* pour tout x(9.
k——+o0

5. Exprimer 2(® — 2* en fonction de 2¢1) — z* et de I,, — 0 A.
En déduire qu’il existe € > 0 et une norme vectorielle ||.||. telle que

H‘r(k) - x*HE < (p(In - UA) + 8)k Hx(O) - ‘T*HE ’
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