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Questions de cours

On considère le problème de Cauchy autonome

�
y0(t) = f(y(t)) pour a � t � b
y(a) = y0

pour f : R! R Lipschitzienne et y0 2 R donné.

1. Décrire le schéma d'Euler pour résoudre cette équation.

2. Écrire la consistance pour le schéma d'Euler (pas de démonstration).

Exercice 1.

1. Donner une fonction g tel que

x3 + 4x� 1 = 0() g(x) = x

2. En déduire qu'il existe un unique point �xe x� dans [0; 1
4
] solution de x3 + 4x� 1 = 0 :

3. Déterminer une suite (xn) convergeant vers x� et donner une majoration de jxn � x�j :

4. Écrivez un code Scilab a�chant la suite (xn).

Exercice 2.

1. Soit g : [�1;+1]! R continue, on veut calculer I =

Z +1

�1

g(x) dx grâce à

I�(g) =
2

3

�
g(��) + g(0) + g(�)

�
(�)

Déterminer � 2]0; 1[ pour que la formule de quadrature I� soit d'ordre le plus élevé
possible.

2. On considère f : [a; b]! R continue et l'on veut calculer J =

Z b

a

f(x) dx.

Pour N 2 N�, soit h = (b� a)=N et xi = a+ ih, 0 � i � N .

En utilisant un changement de variable a�ne, approximer
Z xi+1

xi

f(x) dx grâce à (�).

En déduire une formule de quadrature pour J .
Que peut-on dire sur l'ordre de cette méthode ?
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Exercice 3.
Soit n 2 N �xé et f 2 Cn+1([a; b]).
On fait les hypothèses suivantes :
(i) f([a; b]) � [a; b]
(ii) 9! � 2 [a; b] tel que f(�) = �
(iii) f (l)(�) = 0; l = 1; : : : ; n
(iv) f (n+1)(x) 6= 0; 8x 2 [a; b]:

On se propose de calculer numériquement � par la méthode du point �xe.
On génère la suite xk comme suit

�
x0 2 [a; b]
xk+1 = f(xk); k = 0; :::

1. Pour tout z 2 [a; b], montrer qu'il existe � 2]a; b[ tel que

f(z) = f(�) +
(z � �)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(�) :

2. Montrer que pour tout x; y 2 [a; b] :

jf(x)� f(y)j � L jx� yj où L =
(b� a)n

n!
max
�2[a;b]

jf (n+1)(�)j :

(Indic. : on pourra appliquer le théorèmes des accroissements �nis)

3. Sous quelle condition f est contractante sur [a; b] ?
En déduire alors que xk ! � quand k ! +1 :

4. Montrer qu'il existe C > 0 tel que

jxk+1 � �j � C � jxk � �jn+1 :

5. Application.
On considère la fonction

f(x) = �4 arctan(cos(x)); pour x 2 I = [3:1; 3:2] :

(a) Véri�er que � = � est un point �xe de f dans I.
Donner n pour lequel (iii) et (iv) sont véri�ées.
(Indic. : arctan

0

(x) = 1
1+x2

)

(b) Donner une valeur de k qui garantit une erreur jxk � �j inférieure à 10�100:
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