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Questions de cours

! = <t <
On considére le probléme de Cauchy autonome { Z((;g B ?J;(y(t)) poura <t <b
= Yo

pour f: R — R Lipschitzienne et yy € R donné.
1. Décrire le schéma d’Euler pour résoudre cette équation.

2. Ecrire la consistance pour le schéma d’Euler (pas de démonstration).

Exercice 1.

1. Donner une fonction g tel que
P +dr—1=0=g(r)=2

2. En déduire qu’il existe un unique point fixe z* dans [0, i] solution de 23 + 42 —1=0.
3. Déterminer une suite (x,) convergeant vers z* et donner une majoration de |z, — z*|.

4. Ecrivez un code Scilab affichant la suite (z,,).

Exercice 2.
+1
1. Soit g : [-1,+1] — R continue, on veut calculer I = / g(x) dx grace a
—1

2
L(9) = 5 (9(=a) +9(0) +9(@))
Déterminer « €]0, 1] pour que la formule de quadrature I, soit d’ordre le plus élevé

possible.

b
2. On considére f : [a,b] — R continue et 'on veut calculer J = / f(z)dx.
Pour N € N*, soit h = (b—a)/N et o, = a+ih, 0<i<N.
Tit1
En utilisant un changement de variable affine, approximer / f(z) dx grace a (x).

i

En déduire une formule de quadrature pour J.
Que peut-on dire sur 'ordre de cette méthode ?
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Exercice 3.
Soit n € N fixé et f € C"1([a, b]).
On fait les hypotheéses suivantes :
(i) f(la,0]) C [a,0]
(ii) A€ € [a,b] tel que f(&) =¢
(iii) fO() =0,1=1,...,n
(iv) fOD(z) #0, Vo € [a, b].

On se propose de calculer numériquement £ par la méthode du point fixe.
On génére la suite z; comme suit

{ xg € |a, b]
Th+1 = f(ZEk), k= 0,

1. Pour tout z € [a, b], montrer qu’il existe 0 €]a, b tel que

1) = 116+ EZE ).

2. Montrer que pour tout x,y € [a,b] :

bh— a)”
f@ -l s tle—yl onz == o))

(Indic. : on pourra appliquer le théorémes des accroissements finis)

3. Sous quelle condition f est contractante sur [a,b]?
En déduire alors que z, — £ quand k£ — 400

4. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que

1 — & SO - |y — €M

5. Application.
On considére la fonction

f(z) = —4 arctan(cos(z)), pour z € I =[3.1,3.2].

(a) Vérifier que £ = 7 est un point fixe de f dans I.
Donner n pour lequel (iii) et (iv) sont vérifiées.
(Indic. : arctan’ (z) = - )

(b) Donner une valeur de k qui garantit une erreur |zj — 7| inférieure a 10710,
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