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Tout document est interdit. Tout appareil électronique, méme a titre d’horloge, est
également interdit.
Justifiez vos réponses! Il sera tenu compte de la présentation.

Questions de cours
Soit ||.||2 la norme euclidienne sur R?.

1. Donner la définition de la norme matricielle induite que I’'on notera aussi ||.|o.
2. Démontrer que pour tout z € RY, ||Ax|ly < || A2 ||z||2.

3. Démontrer que cette norme sur les matrices est compatible avec la multiplication matri-
cielle.

Exercice 1.
Soit A € Mg(n),n > 1, une matrice inversible. On définit la suite de matrices

Qo =1, Qi1 = 2Qk — QrAQk, k>0,

ou I, est la matrice identité. On pose R, = I,, — AQy.
1. Montrer que AQyy1 = 2AQx — (I, — Rp)*.

2. Montrer que Ry, = R3.

3. Déduire de ce qui précéde que klim Qr = A™! quand p(Ry) < 1.
—+00
Ou p(.) désigne le rayon spectral.

Exercice 2.
Soit A = (i;)ijeq1,..n}, POUr i # j € {1,...,n} on définit

Qi ={z€C; |ay — z|laj; — 2| < RR;} CC, ouR; = Z las] -

1<k#i<n

1. Soit A\ e Cetv=(vy---v,)" € C"\ {0} tels que Av = \v.
Montrer que pour tout 1 <7 <n: (A —a;)v; = Z a;;v;.
1<j#i<n

2. Soit A € Cet v € C"\ {0} tels que Av = Av, on suppose dans cette question que v a une
seule composante non nulle : v, € C* et v; =0 pour 1 <i # p < n.
Déduire en un premier temps la valeur de A et ensuite que A € €2,,;, pour tout j # p.
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3. Soit A € Cet v € C™\ {0} tels que Av = Av, on suppose dans cette question que v admet
au moins deux composantes non nulles v, et v, 1 < p # ¢ < n avec |v,| > |vy| > |vi],
ie{l,...,n}\ {p,q}. Montrer alors que

|Uq|
A — < R,——
| app‘— p‘vp’

En déduire que A € €2,,,.

et [A—agl <R

4. Déduire de ce qui précéde que spec(A) C U Q.

Exercice 3.
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1<i#j<n
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Soit A € Mg(n),n > 1 une matrice tridiagonale réelle :

8]
by
as

(&)

b3

1. On consideére la suite réelle (0x)o<k<n, définie de la maniére suivante

C3

ag—1 bp—1

0 Qe

pour 1 < k <n.

0o =1, 61 = by et, pour k > 2, 6 = bp0p_1 — ACl_10k_2.

Montrer que pour 1 < k <n, on a & = det(Ag).

2. A quelle condition portant sur les (0x)1<k<n, la matrice A posséde-t-elle une décomposition

3. Vérifier que dans ce cas une telle décomposition est alors donnée par

LU?
1 0 0
a
2o
0 T—;’ 1
I =
Ay
0 s
0 0
)
ou l'on a noté r, = k.
Ok—1

4. Ecrire une fonction

0
0

1
0
0

et U =

0

0

0
Tn—1 Cp—1
0 Tn

diagonale, resp. crée une matrice avec la 1™ sur-diagonale donnée et la commande
diag(A, -1) qui s’adresse a la 1™ sous-diagonale.

0
Ck—1

by

[L,U] = lu_tridiag(A) qui renvoie la décomposition LU d’une
matrice tridiagonale A en s’appuyant sur ce qui précéde.

Note : on pourra utiliser les commandes diag(A); diag(A, 1) qui extrait la 1™ sur-

5. Combien d’opérations élémentaires sont nécessaires a cet algorithme? Comparer avec
I’algorithme général de la décomposition LU.
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