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Questions de cours
A�n de résoudre numériquement l'équation di�érentielle�

y0(t) = f(t; y(t)); t 2 [0; T ]
y(0) = y0:

on considère un schéma à un pas :�
y0 donné,
yn+1 = yn + hn�(tn; yn; hn) pour n = 0; : : : ; N � 1:

1. Écrire les dé�nitions de stabilité et consistance.

2. Montrer qu'un schéma stable et consistant est convergent.

Exercice 1.
Soit f : R! R une fonction Lipschitzienne de classe C3. Pour t 2 [0; T ], on considère l'équation
di�érentielle : �

y0(t) = f(y(t));
y(0) = y0:

(1)

Pour h > 0 et Nh = T , on considère le schéma numérique explicite
�

y0 donné,
yn+1 = yn + hF (yn; h) pour n = 0; : : : ; N � 1;

où
F (y; h) = Af(y) +Bf

�
y + �hf(y)

�
+ Cf

�
y + hf(y + hf(y))

�
et avec A;B;C; � des constantes positives.

1. Montrer que le schéma est stable. Pour quelles valeurs de A,B et C ce schéma est-il
consistant ?

2. Montrer que le développement de Taylor de G(h) = f
�
y+�hf(y)

�
à l'ordre 2 au voisinage

de 0 est :

G(h) = f(y) + �hf(y)f 0(y) +
1

2
�2h2f(y)2f 00(y) +O(h3):
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3. On dé�nit la fonction F , pour h 2 R, par F(h) = f
�
y + hf(y + hf(y))

�
.

(a) Calculer F 0(h) et F 00(h).

(b) En déduire que le développement de Taylor de F à l'ordre 2 au voisinage de 0 est :

F(h) = f(y) + hf(y)f 0(y) + h2
�
1

2
f(y)2f 00(y) + f(y)f 0(y)2

�
+O(h3):

4. Déduire, grâce à ce qui précède, une expression de la forme

hF (y; h) = hX + h2Y + h3Z +O(h4);

où X; Y; Z sont indépendants de h et seront calculés explicitement.

5. Soit y(t) la solution unique de (1). Ecrire le développement de Taylor à l'ordre 3 de y(t+h)
pour h proche de 0.

6. Écrire l'erreur de consistance en au point tn (0 � n � N � 1).
En utilisant ce qui précède, trouver un système de 4 équations pour les 4 inconnues A,
B, C et �, de façon à obtenir un schéma d'ordre 3.

7. Résoudre le système et déterminer explicitement A, B, C et �.

Exercice 2.

On considère le système dynamique de Lorentz (L)

8<
:

x0(t) = a(y � x)
y0(t) = x(b� z)� y
z0(t) = xy � cz

; t 2 R+

avec (x(0); y(0); z(0)) = (x0; y0; z0) 2 R
3 et (a; b; c) 2 (R�

+)
3.

On va résoudre numériquement le système (L) sur l'intervalle [0; T ] avec un pas constant h.

1. Écrire (L) sous la forme X 0(t) = F (X(t)) où X(t) = (x(t); y(t); z(t)).

2. Écrire une fonction Scilab Y = F(X) qui permet de dé�nir le système (L).

3. Écrire une fonction Scilab [Y] = rk4(Y0,h,T,F) en utilisant le schéma classique de
Runge-Kutta :

yn+1 = yn +
h

6

�
k1 + 2 � k2 + 2 � k3 + k4

�

avec k1 = F (yn), k2 = F (yn + h=2 � k1), k3 = F (yn + h=2 � k2) et k4 = F (yn + h � k3).

L'entrée Y 0 = (x0; y0; z0) est la condition initiale et la sortie Y va contenir tous les points
(xn; yn; zn) pour n = 0; : : : ; N .

2/2


