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Questions de cours
Afin de résoudre numériquement 1’équation différentielle

{ y'(t) = f(t,y(t).t€[0,1]
y(0) = vo.
on considére un schéma a un pas :

1o donné,
Ynt1 = Yn + hnq)(t’nayna hn) pour n = 07 - '7N -1

1. Ecrire les définitions de stabilité et consistance.

2. Montrer qu'un schéma stable et consistant est convergent.

Exercice 1.
Soit f : R — R une fonction Lipschitzienne de classe C3. Pour ¢ € [0, T], on considére I'équation
différentielle :

{ y'(t) = fy(t)), (1)

y(0) = yo.
Pour h > 0 et Nh =T, on considére le schéma numérique explicite
Yo donné,
{ Ynt1 = Yn + hF (yn, h) pour n=10,..., N —1,

ol

Fly,h) = Af(y) + Bf (y+ Bhf(y)) + CF (y+hfy+nf ()

et avec A, B, C, 8 des constantes positives.

1. Montrer que le schéma est stable. Pour quelles valeurs de A,B et C ce schéma est-il
consistant ?

2. Montrer que le développement de Taylor de G(h) = f (y+6hf(y)) a lordre 2 au voisinage
de 0 est :

G(h) = f(4) + BRI (9) S (9) + 5572 F(0)2 " ) + O(R?).
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3. On définit la fonction F, pour h € R, par F(h) = f(y +hf(y + hf(y))).

(a) Calculer F'(h) et F"(h).
(b) En déduire que le développement de Taylor de F a lordre 2 au voisinage de 0 est :

F(h) = f(y) +hf(y)f (y) + h° (%f(y)Qf”(y) + f(y)f'(y)2> +O(h?).

4. Déduire, grace a ce qui précéde, une expression de la forme
hF(y,h) = hX + h?Y 4+ h*Z + O(h%),

ou X, Y, Z sont indépendants de h et seront calculés explicitement.

5. Soit y(¢) la solution unique de (1). Ecrire le développement de Taylor & 'ordre 3 de y(t+h)
pour h proche de 0.

6. Ecrire I'erreur de consistance e, au point t, (0 <n < N — 1).
En utilisant ce qui précéde, trouver un systéme de 4 équations pour les 4 inconnues A,
B, C et 3, de facon a obtenir un schéma d’ordre 3.

7. Résoudre le systéme et déterminer explicitement A, B, C et 5.

Exercice 2.

't) = aly—z)

(1) tb—2)—y ,teR,
"t) = zy—cz

avec (2(0), y(0),2(0)) = (20, Y0, 20) € R? et (a,b,¢) € (R%)?.

On considére le systéme dynamique de Lorentz (L)

ISR SR

On va résoudre numériquement le systéme (L) sur U'intervalle [0, T| avec un pas constant h.
1. Ecrire (L) sous la forme X'(t) = F(X(t)) ot X (t) = (z(t), y(t), z(t)).
2. Ecrire une fonction Scilab Y = F(X) qui permet de définir le systéme (L).

3. Ecrire une fonction Scilab [Y] = rk4(Y0,h,T,F) en utilisant le schéma classique de
Runge-Kutta :

h
yn+1:yn+g(l€1+2*k2+2*k3+k4>

avec k1 = F(y,), k2 = F(y, + h/2x k1), k3 = F(y, + h/2 x k2) et k4 = F(y, + h % k3).

L’entrée Y0 = (g, 4o, 20) est la condition initiale et la sortie Y va contenir tous les points
(s Yn, 2n) pour n=0,... N.
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