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Questions de cours
Soit ||.| une norme (vectorielle) sur R

1. Donner la définition de la norme matricielle induite que I'on notera aussi ||.|.

2. Démontrer que cette norme sur les matrices est compatible avec la multiplication matri-
cielle.

Exercice 1
Pour n € N*, soit une matrice A € M,,(R) avec A = (a;j)1<ij<n- Nous supposons que A est
strictement diagonalement dominante, c¢’est-a-dire que

n
= 1121;171 ’&“| —Z\a”] > 0.
=1
J#i

1. Montrer que Yw € R", w # Ogn,
| Awl|o = [[w]]oo0 -

2. En déduire que A est inversible.

3. Montrer alors que
1A ] <07
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Exercice 2

1. Pour n € N*, soit une matrice A € M, (R) telle que le rayon spectral vérifie p(A) < 1.

Montrer qu’il existe une constante C ([1) € R% qui ne dépend que de la matrice A, telle
que

pour tout ke N* /1 <,j <n: ‘(Ak)w < C(A)

ou (A*);; designe 'élément de la 7°™ ligne, j*™ colonne de A*.

2. Pour n € N*, soit A € M,,(R) une matrice quelconque et soit € € R*%. Montrer qu'il existe
une constante C'(A4,¢) € R¥ qui ne dépend que de A et de ¢ telle que
pour tout k€ N*,1 <4,j <n:|(A");| < C(4e)(p(A) +¢)*
ol (A*);; désigne I'élément de la ™ ligne, j°™° colonne de A*.

3. Pour a > 1, on considére la matrice A = <8 i) Que vaut p(A)?

(a) Déterminer A* ke N*.

(b) Montrer que I'inégalité du point 2. n’est pas vérifiée pour ¢ = 0.

Exercice 3

1. Soit A = (™ “2) une matrice carrée réelle inversible de taille 2, et b= b e R2.
21 A22 by

Ecrire la solution générale du systéme linéaire Ax = b d’inconnue x = ( ) e R?, puis

T2
écrire une fonction Scilab function x = SysLinTaille2(A,b) qui renvoie le vecteur x en fonction
de A et b.
2. On considére une matrice M réelle carrée de taille n de la forme
P Q
= (o )

ol P est une matrice carrée inversible de taille n,,, R une matrice carrée inversible de taille
n,, et () une matrice de taille n, x n,, avec n = n, +n,. Soit également y € R" quelconque.
Montrer que la solution du systéme linéaire Mz = y, d’inconnue x € R", peut étre obtenue
en résolvant un systéme linéaire de matrice R puis un systéme linéaire de matrice P.

3. On considére a présent une matrice M carrée réelle de taille n (n = 2 et pair) de la forme
suivante (triangulaire supérieure par blocs de taille 2) :

A

An/2

ot les A; sont des matrices carrées inversibles de taille 2. Soit également y € R™ quelconque
Expliquer comment il est possible de résoudre de facon récursive le systéme linéaire Mx =
y d’inconnue = € R™ en utilisant les résultats des questions précédentes. Ecrire une fonction
Scilab function x = SysLinTriangBlocs(M,y) qui résoud un tel systéme linéaire de maniére
récursive et en faisant appel a la fonction SysLinTaille2.
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