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Questions de cours
Soit A PMnpRq une matrice triangulaire supérieure, c’est-à-dire que aij “ 0 pour 1 ď j ă i ď
n. On considère le système linéaire Ax “ b où b, x P Rn,

1. Sous quelle condition ce système admet-il une solution unique ?
2. Donner l’algorithme de résolution de Ax “ b.
3. Quel est le coût en opérations élémentaires (`,´,¨,{) de cet algorithme ? faire les calculs

et expliquer.

Exercice 1
Soit A “

´

aij

¯

1ďi,jďn
PMnpRq.

On note Bpaii, Riq Ă C la boule fermée de centre aii et de rayon Ri “

n
ÿ

j“1,j‰i

|aij|

et on note GpAq le sous-ensemble de C défini par GpAq “
n
ď

i“1

Bpaii, Riq.

Soit λ P specpAq et v ‰ 0 tel que Av “ λv, on note p P t1, . . . , nu l’indice, non nécessairement
unique, tel que }v}8 “ |vp|.
On suppose que λ vérifie les inégalités : |aii ´ λ| ě Ri, pour tout 1 ď i ď n.

1. Que peut-on dire de la position de λ par rapport à GpAq ?
2. Montrer que pour tout indice k P t1, . . . , nu vérifiant |vk| “ }v}8 on a |akk ´ λ| “ Rk.

(Indic. : écrire que pAvqi “ λvi pour tout 1 ď i ď n)

3. On pose A “

¨

˝

1 0 1
0 ´1 1
2 0 2

˛

‚.

(a) Calculer specpAq.
(b) Tracer l’ensemble GpAq et placer les valeurs propres de A.
(c) Déterminer v P Rn tel que Av “ 0. Que peut-on dire des |vi|, 1 ď i ď 3 ? de }v}8 ?
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Exercice 2
Soit A PMnpRq, inversible.

1. Écrire une fonction Scilab [x]=normeinfinie(A) qui calcule }A}8. Comment en déduire
}A}1, c8pAq et c1pAq ?

2. On suppose que n “ 2 et on note A “
ˆ

a11 a12

a21 a22

˙

.

Calculer A´1 ainsi que }A´1}8 et }A´1}1. En déduire que c8pAq “ c1pAq.

3. On pose A “

¨

˝

1 1 1
0 1 0
0 0 1

˛

‚.

Calculer A´1 ainsi que c8pAq et c1pAq. Conclusion ?

Exercice 3
Soit }.} une norme matricielle, induite sur MnpRq par une norme sur Rn, notée aussi }.}, n P N˚.
Soit A PMnpRq.

1. Donner une condition sur A pour que la série réelle positive
`8
ÿ

k“0

}Akv} soit convergente

pour tout v P Rn. Justifier !
On supposera cette condition vérifiée dans toute la suite.

2. Montrer que l’application N : Rn ÝÑ R` donnée pour tout v P Rn par

Npvq “
`8
ÿ

k“0

}Akv}

définit une norme sur Rn.
3. Justifier l’existence d’un vecteur u P Rn tel que Npuq “ 1.
4. Soit u P Rn tel que Npuq “ 1, calculer NpAuq.
5. On note aussi Np.q la norme induite sur MnpRq par Np.q.

Calculer NpAq et montrer que NpAq ă 1.
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