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On note dans toute la suite M,,(R) I'espace des matrices réelles carrées de taille n € N*.

Questions de cours
Soit A € M, (R) inversible.

1. Donner la définition de co(A), le conditionnement de A pour le probléme de I'inversion
de matrices.
Donner une (bréve) interprétation de ce nombre.

2. Calculer co(1,,).

3. Donner cy(A) si A est symétrique. Justifier.

Exercice 1
Soit A € M,,(R). On note {\1,...,\,} le spectre de la matrice A*A.

1. Sans démonstration, rappeler briévement ce que 1'on sait des Ay, ..., \,.

2. Montrer qu’il existe v € R™ non nul tel que
AtAv = || Al3v.

3. En déduire que

[All2 < VI[Allso[[All1-
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Exercice 2
Soit A € M,(R) quelconque et V € M, (R) une matrice diagonale : v;; = 0 sl i # j et
v;; = v; > 0 pour 1 <7 < n.On pose B=V"1AV. On note spec(A) le spectre de la matrice A.

1. On note G(A) C C la réunion des disques de Gershgorin de la matrice A. Rappeler la
définition de G(A) et son lien avec spec(A). Que vaut G(V')?

2. Montrer que det(l,, — AB) = det(I, — AA), pour tout A € C.

3. Pour 1 < 4,5 < n, exprimer les éléments b;; de B grace aux éléments a;; de A et des
éléments vq,...,v, de V.

4. Donner l'ensemble G(B).

5. Déduire de ce qui précéde que spec(A) C G(B) pour tous vy, vs, ..., v, strictement posi-
tifs.

6. Application : soit A = ((1) ;) et V = ((1) (5)) pour ¢ €0, 5].
(a) Déterminer spec(A).
(b) Donner I'ensemble G(A). Tracer cet ensemble.
(c) Calculer B =V 1AV
(d) Donner I'ensemble G(B). Tracer cet ensemble.
)

(e) Que peut on dire au sujet de la précision de localisation des valeurs propres de A?

Exercice 3
1. Soit M € M, (R) quelconque. Montrer que |det(M)| < p(M)".

CLij
n

D laul
k=1

Soit A € M, (R) tel que det(A) # 0. On définit B = (by), ., ;<,, € Ma(R) par b =

2. Justifier pourquoi la matrice B est bien définie.

3. Exprimer det(B) en fonction de det(A).

n

4. Calculer || Bl (On rappelle que ||Bllo = 112%(121 1bi5])
]:

5. En déduire que p(B) <1 et |det(B)| < 1.

n

6. Montrer que |det(A)| < H Z ||

1 k=1
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