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Justifiez vos réponses! 1l sera tenu compte de la présentation.

On note dans toute la suite M,,(R) I'espace des matrices carrées réelles de taille n € N* et I,
la matrice identité.

Questions de cours

Soit ||.|| une norme matricielle quelconque et A € M, (R).

1. Montrer que si ||A]| < 1, alors klim AF = 0.
—)

“+o00

2. Montrer que si (A — I,,) est non inversible, alors [|A|| > 1.

Exercice 1

1. Soit z € R" et A € M, (R) avec A" = A, quel est le nombre d’opérations scalaires (-+,-
,/,¥) nécessaire pour calculer la forme quadratique ¢(x) = 2'Ax.

2. Soit A € M,,(R) avec A inversible, et b € R", alors la solution du systéme Ax = b est

donnée par le théoréme de Cramer :
dét(A;)

on obtient la i-éme coordonné de z, 1 <¢ < n, par r; = ———

déet(A)’

ou A; est la matrice carré formée en remplacant la i-éme colonne de A par le vecteur b.

Si on calcule un déterminant de fagon récursive en développant par rapport a une colonne,
quelle sera la complexité de ’algorithme de Cramer ?

On pourra briévement rappeler la complexité du calcul récursif d’'un déterminant par

n
dét(A) = Zaij cof;; , pour j fixé, p.ex. j =1,
i=1
ou cof;; est le cofacteur de I'élément a;; : cof;; = (—1)"A; et A;; est le mineur de ay;
dans A, c.-a-d. le déterminant de la sous-matrice, de taille [n — 1,n — 1], extraite de A en
otant la i-éme ligne et la j-éme colonne.
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Exercice 2

0
B
On définit la matrice A par blocs de la facon suivante A = 0 | € M3(R)
1

0 0
avec B € Ms(R) et spec(B) = {1, Ao} ot |A1] < |Ao] < 1.

1. Calculer par blocs la matrice A2
2. Pour k € N*, calculer par récurrence A*.

3. Montrer que lim A" existe. Que vaut cette limite ?
k——+o0

+oo
4. Que peut-on dire de la série Z Ak
k=0

1 n
5. Pour n € N*, calculer C,, = — E A*.
n
k=0

6. Que vaut lim C,7?

n—-+o0o
v

0 ) € R3. Calculer Au.

7. Soit v € R? un vecteur propre de B, on pose u = (

8. Déduire spec(A).

9. En déduire les conditions pour que A soit inversible. Donner alors A~

Exercice 3

Soit A = (““ “12) C My(R).
Q21 A22
On note 019 = {z € C/ |ay; — z||age — 2| = R1R2} C C avec Ry = |aya| et Ry = |ag].

On note par ailleurs

B = {B = (all bl2) avec blg,bgl € C tels que |b12| = Rl et |b21| = RQ} C MQ(C)

ba1  ag

avec My (C) 'espace des matrices carrées complexes de taille 2.
1. Montrer que spec(A) C 0.
2. Montrer que pour tout B € B, spec(B) C 08 13.

3. Montrer que 9€;5 = U spec(B).
BeB
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