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@ Introduction. Rappels analyse de Fourier
© Analyse temps-fréquence
© Analyse temps-échelle

@ Bases orthonormées d’ondelettes
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Introduction

Définitions
e Un signal est la représentation physique de I'information qu'il convoie
de la source vers la destination.

e Les signaux analogiques représentent |'information par une grandeur
« continue » : ils sont définis sur R ou R2.

e Les signaux discrets représentent |'information par des suites de
nombres; ils sont définis sur les entiers Z.

Signal

Source  [NUN\UN\"\| Destinataire

Bruit
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Introduction

Un signal monodimensionnel est une fonction d'une variable, notée t,
qui prend ses valeurs dans R ou C.

Le support d’'un signal f défini sur R est I'adhérence de |'ensemble des
points sur lesquels |la fonction ne s’'annule pas :

supp(f) = {t € R/f(t) # 0}.

Un signal est stable s'il est intégrable :
f e L}(R) <:>/ |f(t)| dt < oo

R
Un signal est d’énergie finie s'il est de carré intégrable :

fel?(R) < Ef = / IF ()2 dt < oo.
R
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Introduction : Fourier

Transformée de Fourier de f :

Vv eR, f(v) = / f(t)e ™t dt.
R

Transformée de Fourier de inverse :

vVt e R, f(t /fl/)e+”’tdl/

Remarque : Si I'on note F la transformée de Fourier usuelle

(i.e. avec e¥2™1) on a la relation f(v) = Fy(f)(v/27).

Cette relation permet d’'obtenir immédiatement tout le formulaire pour la
transformée de Fourier réduite.
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Introduction : Fourier

Formule de Plancherel

/f t)dt 2ﬂ/f U)g(y
/R\f(t)|2dt=§/R!?(u)|2dy

Remarque : E; = 27 E¢.

Convolution

(fxg)(t /f(s)g t—s)ds—/ft—u (u)du = (g = 1)(t)

1
fxg=1~fg e fg=_—1F=xg
2T
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Introduction : Fourier

Un filtre linéaire H est un opérateur qui associe a un signal en entrée e,
un signal en sortie s : s = H]e].

Si H est linéaire : H[A1e1 + \aez] = MiH|e1] + AaH|ez]
et stationnaire : s = He|] = 145 = H[rge], ou Tg4e(t) = e(t — d).
Alors H est caractérisé par sa réponse implusionnelle h :

s=hxe <<= §=he.

h est appelée réponse fréquentielle du filtre H.
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Introduction : Fourier, interprétation

On peut écrire
F(v) = Ar(v)e™® M) oil Ar(v) > 0 et d¢(v) €] — m, +7], (mod.27)

Donc
1

T or

£(¢) / Ar(v)e O gy
R

f s’écrit comme « somme infinie » des fonctions trigonométriques

de toutes les fréquences qui forment son spectre.
Si h(v) = Ap(v)e’®r(),

g=hxf verifie Ag(v) = Ap(v)Ar(v) et O = Oy + O

Ceci permet de filtrer (enlever ou amplifier) certaines des fréquences qui
composent !

~

Note : 7(0) = / f(t) dt =composante basse fréquence de f.
R
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Introduction : Transformée de Fourier rapide (FFT)

On pose x(n) = f(to + nAt), 0 < n < N — 1, signal discret de durée finie.

Transformée de Fourier discréte

N—1
analyse : x(k) = Z x(n)e~2mkn/N =) —0 1. N—-1;
n=0
g Nl .
synthése :  x(n) = N %(k) /N p—0,1,...,N—1.
k=0

L'implémentation directe des ces formules nécessite O(N?) opérations
élémentaires (+, *).

En réorganisant les calculs, on obtient I'algorithme de la transformée de
Fourier rapide qui est en O(NIn(N)).
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Analyse des fréquences d'un signal s(t)

s_oct)=sin(2 IS0 SN2 T S(EJ=8iN2 P SI°t ) +sin(2Pr70°E (D, 1)
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Débruitage d'un signal s(t)
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Introduction : Fourier

L'analyse de Fourier est globale!
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Introduction : Fourier

L'analyse de Fourier est globale!
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Signal s(t)
sin(at?) | e Pt | sin(t)
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Analyse temps-échelle
(échelle=1/fréquence)

Besoin de « localiser » les fréquences !
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Analyse temps-fréquence

Buts :

© Localiser les variations du signal.

@ Traiter un signal au fur et 3 mesure.

D’ou l'introduction de représentations temps-fréquences,
par exemple la transformée de Fourier a fenétre glissante.

Comment « localiser » un signal en temps et en fréquence?

Quelle précision peut-on espérer pour (t,v)7
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Fenétre temps-fréquence

Soit f € L2(R), on rappelle que Ef :/ 1f (1)) dt = E;/2r.
R

le temps moyen de £ : tr=— [ t|f(t)dt;
R

1 R
la frequence moyenne de f : vy = £ / vIf(v)|?dv ;
R

;
1
) s il g - A2(F) = = /(t PRI (R dt
Er Jr
. . 20py_ 1 L UN212( N2
la bande utile de f : AL(f) = s (v —ve)?|f (V)| dv .
fJR
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Fenétre temps-fréquence

Le couple (f, 7?) se concentre sur la fenétre temps-fréquence :
[tr = Ac(f), tr + Ae(F)] X [vr = Dy (), vr + AL(F)]

d'aire 4A(F)A,(F).

b
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Fenétre temps-fréquence

Méme si les quantités tr, v, A¢(f) ou A,(f) ne sont pas définies,
il peut &tre intéressant d'utiliser la fenétre temps-fréquence pour illustrer le
comportement de (f, f).

1 t=a
La fonction f(t) =
o (t) 0 t#a
est localisée en temps (tr = a),
mais pas en fréquence. '

La fonction

Q@  f(t) = e = cos(at) + isin(at)
n’est pas localisée en temps,
mais en fréquence (v = a).

vp=a
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Fenétre temps-fréquence de la gaussienne

On pose g(t) = ce 2 ota>0etc= (O&/’/T)%.

La constante c est choisie de fagon a avoir E; = 1.

Vi

On montre que g(r) = — e 2a
c

1 «
Ona tr=vr=0, Ai(f) = o et A,(f) = \/;

. ! ‘ [ v } . [ 5 \/E]
a gaussienne se concentre sur —_—, —F— . —, _
& V20’ V2a >\ 2

fenétre temps-fréquence d’aire 4A(f)A,(f) = 2.

Exercice : Exprimer g(t) et g(v) grace a A¢(f) et A, (f).
Que constatez vous?
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Inégalité de Heisenberg

Théoréme :

Soit f € L? admettant une fenétre temps-fréquence bornée, alors

A(F)Au(f) =

N | =

@ On ne peut pas avoir de temps-fréquences petites par rapport a
chaque variable t et v.

@ La fonction gaussienne atteint la borne inférieure dans I'inégalité de
Heisenberg.
C'est la fonction la plus « concentrée » en temps et en fréquences.

Exercice : Soit f un signal de fenétre temps-fréquence bornée.

Pour tg € R, déterminer la fenétre temps-fréquence de f,(t) = f(t — tp).
Pour 1y € R, déterminer la fenétre temps-fréquence de f,,(t) = f(t)e'0".
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Transformée de Fourier a fenétre glissante

Soit w € L?(R) de fenétre temps-fréquence bornée et centrée en (0,0).

On appelle transformée de Fourier a fenétre glissante d'un signal
f € L?(R) la fonction

Remarques :
@ En pratique, on prend w réelle et paire.

@ L'information du signal f(t) a l'instant t = b est contenue dans
t — f(t)w(t —b):
on « restreint » f a la fenétre w(t — b)
et on calcule sa transformée de Fourier.
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Transformée de Fourier a fenétre glissante

On pose wy,,(t) = w(t — b)e'*, alors

A

(b.) /f wop (0 dt = /f(w)v@(w)dw

27T

Donc W¢(b,v) contient I'information (énergie) :
de f au voisinage de b et de f au voisinage de v .

Le spectrogramme |Ws(b,v) t)wp, (t dt

mesure |'énergie de f dans le voisinage temps—frequence de (b, v).

En 1946, Gabor a montré que la transformée de Fourier & fenétre glissante
est stable et permet de reconstruire le signal f.
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Transformée de Fourier a fenétre glissante

Théoréme (Gabor)
Soit w € LY(R) N L?(R), réelle avec E, = 1. Alors pour tout f € L?(R) :

ft) = —

/ We (b, v)wp,(t) dvdb, formule de reconstruction ;
s R2 ’

// |We (b, v)]? dvdb = 27 Ef = Ez conservation d’énergie.
R2

La TFaFG est une application non surjective de L?(R) dans L2(R?) :
f e l?(R) — Ws € [2(R?).

On représente un signal 1D grace 3 une fonction de deux variables.
Un élément ® € L?(IR?) doit vérifier des propriétés de redondance pour
pouvoir étre la TFaFG d'un élément f de L%(R).
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Exemples de transformée de Fourier a fenétre glissante

Pour les applications pratiques, différentes fenétres w sont utilisées :

o w(t) =g(t) = (a/m)ie 5",
c’est la transformée de Gabor;

o w(t) = (1 - |t|/a)H[,a7+a](t), a > 0, fenétre triangulaire;

o w(t) = (a Y (1-a) cos(m/a))ﬂ[_a,+al(t), a>0 acl01];
pour « = 0, on a un cosinus tronqué sur [—a, +al;
pour a = 1, on a une fenétre rectangulaire, v,, pas définie;
pour o = 0.54, on a la fenétre de Hamming.
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Calculs

On pose x(n) = f(to + nAt), 0 < n < N — 1, signal discret de durée finie,

et w(n), =N +1 < n <N —1, les coefficients discrets de la fenétre réelle
N-1

et symétrique, i.e. w(—n) = w(n) pour 1 <n< N —1, et Z w(n)? =1.
n=0

Transformée de Fourier a fenétre glissante discréte :

N—-1
W (k, 1) = x(n) w(n — k) e~ 2min/N k,l=0,1,....,N—1}
n=0
1 N—-1 N—-1 .
x(n)= D w(n—k) D Wilk, )™M n=01.. N-1
k=0 1=0

Pour tout 0 < k < N, W,(k,!) s’obtient par la FFT de x(n)w(n — k),
la décomposition est donc en O(N2In(N)). De méme pour la

CCOl O
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Conclusions

La transformée de Fourier & fenétre glissante permet d'analyser un signal
dans une fenétre temps-fréquence
[b— Ac(w), b+ Ae(w)] x [V — Bu(w),v+ Ay (w)]

Ces fenétres sont fixes :
on a toujours la méme résolution en temps et en fréquences.

Certains signaux sont une succession de phases stationnaires, ou la
fréquence est stable sur une longue durée, et de phases transitoires, ou il y
a de fortes variations de fréquences sur une courte durée.

D’ou I'idée d'adapter les dimensions des fenétres temps-fréquence.

Exercice : Réfléchir a I'implémentation de la TFaFG discréte en utilisant la
fonction ££t () de Matlab ou Scilab.
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Analyse temps-échelle

Etudions I'influence d'un changement d'échelle sur les fenétres
temps-fréquence.

Soit f € L?(R), pour a > 0, on pose f,(t) = f (g)

E,;_/R‘fG)r dt = aE; .

() :/Rf (5) e dt — af(av) .
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Analyse temps-échelle

Action d’un changement d’échelle sur 7(t),
avec f,(t)=f(t/a) et 0 <a'< 1 <a:

G. Koepfler (Univ. Paris Descartes) De Fourier aux ondelettes 2010-11 27 / 57

Analyse temps-échelle

On a Ai(fa)AL(f) = Ae(F)AL(F), de plus

o Delh) L ve _ Duf) 1
tr N At(f) n 143 a A,/(f) a

Soit 0 < &’ < 1 < a, on construit les fenétres t-f. de f, 1,/ et £, :

v

AVU Y

Yo T

(0 . i At

Yo

N

N
) ) :
1 1 I
i i Ya

t
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Analyse temps-échelle

Définition :

On appelle ondelette analysante réelle, une fonction ¥ : R — R,
qui est dans L}(R) N L%(R), Ey = 1, définissant une fenétre
temps-fréquence bornée et vérifiant la condition d’admissibilité

+oo |\
Ky = / _\\U(y)| dv < 0o
0 1%

Remarque : On montre qu'alors U(0) = / V(t)dt =0,
R

Donc WV est une fonction oscillante, amortie a I'infini.
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Analyse temps-échelle

A la fonction W on applique une translation de b € R et un changement

d’échelle a € R% -
1 t—b
Wb,a(t):\/gw< p >

On a alors conservation d'énergie : Ey, = Ey =1 et

Wy ,(v) = Vab(av)e P,

Pour W paire, on a ty = 0 et comme WV est réelle 1y = 0.

Finalement, ty, =b, wny, 6 =0,

De(Wp o) = a A (V) et A, (V5,) = %A,,(\IJ).
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Exemple : ondelette de Morlet

£2
V(t) =ce z cos(5t),

Ondefata de Motst

avec c telle que £, =1

Ondeeita de Morlst a-2
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Exemple : ondelette de Morlet (suite)

V() =c/n/2 (e’(t“’)z/2 + e*(t’5)2/2) :

TF endsisits de Morlet 8-2
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1 pour0<t<1/2;

© Ondelette de Haar : W(t) =¢ —1 pour —1/2<t<0;
0 ailleurs .
N in2(v/4) _.v
On montre que V(v) = iM e '2.
v/4

Exercice : tracer Wy , et lle,a poura=121/2et bh=0,2,-2.

+2

@ Le chapeau mexicain : U(t) =¢; (1 —t?)e™ 2,
¢y est telle que Ey = 1.

C'est la dérivée seconde de la gaussienne (au signe pres),

+2

et U(v) = ile 7.

Exercice : tracer Uy, et ‘j’b,a pour a=1,2,1/2 et b=0.
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Transformé en ondelettes

Définition :
On appelle transformée en ondelettes (réelle) d'une fonction f € L?(R),
associée A une ondelette analysante W, la fonction

Cf o RXRi — R
(ba) +— Crlb.a)= [ F(e)¥pa(t)
R

Le coefficient d’ondelette
1 N
Cr(b,a) = / (W, .(t) dt = — /3 / P\ 0 (av) e+ du
R ’ 27 R

mesure les variations a I'échelle a au voisinage de t = b.

Exercice :
Pour d € R, on pose f;(t) = f(t — d), calculer C¢, (b, a).
Pour aw > 0, on pose f,(t) = f(t/a)/\/«a, calculer C¢ (b, a).
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Transformé en ondelettes

Théoréme (Morlet-Grossmann, 1984) :

Soit W une ondelette analysante réelle, alors pour tout f € L?(R) :

1 (0.0]
f(t) = — / / Cr(b,a)Vp 5(t) db;/a) formule de reconstruction ;
Kv Jo Jr a
/ / |Ce(b, a)? dl;ja = Ky Ey, conservation d'énergie.
o Jr

La TO est une application de L?(R) dans L?(R x R* ; dbda/a?) :

elle représente un signal 1D grace a une fonction de deux variables (b, a).
Comme pour la TFaFG, un élément ® € L2(R x R* ; dbda/a?) doit vérifier
des propriétés de redondance pour pouvoir étre la TO d'un élément  de
L2(R).
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Calculs TO :

On pose x(n) = f(to + n), 0 < n < N — 1, signal discret de durée finie,

(At =1).
WV ondelette réelle, paire, avec :
supp(V) = [-1/2,1/2] donc supp(¥(t/a)) = [—a/2,+a/2].
Discrétisation : t — n et a — 2/, mais pour quels j € Z7?
Il suffit d"avoir
longueur[supp(V(t/a))] = a < N = longueur(x) : 2 < N
et longueur[supp(V(t/a))] =a > 2 =2At: 2 >2
Finalement 1 <j <Iny(N)=psi N =2°P.
On pose 9(n,j) = 279/2W(27/n) et alors
N—1
Culn ) = S x(K) vk —n,j), 0<n<N1<j<J<p.
k=0
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Calculs TO (suite)

¥ f\
1| '|“
17#" ‘
/ H\ m

Il
* F

\ |‘
‘M

|
il

40

s est composée de : sin(at?) | e Pt | sin(t)

a droite on a affiché |Cs(n,j)| (a =2 /=v\).
On a toujours une représentation redondante de s par les coefficients
Cs(b, a).
Dans la suite, on va construire une base de L?(R) permettant de
représenter s en temps et échelle.
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Introduction : bases orthonormées d'ondelettes

@ On a vu dans ce qui précéde que I'analyse temps-échelle permet
d’analyser certains signaux plus finement que I'analyse de Fourier.

o Il reste néanmoins la complexité des calculs et le probléme de la

redondance de la TO continue.

@ Dans la suite, on va construire une représentation de f dans une base
dont les éléments peuvent étre interprétés en termes de temps-échelle :

F(t) = cnjWay(t).

njezZ
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Analyse multi-résolution (AMR)

Rappel : I'espace vectoriel L?(R) est muni du produit scalaire

<f,g >:/f(t)g(t)dt, ainsi Ef =< f,f >.
R

Une analyse multi-résolution est une suite (V;);cz de sous-espaces
vectoriels fermés de L2(R) vérifiant :

Q |l existe p € Vj telle que {p(t — n)}nez soit une base de V.
t
@ Pourtout jeZ: f(t)eV, & f(§> € Vin.

@ Pour tout (j,k) € Z : f(t) € V; & f(t — 2k) € V;.
© Pourtout j € Z, Vi1 CV;:
{O}c...cVhcViCcVyCViCV,C...CL%R)
ou lim V;=I%(R) etjjToo\/j:{O}.

Jj——00

v
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Analyse multi-résolution : interprétation

@ Pour tout f € Vg ona f(t) = Za[n] o(t — n).

neZ
On peut échantillonner les éléments de V.

o Vj est un espace d'approximation a I'échelle 2/ (résolution 27/) :
t .
— f(0— :
feVO@f<2j>ff(2 t)e V.

o f(t) eV, & f(271t) € Vi affirme qu'une dilatation de 2
(=chgt d’échelle avec a =2) de f € V,
donne une approximation dans Vjq, i.e. a I'échelle 21+,

Comme Vj;1 C V;, une approximation a |'échelle 2/*1 g'obtient
aussi comme approximation a I'échelle (plus petite/fine) 2.

Note : petite échelle = grande résolution !
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Analyse multi-résolution (AMR)

La figure suivante permet d'illustrer les hypothéses :

Jit/2) dans ij’ Sit) dans PI}. Ji2t) dans 'VI}._;
} \ } Il J } | ] J I 1 11 I
1 T T T L 1 — T Tt
0 2 0 1 0 12
- - -—
i+1 i j—1
2! 2 >

Jiei2=2) dans V_,l'+f Sii=1) dans V.
| J | L | | ] L L |
T T T T T T T T T T T T
0 2 4 0 1 2
e I -
2d*1 2!
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Analyse multi-résolution (AMR)

Définition :

La fonction ¢ € V4 est appelée fonction échelle.

1 t—2in _; _;
Onnote:can(t):@go( 7 >:2 i12p(2 It—n)eV;

Pour tout j € Z,
les fonctions {¢n j}ncz forment une base orthonormée du s.e.v. V;.

1 t
On a ¢o1 :ﬁSO(E) € Vi C VW,
1

+o00
doi Iequation d'echelle - - ¢ (é) = > hnlg(t—n).

Les coefficients (h[n])necz sont uniques.

n=—oo
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Base orthonormée de [%(R)

Soit {V;}jez une AMR de L?(R), f € L*(R).
On note Py,f la projection orthogonale de f sur V;,

Py, f est I'approximation de f a I'échelle 2/.

Py,_,f est I'approximation de f a I'échelle (plus fine) 20/ =21
Or, V; C Vj_1, on note alors W, le s.e.v. orthogonal a V; dans V;_; :

Vi = Vi@ W,

W; est appelé espace des détails a I'échelle 2=l et on a

'D\/j,lf = P\/jf-i- ijf

o’

Donc I'approximation a 'échelle fine 2/~ est la somme de I'approximation
a I'échelle grossiére 2/ et des détails a I'échelle 2/,
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Base orthonormée de L?(RR)

La figure suivante montre la décomposition de . f sur Py.f et Py f :

Bfdans V ;4 Pfdans V. Pf dans W
Y J
| = +
Il } Il | ] Il } 1 Il Il Il
T T T T T T T T T T T T
o 1 0 1 0 2 1
-~ R — -
S 5 i1

Vigj: Wi LW

Vi: Via=W,oW oW o..0W ...

LPR)=.. oW _10oW, oW ...
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Construction d'une orthonormée d'ondelettes de L*(R)

(Meyer, Mallat, 1989)

Soit € L}(R) N L2(R) une fonction échelle et (h[n]),cz définie par :
+00
1 t
73¢(5) = 20 Alalete—n).

On pose alors, pour tout n € Z, g[n] = (—=1)17"h[1 — n]

et on considére I'ondelette W(t) € L2(R) telle que :

1 2

7Y (5)= X alrlett—n).

i.e. telle que W(t/2)/v/2 € Vg, ol encore W(t) € V_1 = Vo & Wp.

On montre que V(t) € W,
et que {W(t — n)},ez est une base orthonormée de W.
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Construction d'une orthonormée d'ondelettes de L?(R)

(Meyer, Mallat, 1989)

On pose

1 t—2n . »
\Un,j(t):\@w< > >:21/2\U(2 It —n).

Alors, pour tout j € Z, {W, j(t — n)}ncz est une base orthonormée de W;.

Finalement,
{W,;(t — n)}njez est une base orthonormée d’ondelettes de L2(R).

Exemple : Ondelettes de Haar. ¢(t) = Ig 1[(t) et

V, = {f € L2(R)/f est constante sur [n2/, (n+ 1)2/[,n € Z}.
On montre que h[0] = hA[1] = 1/+/2 et h[n] = 0 pour n € Z\ {0,1}.
On en déduit (g[n])nez et I'on obtient I'ondelette de Haar :

W(t) = I o11(t) — Ljo,1/21(2) -
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Algorithme fwt

Soit f € [?(R), on suppose f connue a I'échelle 2/, i.e. Py,f donnée.
Comme V; = Vi1 ® W1 on a la relation :

P\/Jf: P\/j+1f+P|/|/. f

j+1° 0

et comme
Py, f = Z aj[n] ¢nj(t),
nEL
Py f = ajnlnlenjia(t) et Puy, f = dialn] Wajia(t).
neZ neZ

But : exprimer (aj11[n])nez et (djy1[n])nez en fonction de (aj[n])ncz J
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Algorithme fwt

Théoréme (Mallat 1989) :

Décomposition de Py.f sur Vi1 & Wiy :

—+o0
pour tout k € Z: aj11[k] = Z h[n — 2k]aj[n],

n=—oo

—+00

diall = Y gln—2Kajln].

n=—oo

Reconstruction de Py.f a partir de Py, f et Py, f:

pour tout n € Z :

400 +oo
= S hn— 2ol + S gln— 2K dlk]
k=—o0 k=—o0
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Algorithme fwt, interprétation :

e Posons, pour tout n € Z, h*[n] = h[—n], i.e. on inverse la suite (h[n])ncz.
La convolution discréte de (aj[n])necz par (h°[n])ncz est donnée par :

slm] = (h* xa)[m] = > h°[m — nlg[n] = > _ h[n — mlg[n],
neZ nez
ajr1[k] = s[2k] = (h* * aj)[2k] .
On obtient (aj41[n])nez par une convolution et une décimation par 2.

ajr1lk] sil=2k
0 sil=2k+1
i.e. on insére des 0 dans la suite (aj41[n])nez.Alors

(hxaly)(n) = hln—Naj [ =" hin— 2k]aj1[K].

1€Z kEZ

e Posons, n € Z, aj’-+1[/] =

On obtient (aj[n])ncz par insertion de zéros tous les 2 et convolution.
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Algorithme fwt, schéma fonctionnel

Pour la décomposition / analyse :

aj
5 2 5 2
h v “jri I v j+2
5 d o8 d
8 1] 2 _]+1r & v z .H'2

Pour la reconstruction / synthése :

9js2 E h @“" Y1 2 i ®_'

.
J

dj+2 T 2 & d_j'-f—f 1 2 &
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Produit tensoriel de sous-spaces vectoriels de [?(IR)

Soient F et G deux s.e.v. de L2(R),
on définit le produit tensoriel de f € F et g € G comme suit :

Pour tout (x1, x2) € R2, on pose (f ® g)(x1,x2) = f(x1)g(x2).

Le produit tensoriel des s.e.v. F ® G est un s.e.v. formé des éléments

+oo
h(a,xe) = Y fm(x1)gm(x2)
m=—o0
ot fneFetgmeG.
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Bases d'ondelettes séparables de L?(IR?)

Si {V;}jez est une AMR de L?(R),
alors {\/j2}jEZ est une AMR de L?(R?), ot \/j2 =VioV,

Pour n = (n1,m) € Z2 et x = (x1,x) € R?, on pose

1 X1 — 2jn1 X2 — 2jn2
aln) = i) i) = g0 (2 ) o (2572

2 2
Alors {7 ,}nez2 est une b.o.n. de V7.

On définit le s.e.v. supplémentaire orthogonal, VVJ-2 grace a :

2 /2 2
V= View,
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AMR de [2(R?)

Théoréme

Soit ¢ une fonction échelle d’'une AMR de L?(R) et W I'ondelette associée.
On construit trois ondelettes dans Wg C L?(R?), pour x = (x1, x2) :

V(x) = (x)¥(x2) s W2(x) = W(xa)p(x) s W3(x) = W(xa)V(x2) -

Pour 1 < k <3, x = (x1,x2) et n = (n1, n2) on pose :

1 x1—2n xo—2n
k _ Lk 1 X2 2
Alors la famille d'ondelettes {\IJJ1 w2 \Uin},,ezz est une b.o.n. de sz

7n7 J’n7
et {\U}’n,\lfj?’n,\llin}(j’n)ezz est une b.o.n. de [?(IR?).
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Décomposition d'une image

Di(f), taille 27 x 27

Ao(f), taille 28 % 28

D2(f), taille 27 x 27 D}(f), taille 27 x 27
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G. Koepfler (Univ. Paris Descartes)

Décomposition d'une image

Décomposition a l'ordre J = 3 : Dj(f) , 1<, j <3, et As3(f).

Pour les détails D;(f) 1 < i,j < 3, on représente la valeur absolue avec affichage en inversion vidéo

i.e. [DI(F)I, €]| =0 — blanc et [Di()[f, c]| = “grand’’ — noir.
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