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1 Introduction

Dans ce cours on va introduire des outils mathématiques pour résoudre un probleme
d’optimisation dont la forme abstraite générale est la suivante :

Soit E un ensemble, K C E et une application J : E — R, on veut résoudre le
probleme

e K
(P) { J(z*) = inf J(z)

zeK
On dit que (P) est un probleme d’optimisation ou probléme de minimisation de la fonction
J sous la contrainte v € K.
Si K = E on a un probléeme sans contrainte. La fonction J est appelée fonction cout,
fonction objectif, fonction économique.
En remplagant J par —J on transforme un probleme de maximisation en probleme de
minimisation.
Un point z* est un minimum local de J sur K s’il existe un voisinage V de z* tel que
J(z*) < J(x) pour tout z € K NV.
Un point z* est un minimum local strict de J sur K s’il existe un voisinage V de z* tel
que J(z*) < J(x) pour tout z € K NV, x # z*.
Une suite (z,)neny de points de K est une suite minimisante si nl_lgloo J(x,) = mlg}f{ J(x).
Une telle suite existe toujours, par définition de inf, par contre on ne sait rien au sujet de
sa convergence éventuelle.

Pour résoudre le probleme (P), il faut se poser les questions suivantes :

e Est-ce que in}f( J(x) existe 7 c.a.d. est-ce que J est bornée inférieurement ?
re

e Est-ce que l'infimum est atteint dans K 7 c.a.d. est-ce qu’il existe z* € K vérifiant
J(z") = mi}r{l J(z)?
jAS]

e Est-ce que z* est unique ? Sinon, quelle est la taille de I’ensemble des solutions ?

e Est-ce que I'on peut caractériser x* 7 c.a.d. peut-on trouver des conditions nécessaires
pour caractériser un minimum : «si x vérifie (P), alors x vérifie la propriété N(x)»
et/ou trouver des conditions suffisantes pour étre un point optimal :

«si x vérifie la propriété S(x), alors x vérifie (P)».

e Trouver un algorithme d’optimisation pour déterminer la, resp. les, solutions de (P).

Pour répondre a ces questions on est en particulier amené a étudier

- la structure de E : espace vectoriel, muni d’une norme, d’un produit scalaire, de dimen-
sion finie ou infinie, ...

- les propriétés de K C E : fermé, borné, convexe, ...

- les propriétés de J : E — R : continuité, différentiabilité, convexité, ...

Dans les chapitres suivants on va donner des éléments de réponse a ces questions.
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Exemples :

e Un banquier explique a son client que pour étre non imposables, les quantités x; d’actions
du type A; (i = 1,2) doivent vérifier 3x; + x5 < 3. Or le client voulait 21 = 4 et x5 = 1/3.
Que peut lui proposer le banquier comme solution non imposable, mais la “plus proche”
de la répartition souhaitée par le client ?

L’ensemble de contraintes est K = {(x1,73) € R? /x1 > 0,29 > 0,32, + 29 < 3}

et on cherche (z7,z3) € K qui minimise la distance de (4,1/3) a K.

e Un dispositif expérimental fournit aux instants ¢; € R les mesures y; € R (1 <1i < m),
n
or, pour le phénomene étudié, on a un modele paramétrique m(t) = Z xjw,(t)
j=1

ou les z; € R sont les parametres et w; : R — R des fonctions réelles, linéairement
indépendantes.

On veut adapter au mieux les parametres du modele aux données expérimentales, pour
ceci on compare la mesure y; a la valeur que donne le modele m(¢;) a l'instant ¢; et on
minimise leur écart. Sans hypotheses restrictives sur les parametres x = (1,...,,), on
a un probléeme sans contraintes :

2

m n
Iin Yy = Y ww(t)
i=1 =1

e Sur une période de temps fixé T, un individu peut choisir entre la consommation de
deux biens X et Y pendant son temps libre. Son degré de satisfaction est mesuré par
une fonction utilité u qui dépend de la durée du temps libre [ et de la quantité de biens
consommeés, x et y.

On note Py, resp. Py, le prix unitaire de X, resp. Y, et S le salaire par unité de temps.
Si on suppose que le consommateur dépense tout son salaire dans la consommation de X
et Y on a un probleme d’optimisation avec contrainte égalité :

maximiser la fonction u(x,y, ()
sous la contrainte Pyx + Pyy = (T —1)S.

Les prix Py, Py et le salaire S sont les variables exogénes, tandis que la quantité de biens
consommés x, y et le temps libre [ sont les variables endogenes de ce modele.

e Un réseau informatique possede trois points d’acces : A, B et C avec entre A et B une
liaison avec une bande passante maximale c; et entre B et C' une bande passante maximale
co. Trois utilisateurs ont des données a transférer : le premier entre A et B la quantité xq,
le second entre B et C' la quantité zo et le dernier veut transmettre la quantité x3 de C'
vers A. Chaque utilisateur a sa fonction de satisfaction u;(x;).

En supposant les bandes passantes comme étant additives, on veut

maximiser la fonction u(xy, z9,3) = Y  u;(x;)

M-

IA L

2

sous les contraintes inégalités xy +x3 < c; et xo + 123 < cy.

Si l'ingénieur systeme veut que le réseau tourne en régime maximal, on obtient des
contraintes égalités : 1 + 23 =c1 et 294+ 23 =co.
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2 Espace vectoriels normés

Soit E un espace vectoriel sur R (ce sera le cas pour toute la suite de ce cours).

DEFINITION 2.1
Une norme sur F est une application z — ||z|| de E dans R, telle que

(1) VeekFk : |z]|=0&2=0g
(1) Vax e E;VAeR || Ax|| = |\ ||z
(iid) V(z,y) € EXE - [lz+y| < |zl + [yl

Exemples :

1. Soit E =R% pour x = (z1,...,74) € R on définit les normes :

d d 1/2
mmzinm,nwf{ﬁymﬂ - Neloe = max i
=1 =1 -

On a les inégalités classiques suivantes :
Vo € R [|zfloo < [l2lla < [lz]ly et [lz]l < Ve||z[ly < ] -

2. Soit E = C([a,b],R), l'espace vectoriel, de dimension infinie, des fonctions réelles
continues sur l'intervalle [a, b]. Pour f € E on définit les normes :

b b 1/2
1= [ st W= ( [ @Pa) e = maxlcl.

On a les inégalités :
VfeC(la,b],R): |Ifllh <Vb—allfllz < (b—a)llflle -

Dans ce cas on n’a pas les inégalités inverses : Soit n > 2, posons, pour z € [0, 1/n],
fo(z) = —2n%z+2n et pour x € [1/n,1], f,(z) = 0. Alors || fu]l1 = 1 et || fulle = 2,
I'on ne peut avoir || fulleo < ¢ || fnll1-

Exercice : Etudier la suite de fonctions (fn) de E, définie, pour n > 3 par :

0 pour = € [0, o]
t— n
folx) = 3 _O; pour x € (o, By] o, =1/2—1/net 5, =1/2+1/n.
1 pour z € [, 1]

La suite de fonctions converge simplement vers la fonction f ¢ E définie par

0 pourx € [0,1/2]
f(x)=4 1/2 pourz=1/2
1 pour z €]1/2,1]

Onallfo—fll1 <1/n, [fa—Ffll2 < 1/v/net | fo—fllo = 1/2. On a donc convergence
de f, vers f pour ||.||; et ||.||2, mais pas convergence uniforme ||.||s.

Les espaces (E,|.|]1) et (E,].]|2) ne sont pas complets, tandis que (E,||.||e) est
complet.

2 ESPACE VECTORIELS NORMES
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ProPOSITION 2.1

Les applications EF x E — FE i RxEF — E ; F — R,
(z,y) — z+y  (Nz) — Az — [z

sont continues.

PROPOSITION 2.2
Soient (E,||.||g) et (F,|.||r) des e.v.n., ® : E — F une application linéaire, alors

® est continue < Je > 0,Vr € E || P(2)||r < ¢||z|| g -

PROPOSITION 2.3

Soient (E,||.||g) et (F,|.||r) des e.v.n. On note L(E, F) l'e.v. des applications linéaires
continues de E dans F'.

Pour f € L(E,F) on pose ||f]|= sup | f(x)|F-

lzlz<1

Alors : (i) f+ | f|l est une norme sur L(E, F);

(i) Vee E:|f@)lr <[fll 2z

Gii) |fll= swp [f@lr= swp [f@)lr= sp DI
2]l m<1 2] m=1 veBa20p |12 E

Application : Si dim £ = n et dim F' = m alors f : E — F linéaire est représenté par
une matrice A de m lignes et n colonnes, on peut alors définir une norme de matrice
subordonnée aux normes vectorielles par

Ax
JAl = sup [Aalp= sup LAZllE
2] p=1 veEaz0p ||T||E

PROPOSITION 2.4
Soit (E,|.||g) un e.v.n. On note E' = L(E,R) I'e.v. des formes linéaires continues sur F,
alors :

Une forme linéaire f € E' si et seulement si ker f est fermé dans E.

3 Espaces vectoriels normés de dimension finie
PROPOSITION 3.1

Soit (E,|.||) un e.v. normé de dimension finie d, soit {ey, ..., eq} une base de E.
Alors I'application & : (R |1 00) — (E,||Ill) est une bijection continue.
d

a:<a17"’7ad) = Zaiei
=1

De plus @' est aussi continue, ® est donc un isomorphisme topologique de RY sur E.

Note : Grace a l'isomorphisme ® on obtient de nombreux corollaires qui facilitent la
manipulation des e.v. de dimension finie.
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COROLLAIRE 3.1
Sur un e.v. F de dimension finie toutes les normes sont équivalentes :

Jer, 0 € R,V € E:oqz]] < ||z < ealz]|”.

COROLLAIRE 3.2
Soit (E, ||.||) un e.v. normé de dimension finie, alors E est complet.

COROLLAIRE 3.3
Soient (E,|.||g) et (F,|.||r) des e.v.n., on suppose que E est de dimension finie. Alors
toute application linéaire de E dans I’ est continue.

PROPOSITION 3.2
Soit (E, ||.||) un e.v.n., F' un sous-espace vectoriel fermé dans (E, ||.||) et W un sous-espace
vectoriel de dimension finie. Alors W + F' est un sous-espace vectoriel fermé dans (E, ||.||).

COROLLAIRE 3.4
Soit W un sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un e.v.n. (E, ||.||), alors W est fermé
dans (E,||.|).

4 Espaces euclidiens. Espaces de Hilbert

Soit E/ un e.v. réel et ¢ : £ x E — R une forme bilinéaire symétrique, i.e.

(1) V(z,y) € E*: ¢(x,y) = d(y,2);
(2) Y(z1,22,y) € E* V(A1, A2) € R?: p( M1 + Aaa, y) = Mid(21,y) + Ao (22, y) ;
(2)) V(z,y1,92) € E* Y(pa, pi2) € R? = ¢, payy + pioyz) = pad(x, y1) + pod(z, ) -

On dit que ¢ est positive ou semi-définie positive si : Vo € E : ¢(x,z) > 0.
On dit que ¢ est non dégénérée si : Vo € E: ¢(x,2) =0 <z = Op.
Si ¢ est positive et non dégénérée, on dit que ¢ est définie positive.

DEFINITION 4.1
Une forme symétrique, bilinéaire, définie positive ¢ est un produit scalaire sur E.

L’application x + ¢(x, z)'/? définit alors une norme sur E.

On note ¢(x,y) =< z,y >= (x/y) et < z,z >= ||z

DEFINITION 4.2

e Un e.v. E, muni d’un produit scalaire < .,. > est un espace préhilbertien.

e Un espace préhilbertien (E, < .,. >) est un espace de HILBERT s’il est complet pour la
norme associée a < .,. >.

e Une.v. E de dimension finie, muni d’un produit scalaire < .,. > est un espace euclidien.

4 ESPACES EUCLIDIENS. ESPACES DE HILBERT
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Exemples

1. Soit E =R% pour « = (z1,...,74),7 = (y1,...,yq) € R? on définit :

d d
<x,y>:inyi, <x,x>:Zx§:Hx||§.
i=1 i=1
(R?, < .,. >) est un espace euclidien.

2. Soit £ = C([a,b],R), pour f,g € E on définit :

b b
<#m>=/fwﬂwﬁ,<fj>=/fwmhﬂﬂé

(E, < .,.>) est un espace préhilbertien.

PROPOSITION 4.1
Soit ¢ une forme bilinéaire, symétrique, on a les égalités suivantes :

e Vz,y€ E:dp(xz+y,x+y)=d(x,x)+2¢(x,y) + ¢(y,y) ;

° Ega]ité de polarisation :
Vo,y € E:p(x+y, v +y) — oz -y, —y) = 4¢(z,y);

e Egalité du parallélogramme :
Vo,y € E:d(x +y, v +y) + olx —y,x—y) =2(¢(z,2) + oy, y)) -

Si ¢ est de plus positive, on a :

e Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ :
Vi,y € B¢z, y)| < ¢z, 2) oy, y)'?;

e [négalité de MINKOWSKY ou triangulaire :
Yo,y € Bz +y,x+y)? < o, ) + oy, y)"?;

Soit (z,y) € E, si ¢(x,y) = 0 on dit que = et y sont orthogonaux pour ¢.

PROPOSITION 4.2

Soit < .,. > un produit scalaire sur E, alors

eonal<zy>|=<xzx>"<yy>"2=|z|||y| siet sculement si
il existe A € R tel que y = Az ;

e l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ permet de définir I'angle, <{(z,y), entre deux vecteurs
non nuls x et y, tel que

<.y >= el Iyl cos (<(z,)).

o Vyc F:<uz,y>=0<«x=0pg, cad. le vecteur nul, O, est 'unique vecteur qui est
orthogonal a tous les vecteurs de E.
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5 Théoreme de projection

DEFINITION 5.1
Soit E¥ un e.v. réel et K C E, on dit que K est convexe si

V(z,y) € KAVvte[0,1] :ta+(1—-t)ye K .

On note encore [z,y] C K.

THEOREME 5.1 (PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME)

Soit (K, < .,.>) un espace de HILBERT et K C E un sous-ensemble convexe, fermé et non
vide.

e Pour tout x € F, il existe un unique x* € K tel que

*|| : .
lz = 27| = min [z —of| (1)

On note alors * = Py la projection de x sur K, de plus (1) est équivalent a

@) {x*eK

<r—zv—x"><0 YweK
e [’application Py : E — K vérifie :
V(z,y) € E? . ||Pgx — Pry| < [lz =y,

c.a.d. la projection n’augmente pas les distances.

e [’application Py : E — K est linéaire si et seulement si K est un sous-espace vectoriel,
dans ce cas (1) est équivalent a :

3) {x*eK

<rxr—zv>=0 YweK

—
c.a.d. le vecteur v — x* = z*x est orthogonal a K.

5 THEOREME DE PROJECTION



8 UFR de Mathématiques et Informatique, Université Paris Descartes

5.1 Applications

1
Exemple 1 : On veut déterminer « = min / (t* — at — b)*dL.
(a,b)6R2 0
On considere 'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré deux
E={p:[0,1] — R /p(t) = ast® + art + ay, (ag, a1, ay) € R3}
1

que I'on munit du produit scalaire < p,q >= / p(t)q(t) dt.
0

(E,< .,.>) est un espace euclidien et K = {u:[0,1] = R / u(t) = a1t + ag, (a,b) € R*}
est un sous-espace vectoriel de dimension finie 2, c¢’est donc un sous-ensemble fermé,
convexe.
Le probleme initial s'écrit alors : chercher a = min |p — ull3 pour p(t) = t2.
ue
D’apres le théoreme de la projection, il existe Pgp = p* € K unique, vérifiant
lp—p*lla = mlll(”1 lp — v||2, la fonction affine p* sera la projection orthogonale de p(t) = t*
€
sur le plan vectoriel K.

On détermine facilement p* en utilisant la caractérisation (3) :
1
YVoe K,0=<p—p*ov>= / (t* — at — b)v(t)dt.
0

On prenant pour v les fonctions ¢ — 1 et t — ¢t qui forment une base de K, ’on obtient :

1/2a+ b=1/3 oll @ = = — — |42 2Y(12  |[+2_ 2 _
{ 3at 1/2b—1/a dota=1b=—-1/6et a=|["=Pe()|" = |["=t+1/6]" = 1/180

Exemple 2 : Pour 2 = (z1,73) € R? ||z > 1, trouver le rayon 7 du plus grand
disque fermé By(x,7) qui a un seul point de contact avec le carré [—1,+1]2. Donner les
coordonnées de ce point.

On considere ce probleme dans 'espace euclidien standard (R? < .,. >),
K = [—1,+1]? est un ensemble fermé et convexe.
Siy = (y1,y2) € K , alors la distance de x a y est || —y||, le point cherché z* vérifie donc
r= o — 27| = min flz — y].
-1 siz;, < -1
Donc z* = (z7,23) = Px(z) existe et est unique, et z; =< x; si|z;] <1
1 siz; > 1
Noter que Pk n’est pas linéaire.

5.2 Meéthode des moindres carrés

Résolution de systemes linéaires.

Soit A une matrice de taille (m,n), b € R™, on cherche a déterminer la solution = € R",
du systeme linéaire a m équations et n inconnues : Az = b.

Si m = n et A inversible il existe une solution unique z = A='b ;

si m > n on a un probleme surdéterminé et, en général, il n’existe aucune solution de
I’équation Az = b ;

5.1 Applications
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si m < n on a un probleme sous-déterminé et on peut avoir une infinité de solutions
vérifiant le systeme linéaire.

On dit que z* € R" est solution du systeme Az = b au sens des moindres carrés si x*
minimise [|Az — bl|y/gm -

Ici E =R™ et K =ImA s.e.v. de R™, donc fermé et convexe.

Approximation.

Dans le second exemple de la page 2, on a considéré le probleme sans contraintes :

n 2

= wjw;(t:)
j=1

min
TER?

C’est une minimisation au sens des moindres carrés qui revient & minimiser min ||y — Ax m
B 2/R™ 1
:L'e n

ou A est la matrice a m lignes et n colonnes, d’éléments A; ; = w;(t;).

Cas particulier : si m(t) = x1 + xt, on veut adapter une droite aux nuage de points
(t;,y;), on parle alors de régression linéaire.

Une interprétation statistique de la méthode des moindres carrés est donnée par ’exemple
plus général suivant.

Maximum de vraisemblance.

Dans un dispositif expérimental on mesure aux instants ¢; les données y; (1 < i < m),
or le phénomene étudié est modélisé grace a une fonction ¢ qui dépend du temps t et de
parametres x € R™.

On note ¢; = y; — ¢(x, t;) , la différence entre le modele et les observations et 1’on suppose
que ces erreurs sont indépendanges et identiquement distribués (i.i.d.) de loi A/(0,0?) et
de densité g,(€) = o= exp (—53) -

La vraisemblance des observations y;, j = 1,...,m, est donnée par

m

yvx U Hga 62 - 27'('0'2) % €xXp <_§Z Y 0_2 ) .

i=1

Pour obtenir le mazimum de vraisemblance, a o fixé, il faut déterminer

min 23", — (e, 1))
i=1

c.-a-d. résoudre un probleme des moindres carrés non linéaire.

Ici K = {(¢(x,t1),...,0(z, 1))/ € R*} C R™ dépend de fagon non linéaire de z a
travers ¢ . On ne peut pas appliquer le théoreme directement.

5 THEOREME DE PROJECTION
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6 Adjoint d’'un endomorphisme

LEMME 6.1
Soit (E, < .,.>) un espace euclidien, f et g des applications de E dans E, on a :

f=9 & V(y ek : <z fly)>=<uzgly) > .

PROPOSITION 6.1
Soit (E, < .,.>) un espace euclidien, u € L(FE) un endomorphisme de E.
Il existe un élément u* € L(F) unique, vérifiant :

V(z,y) € B?: <u(x),y >=< x,u*(y) > .

On appelle u* I'endomorphisme adjoint de u.

PROPOSITION 6.2
Soient u et v des éléments de L(E), «, [ des réels, alors :

(du+ pv) =au*+pov"; (W) =u; (uov) =v'ou”;
keru* = (Imu)*t; Imu* = (keru)* .
DEFINITION 6.1

Soit (E, < .,.>) un espace euclidien, u € L(E) :
e u est dit autoadjoint ou symétrique si et seulement si u* = u ;

u est dit orthogonal si et seulement si u o u* = Idg, resp. u* = u~!;

[}
e u est dit antisymétrique si et seulement si u* = —u;
e u est dit normal si et seulement si v o u* = u* o u.

Remarques :
Un endomorphisme autoadjoint vérifie : V(z,y) € E? : < u(z),y >=< z,u(y) >.
Un endomorphisme orthogonal vérifie : V(z,y) € E? : < u(z),u(y) >=< z,y >.

PROPOSITION 6.3 (ECRITURE MATRICIELLE)
Soit (E, < .,.>) un espace euclidien et B = {ey,...,e,} une base de E.
n o
Au vecteur x = Z x;e; € E on associe le vecteur de coordonnées X = : € M(n,1).
i=1 T,
Soit ¢ une forme bilinéaire sur E?, on note ® = (¢(e;, €;))1<ij<n € M(n,n), la matrice
associée a ¢ dans la base B, alors

V(z,y) € E* : ¢(a,y) = X'®Y .

En particulier, pour S = (< e;,€; >)1<ij<n ona: <x,y >=X'SY.

Soit u € L(E), on note U = Matgu et U* = Matgu*, alors U* = S~'U'S .
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Cas particulier important :
la base B est orthonormée, alors S = I,,,

<z,y>=X'Y et U =U".

Si u est autoadjoint, la matrice U est symétrique U = U".
Si u est orthogonal, la matrice U vérifie Ut = U~*.

Les propriétés de la proposition 6.2 se traduisent matriciellement de facon évidente :
(U =U et (UV) =VIU".

PROPOSITION 6.4 (REDUCTION D’UNE FORME QUADRATIQUE)

Soit (E, < .,.>) un espace euclidien et B = {ey,...,e,} une base de E.

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E? et q la forme quadratique associée définie,
pour tout x € E, par q(x) = ¢(x, z).

La matrice de ¢ dans la base B, ® € M(n,n), est réelle et symétrique. Elle admet n
valeurs propres réelles A\ < ... < \, et les vecteurs propres associés {vi, ..., v,} forment
une base orthonormée de E. La matrice P = (Vi ---V,), dont les colonnes sont composées
des coordonnées des v; est orthogonale, P~ = P! et P'® P = diag(\y, ..., \n).

On a, pour tout x = i Tie; = ifﬂh‘ de E : q(x) = i O, = i Ni?
i=1 i=1

i=1 i,j=1

et
Aflzf? < XP0 X < Alz?

Si toutes les valeurs propres sont strictement positives, ®, resp. ¢, est définie positive.
Si toutes les valeurs propres sont strictement négatives, ®, resp. q, est définie négative.
Dans tous les autres cas, ®, resp. q, change de signe ou s’annule.

En particulier, si 0 est valeur propre, ®, resp. q, est dégénérée.

Exemple : Sur R?, la forme quadratique

(@ (") ()
) =T1x9 = = — =

q 12 =5 NG 5 NG
change de signe et

min ¢(z) = —1/2, atteint en <+1/\/§,—1/\/§> et <—1/\/§,+1/\/§> :

f[z]l2<1

max ¢(z) = +1/2, atteint en <+1/\/§,+1/\/§) et <—1/\/§,—1/\/§) :

[[z]l2<1

6 ADJOINT D’'UN ENDOMORPHISME
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Graphe de ¢(z) = x5

7 Dérivée directionnelle, dérivées partielles, différen-
tiabilité

Dans toute la suite on se place dans R™, muni du produit scalaire standard et de la b.o.n.
canonique {ey,...,e,} : < z,y >= z'y en identifiant x et X.

DEFINITION 7.1
Soit 2 un ouvert de R™ et f : Q) — R™. Soit a € ) et v € R", la dérivée de f au point a,
dans la direction v, est définie par

Dof(@) = I +(fla+ho) — fa)  (heR).

Siv = e;, on obtient la dérivée partielle de f par rapport a lai®variable, notée, D, f(a) € R™.

Sim=1, f:Q — R, on note aussi D, f(a) = gg (a).

DEFINITION 7.2
Soit ) un ouvert de R™ et f : Q2 — R™. On dit que f est différentiable en a € ) s’il existe
une application linéaire L € L(R"™, R™) qui vérifie

[f(a+u) = fla) = Lu)|| = o([[ul])  (uecR").

On note L = df, la différentielle de f en a et Df(a) € M(m,n) la matrice associée est
appelée matrice jacobienne.
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PROPOSITION 7.1
Soit 2 un ouvert de R™ et f : Q — R™ différentiable au point a € (), alors pour tout
veR:

D, f(a) = dfo(v) = Df(a)v.

Si on note fi,..., fm, les fonctions coordonnées de f, alors la matrice jacobienne s’écrit
@) o . e
22(a) 22(a) ... 22(a)
Df(a) =
%’[T'f(a) %’[T';(a) %’:(a)
Sim=1,f:Q—R,ona:Df(a) :(g—jl(a) a%(a)).

Note : la réciproque est fausse, il existe des fonctions pour lesquelles toutes les dérivées
directionnelles existent et qui ne sont pas différentiables.

PROPOSITION 7.2
Soit € un ouvert de R™ et f : Q0 — R différentiable au point a € (2, alors pour tout
veR":

Duf(@) =3 v g (o) = < VS(a). 0> = Vi(a) v
i=1 !
oo (a)
ot Vf(a)= (Df(a))' = : est le gradient de f au point a.
g (a)

Application : Soit « € R”, f : R" — R différentiable en a, on a

YweR" v =1: [Dyf(a)] <[V[(a)l2

et
”Irnligl D,f(a) =—||Vf(a)|]2 et est atteint en v = =V f(a)/||V f(a)|l2;
||Hﬁa§1 D,f(a) =+||Vf(a)|l2 et est atteint en v = +V f(a)/||V f(a)l .

Au point a, la direction de la plus forte croissance de f est donné par +V f(a) et la di-
rection de la plus forte descente est donné par —V f(a).
D’ou les algorithmes de minimisation dits de “descente de gradient”.

Dans la direction +(V f(a))*, D, f(a) = 0, on reste a la méme cote. On dit aussi que le
gradient est perpendiculaire aux lignes de niveau L¢(a) = {x € R" / f(z) = a}.

Si Vf(a) = O, a est un point critique et localement la fonction est plate.

7 DERIVEE DIRECTIONNELLE, DERIVEES PARTIELLES, DIFFERENTIABILITE
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PROPOSITION 7.3

Soit 2 un ouvert de R", f : Q — R™ et a € ). Si au point a toutes les dérivées partielles
D;f(a), 1 <1< n, existent et si les fonctions x — D;f(x) 1 <i < n, sont continues dans
un voisinage de a, alors f est diftérentiable en a.

On dit que f est contintiment différentiable, f € C*(£2,R™), si on a continuité des d.p. en
tout point de 'ouvert €.

Dans la suite, on va considérer des fonctions suffisamment régulieres, c.-a-d. de classe C*
ou €2, ainsi ne se posera plus la question de différentiabilité.

PROPOSITION 7.4
Soient f : R"™ — R™, g :R™ — RP des fonctions différentiables. On pose h = g o f, alors
h : R™ — RP est différentiable et, pour tout a € R™ :

dh, = dgy(a) © dfa

et

Dily(a) ... Dnhi(a) Digi(f(a)) .. Dmgi(f(a))\ [ Difi(a) ... Dnfi(a)

Dihy(a) ... Duhy(a) Digo(f(@) . Dugo(f(@)) \Difu(a) ... Dufnla)
Exemple : Sin=p=1, h(a) =g(fi(a),..., fm(a)) ER, a € R et

W(a) = ZDig(f(a)) fila).
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PROPOSITION 7.5
Soit ©Q un ouvert de R", f : Q@ — R et a € Q et on suppose que f € C*(,R). La
différentielle d’ordre 2, d*f, est une forme bilinéaire symétrique, dont la matrice s’écrit

Dllf(a) Dlgf(a) I Dlnf(a)
D21 a D22 a e Dgn a 2

N I R - C)
Dyif(a) Duaf(a) ... Dufla) o

C’est la matrice hessienne de f en a, pour h, k € R" : d*f,(h,k) = h* Hy(a) k .

orf  *f
8@-8% n 8%8@

Note : grace a régularité €2 de f on a

, 1 <,1,7 < n.

PROPOSITION 7.6 (FORMULE DE TAYLOR A L’ORDRE 2)
Soit Q un ouvert de R", f : Q — R et a € 2. On suppose que f € C*(2,R), alors

fla+h) = fla)+dfa(h) + 5 dfa(h, k) + o(||1]|*)

= fla)+ (Vf(a))'h+ 3 h Hy(a)h+o([|R]*) ~ (h€R").

Cas particulier : f: R? = R, a = (a1, as) et h = (hy, hy) :

d )
flar+hu,az + he) = flar, az) + 8—551 (a)h1 + a—gi (a)hsy
10, ., 10*, ., O .
+§ aiflz(a)hl * 2 0,2 (@)hy + 02101 (@)hiha +o(hy + h3) -

Exemple :

On suppose que la fonction utilité u de 'exemple 3 de la page 2 est de classe €2 sur (R )?.
Pour des raisons de modélisation, on impose les propriétés qualitatives suivantes :

(1) %>0, g—z>0, %>0;

(2) %<0, gi;;<0, %<0;

(3) 5;;; >0, %>o;

(4) ;jgy est soit >0, soit <0 ou =0

PR

Donner une interprétation de ces relations en termes de “satisfaction”, “consommation”,
“biens” et “temps libre”.

7 DERIVEE DIRECTIONNELLE, DERIVEES PARTIELLES, DIFFERENTIABILITE
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8 Caractérisation des points optimaux

THEOREME 8.1 (CONDITIONS NECESSAIRES)
Soit Q0 un ouvert de R™, f : Q2 — R et a € ().

1. Si f € CYQ,R) et si a est un minimum local de f, alors nécessairement V f(a) = 0.

2. Si f € (L, R) et si a est un minimum local de f, alors nécessairement H(a) est
positive : Yr € R" : 2" Hy(a)x > 0.

Exemple : La fonction f définie sur R? par f(z,y) = ' +y* admet un minimum global
en (0,0) et Hs(0,0) est la matrice nulle.

THEOREME 8.2 (CONDITIONS SUFFISANTES)

Soit  un ouvert de R, f € C*(Q,R) et a € Q.

Si Vf(a) =0 et Hy(a) est définie positive, Vo € R\ {0} : 2" Hy(a) x> 0,
alors a est un minimum local strict de f .

Pour des maxima locaux, resp. maxima locaux stricts, on obtient le méme type de carac-
térisation, la matrice hessienne sera négative, resp. définie négative.

Remarques :

1) Si au point critique a, i.e. Vf(a) = 0, la matrice Hy(a) admet des valeurs propres
strictement positives et strictement négatives, alors a est un point selle.

0 1

10

qui admet comme valeurs propres +1. En (0,0), f; admet un point selle, il n’y a pas
de points extremums;

e pour la fonction définie sur R? par fi(x,y) = xy on a Hy, (0,0) =

e la fonction fy, définie pour tout (x,y) dans R? par fo(x,y) = cosx cosy,
admet une infinité de minima locaux, de maxima locaux et de points selle.

2) Si au point critique a, la matrice hessienne admet une valeur propre nulle,
i.e. détHy(a) = 0, on ne peut pas conclure, il faut faire une étude adaptée.

e la fonction f3, définie pour tout (x,y) dans R? par f3(z,y) = 2° + >,
admet (0,0) comme unique point critique, on a Hf,(0,0) = O. Comme f3(z,z) = 22°
change de signe avec z, (0,0) est un point selle, f3 n’admet aucun point extremum;

e les fonctions définies sur R? par fy(x,y) = 2% — 2zy + v + 2* +y* et

f5(x,y) = 2% — 22y + y* — 2% — y* ont la méme matrice hessienne, positive, au point
critique (0,0) qui admet comme valeurs propres 0 et 4.

Comme fy(z,y) = (x —y)? + 2* +y*, il y a un minimum (global) en (0,0).

Par ailleurs, comme f5(z,7) = —2z% et f5(x, —2) = 22%(2—2?), f5 admet un point selle
en (0,0).
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Graphe de fy(x,y) = cosx cosy Graphe de f3(z,y) = 23 + 3°

Les résultats précédents fournissent des informations locales au sujet des extremums. Pour
obtenir des informations globales, il faut imposer des propriétés plus fortes a la fonction
a optimiser f et au domaine de définition ).

9 Fonctions convexes

DEFINITION 9.1
Soit C' C R™ un ensemble convexe non vide et f : C' — R.
— On dit que f est une fonction convexe si pour tout (z,y) € C* et pour tout t €]0, 1]

e+ 1 —t)y) <tflz)+ 1 —1)f(y).

f est concave si —f est convexe.

— La fonction f est strictement convexe si pour tout (z,y) € C? z # vy, et pour tout
t €]0,1]

fz+ A —=t)y) <tflz)+(1—1)f(y).

Note : une fonction est convexe, resp. strictement convexe, sur C' C R" si et seulement si
sa restriction a tout segment inclus dans C' est convexe, resp. strictement convexe.

PROPOSITION 9.1 (CRITERES DE CONVEXITE I)
Soit Q un ouvert convexe non vide de R™ et f € C'(Q,R) :

(a) f est convexe sur () si et seulement si
Vue QYo e R tel queu+v € Q: Dyf(u) =Vf(uwv< flut+v)— flu);
(b) f est strictement convexe sur ) si et seulement si

Vu € Q,Vo € R"\ {0} tel queu+v € Q: D,f(u) =Vf(u)v< flut+v)— f(u).

9 FONCTIONS CONVEXES
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Ces inégalités expriment que le graphe de f est en chaque point au-dessus du plan tangent.
Pour n = 1, la fonction f est convexe, resp. strictement convexe, si et seulement si f' est
croissante, resp. strictement croissante.

: flu+v)

fu) +Vf(u)v

U U+ v

PROPOSITION 9.2 (CRITERES DE CONVEXITE II)
Soit Q un ouvert convexe non vide de R™ et f € C*(,R) :

(a) f est convexe sur () si et seulement si H(x) est positive pour tout x € €2 ;

(b) si Hy(x) est définie positive pour tout x € €, alors f est strictement convexe sur ).

Exemples :

e la fonction f(x) = x* est strictement convexe sur R, sa dérivée f'(z) = 42® est stricte-
ment croissante sur R, mais f”(0) = 0;

e pour g(z) = 1/22 on a ¢"(x) = 1/2* > 0 sur Pouvert, non convexe, R* et g n’est pas
une fonction convexe sur R*.

Les résultats suivants montrent comment la convexité permet d’obtenir des résultats glo-
baux, resp. d’unicité, pour des problemes d’optimisation.

THEOREME 9.1
Soit C' un convexe non vide de R" et f : C'— R convexe, alors chaque minimum local de
f est un minimum global sur C'.

THEOREME 9.2
Soit C' un convexe non vide de R™ et f : C' — R strictement convexe, Si f admet un
minimum dans C', alors ce minimum est global et unique dans C'.
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THEOREME 9.3
Soit 2 un ouvert convexe non vide de R™, f € CY(Q,R) et f : C — R convexe sur , alors

Vfla)=0 < a est un minimum global.

THEOREME 9.4
Soit f € C*(R™, R), on suppose qu’il existe v > 0 tel que

Ve e R",Vu e R" : ' Hp(z)u > vlul; .

Alors f admet un minimum global unique sur R"

Remarque :
Dans les hypotheses du théoreme précédent, le réel strictement positif v est un minorant
uniforme en z, sur R", de toutes les valeurs propres des matrices hessiennes H(x).

Exemple fondamental :
Soit. A une matrice réelle, symétrique d’ordre n, b un vecteur de R™ et ¢ un réel, on définit
la fonction quadratique f, sur R", par :

Ve e R" : f(x):%xtAx+btx+c.

On calcule Vf(z) =Ax+b et Hp(x)=A.

Si A est définie positive, resp définie négatives, la fonction f admet un minimum, resp.
maximum, unique sur R”. [’extremum est atteint au point x, solution du systeme linéaire

Ax =b, c-a-d., z = A~ 'b.

[z, ) = 2% + 223

)
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9 FONCTIONS CONVEXES
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10 Multiplicateurs de Lagrange

Dans les sections précédentes, on a optimisé une fonction sur un ouvert 2 C R”, or dans
beaucoup d’applications les contraintes du probleme imposent des domaines fermés. Dans
ce cas les criteres de caractérisation précédents ne s’appliquent pas.

On va présenter dans cette section des résultats pour un type particulier de contraintes.

Exemple : Etudier min xy, min zy et min zy .

x2+y2:1 x2+y2§1 x2+y2<1
e On pose S' = {(z,y) € R? /2% + y* = 1}. Comme S' est fermé et borné, c’est un com-
pact de R?; f(x,y) = xy étant continue sur ce compact, y atteint ses bornes.
On a montré que le minimum est atteint en (1/v/2, —1/v/2) et —1/v/2,1/4/2) et qu'il vaut
—1/2;

e L’ensemble B(0,1) = {(z,y) € R* /2* + y* < 1} est un compact de R?, donc la fonction
f y atteint son minimum. On vérifie que le minimum est uniquement atteint sur le bord,

Sl.

e L'ensemble B(0,1) = {(z,y) € R* /2° + y* < 1} est un ouvert de R? et 'unique point
critique de f est (0,0). Or c’est un point selle. Sur B(0,1), f n’atteint pas sa borne infé-
rieure, qui vaut —1/2.

ProprosITION 10.1
Soient A un sous-ensemble de R™, € un ouvert de R" et a € AN Q.
On considére une fonction f € €'(2,R) et I'on suppose que a est un extremum local de

fsur A:  f(a) = x&iﬂn‘/a f(z) ou f(a)= max f(z),

e ANV,
avec V, un voisinage ouvert de a dans ).

e Soit I C R un intervalle avec 0 € I, on considére une courbe paramétrée X : [ — A
vérifiant : X € C'(I,A) et X(0) = a. Alors
V f(a) est orthogonal a X'(0).

e Pour tous les chemins X inclus dans A et vérifiant X (0) = a, V f(a) est orthogonal aux
vecteurs tangents X'(0) :
V f(a) est normal a “l'espace tangent” a A en a.

Cette proposition motive les définitions suivantes :

DEFINITION 10.1
Soient A un sous-ensemble de R™ et a € A.

1. L’espace tangent en a au sous-ensemble A de R", est défini comme étant le sous-
espace vectoriel de R" engendré par tous les vecteurs tangents X'(0) des courbes
paramétrées X : [ — A vérifiant : X € C1(I, A) et X(0) = a.

2. Soit f € CY(Q,R), Q un ouvert de R" et a € AN K.

Alors a est un point critique de f sur A si V f(a) est orthogonal a 'espace tangent
enaaA.
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Exemples :

e Soit A = Q ouvert de R" et a €  un extremum local de f, alors V f(a) est orthogonal
a toutes les tangentes aux chemins passant par a.

Soit X(t) = a+tv, ou v € R™\ {0} quelconque. Alors X(0) = a et X'(t) = v, donc
< Vf(a),v >= D,f(a) = 0, pour tout v # 0 et 'on retrouve la condition nécessaire :
Vf(a)=0.

Ici le Pespace tangent est le s.e.v. trivial R", 'unique vecteur dans (R™)* est 0.

e Soit A = S%(0,1) = {(z1,29,23) € R /27 + 25 + 23 = 1} et f € CL(R™,R).

L’ensemble A étant compact et f continue, on déduit que f atteint son minimum et
maximum sur A.

Si a est un extremum de f sur A, alors V f(a) est perpendiculaire a tout chemin de 4
passant par a.

Or a € S*(0, 1) est un vecteur perpendiculaire & S?(0, 1), d’ott V f(a) et a sont colinéaires :
Vf(a) = Xa, pour A € R.

On obtient ainsi 4 équations scalaires qui permettent qui sont nécessairement vérifiées par
les extremums de f sur A.

L’espace tangent & S%(0,1) en a est le plan vectoriel II,, engendré par les vecteurs per-
pendiculaires a a; le plan affine a 4 I, est tangent a la sphere au point a.

Dans les théoremes suivants, I’ensemble A est défini de fagon implicite comme étant
I’ensemble des points x annulant une fonction réguliere g.

THEOREME 10.1 (CONDITIONS NECESSAIRES. 1 CONTRAINTE)
Soit Q) un ouvert de R", f et g des fonctions contintiment différentiables de €2 dans R. On
considere I'ensemble A = {x € Q/ g(x) =0} .

Soit a € A tel que Vg(a) # 0, alors, si la restriction de f a A présente un extremum au
point a, il existe un réel \ tel que :

Vf(a) = AVg(a).

Application : Ce théoreme permet de trouver tous les points candidats a étre solution
des problemes min f(z) ou max f(z).
zeA zeA

Ils doivent nécessairement vérifier les n + 1 équations scalaires :
(Vf(a)i=A(Vg(a)i, 1<i<n et  g(x)=0.

Ce sont les points critiques du Lagrangien :  L(xz,\) = f(z) — A g(z).

Parmi les solutions (z1,...,z,, A), on retient celles qui minimisent, resp. maximisent, f

sur A.

Exemple :

La fonction définie pour tout x € R? par g(z) = 23 + 23+ 22 — 1 permet de définir S?(0, 1)
comme l’ensemble des z annulant g.

Soit a vérifiant g(a) = 0, on a (Vg(a)); = 2a;, 1 <i < 3.

On retrouve le résultat : Vf(a) = Aa, pour A = 2\ € R, comme condition nécessaire
pour que a soit extremum de f sur S?(0,1).

10 MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE
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THEOREME 10.2 (CONDITIONS NECESSAIRES. k CONTRAINTES)

Soit 2 un ouvert de R" et f, g1, ..., gr des fonctions continiiment différentiables de () dans
R. On consideére I'ensemble A = {x € Q/ g1(x) = -+ = gx(x) =0} .
Soit a € A tel que les vecteurs Vgi(a), ..., Vgi(a) sont linéairement indépendants, en

particulier k < n.

Alors, si la restriction de f a A présente un extremum au point a, il existe k réels A, .. .,
A tels que :
Vf(a) = )\1Vg1 (a) + - F )\ngk(a) .

Application : Ce théoreme permet de trouver tous les points candidats a étre solution
de min f(z) ou max f(z).
rzeA rzeA

Ils doivent nécessairement vérifier les n + k équations scalaires :

(VF@)i=> N(Vga)i, 1<i<n et  gx)=0,1<j<k.

j=1

k
Ce sont les points critiques du Lagrangien :  L(x,\) = f(x) — Z A g;(2)
j=1

o A= (A, -+, Ag).
Parmi les solutions (z1,...,x,, A\, ..., \x), on ne retient que celles qui minimisent, resp.
maximisent, f sur A.

Sous des hypotheses supplémentaires, le Lagrangien permet de donner une condition suf-
fisante caractérisant un extremum de f sur A.

THEOREME 10.3 (CONDITIONS SUFFISANTES. K CONTRAINTES)
Soit © un ouvert de R™ et f, g1, ..., gk des fonctions de classe C*(Q, R).
On considére I'ensemble A = {x € Q/ ¢1(x) = -+ = gp(x) =0} .

Soit a € A tel que les vecteurs Vgy(a), ..., Vgi(a) sont linéairement indépendants
k
et soit (a,\) € A x R* un point critique de L(z,\) = f(z) — Z Ajgj(x),
j=1

on définit la matrice symétrique de taille (n,n) :
k
Qula,\) = Hy(a) = Y A; Hy (a) .
j=1

et la forme quadratique q(h) = h' Qr(a, \) h, pour h € R™.

Si, pour tout h vérifiant < Vg;(a),h >=0,1<j <k, ona

q(h) > 0, alors a est un minimum relatif strict de f sur A;

q(h) < 0, alors a est un maximum relatif strict de f sur A;

q(h) qui prend des valeurs positives et négatives, alors a n’est pas un extremum de [ ;
soit q(h) > 0, soit q(h) < 0, on ne peut pas conclure.

Note : h € R" vérifie < Vg,(a),h >= 0,1 < j < k, si et seulement si h € II,, l'espace
tangent en a a A.




