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Question de cours

1. Pour tout u € L(FE) il existe un unique endomorphisme adjoint u* qui vérifie :
V(z,y) € E? i< u(x),y >=< z,u*(y) >.

2. Pour u,v € LIE) et x,y€ Eona: < (uov)(zr),y >=<uz,(uov) (y) >.
Par ailleurs < (uwov)(z),y >=< u(v(z)),y >=< v(z),u*(y) >=< z,v*(u*(y)) >.
D’ou (uowv)* =v* ou*.

Exercice 1.
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1. Pour = = (z1,22), y = (y1,y2) € R?, b(z,y) = z1y1 + 1Y2 + Toy1 + proys et & = (1 p)'

En effectuant la réduction de g, 'on peut facilement écrire : q(z) = (21 + 22)% + (p — 1)23.

Sous cette forme, on vérifie facilement que ¢ est définie positive ssi p —1 >0 :

Si p > 1, gq(x) est positif pour tout x et ne s’annulle que pour = = (0,0). Réciproquement, on a
g, 1) = (a+1)2+ (p—1), q(a,0) = a? et q(a, —a) = (p — 1)a? pour tout a € R.

Ces valeurs particuliéres permettent de prouver que ¢ n’est pas définie, respectivement, pas positive,
pour p < 1.

Remarque :le calcul des valeurs propres de ® est légérement plus compliqué mais donne bien sir le
méme résultat.

Pour p=2on a q(x) = (1 + 22)? + 23 = 23 + 2z129 + 222.
2. Le produit scalaire se déduit de b(x,y) et

[z|y] = z1y1 + 21y2 + Toy1 + 222y2 = w1 (Y1 + y2) + 22(Y1 + 242) .
3. Il suffit d’écrire que pour tout = = (z1,z2) € R? on a

J(r) = 21 + 22 = [7|B] = 21(B1 + B2) + 22(B1 + 202) -
Par identification, on déduit que 81 + B2 =1 et 81 + 26, =1, d’ou 5 = (1,0).
4. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Ve e R?  —q(2)2q(8)"/? < J(z) = [2|6] < q(x)"/*q(8)"/?,
donc
vee s —q(B)"? < J(x) = [xlB] < q(8)"/2.

Les bornes de J sur S sont atteintes lorsqu’on a I’égalité dans Cauchy-Schwarz,
c’est-a-dire pour x* = A3, A € R.

Comme z* € S, on a q(z*) = ¢(A\B) = 1, soit A2 =
Pour % =44, J(z7) = +1 et pour ¥ = -4, J(x



Exercice 2

1. Il faut montrer que < .,. > est une forme bilinéaire définie positive.
(i) symeétrie, pour p et ¢ dans F, on vérifie facilement que < p,q >=< ¢,p >.
(ii) linéarité par rapport a la premiére variable, pour p, p et ¢ dans E, (o, @) € R?, on montre,
grace & la linéarité de l'intégration et de la dérivation < ap+ ap,q >=a < p,q > +a& < p,q >.
(iii) positive, pour tout p € F, on a
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<p,p >:/ p(t)th+/ p(t)2dt>0.
-1 -1

(iv) définie positive, pour p € E, on déduit de < p,p >= 0 que Uintégrale sur [—1,+1] de la
fonction continue et positive ¢ — p(t)? est nulle. De ceci découle que p(t) = 0 pour ¢ € [—1, +1].
2. Soit p un polynéme pair et ¢ un polynéme impair, alors la fonction ¢ +— p(t)i(t) est impaire et son
intégrale sur l'intervalle [—1,+1] est nulle.
Par ailleurs, en dérivant p et i, on constate facilement que p’ est un polyndme impair et i un
polynome pair, la fonction ¢ — p’(¢)i’(¢) est aussi impaire et son intégrale sur [—1,+1] est nulle.
Finalement, < p,i >= 0, les polyndmes pairs et impairs sont orthogonaux.

3. Il est immeédiat de vérifier que F' est stable par combinaisons linéaires : la somme de deux polynomes
de dégré inférieur ou égal & un est encore un polyndéme de dégré inférieur ou égal. De méme pour la
multiplication avec un scalaire réel. F' C E est donc un s.e.v. de F.

La base canonique de F est (eg,e1) ot eg(t) = 1 et e1(t) = ¢, pour tout ¢ € [—1,1]. La dimension de
F est donc 2.

Comme eq est un polynome pair, tandis que e; est un polyndme impair, d’aprés 2.,

il vient < eg,e; >= 0.
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Par ailleurs, < eg,eqg >=2 et < ej,e1 >= 3 en posant

po(t) = % et  pi(t) = \/gt

on obtient une b.o.n. de l'espace euclidien (F, < .,. >).
4. Comme Pr(q) € F, il existe (ag, a1) € R? tel que Pr(q) = agpo + a1pr. Pour 0 <i<1ona

< Pr(q),pi >= oo < po,pi > +o1 < p1,pi >= ;.
Par ailleurs, comme Pp(q) est la projection orthogonale de g sur F on a, pour 0 <i <1
0=<q—Pr(q),pi >=<4q,pi > — < Pr(q),pi > c-ad o =<gq,pi> .

On a donc Pp(q) = (q,po)po + (¢, p1)P1-
On peut noter que, p; étant impair et ¢ pair, on a a3 =< q,p; >= 0.

5. On a

2 2 46 1 2\? 2
2 2 2 2
o =<a.a>=3+45 =3 o PP =af+at=(55) =3
Comme q = (¢ — Pr(q)) + Pr(q),
46 2 128
- P 2 JqlI® = ||IP 2 _ =,
llg = Pr(@)lI” = llgl” = 1PF(DII° = 1z — 5= 75
6. On considére l'espace euclidien (E,< .,.>) et le convexe F. On constate alors que

I(ag,bo) =  inf —pl.
(ap,bo) p(t):1£+beF||q pll

Le théoréme de la projection sur un convexe stipule que

8 /2

I(ao,bo) = |lg — Pr(q)|| = 3\ 5

en plus ag = v/2/3 et by = 0



