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Exercice 1.

1. Pour = = (z1,22,73) € R® et y = (y1,y2,y3) € R3, on pose
b(z,y) = x1y1 + 2212 + 232y1 + Tay2 + T3Y3 .

Pour y = x, on a bien ¢(z) = b(x, x).

Par ailleurs, b est symétrique car b(z,y) = b(y,z) pour tous x,y € R3. Pour montrer que b est
bilinéaire, il suffit donc de vérifier la linéarité par rapport a la lére variable. Soit z,2’,y € R? et
a,a’ € R, un simple calcul (& faire) permet de vérifier que b(ax + o/, y) = ab(z,y) + o’b(2’, y).
On a ainsi montré que g est une forme quadratique.

1
La matrice ® est donnéepar =12 1 0

0 01
On peut écrire q sous forme réduite, pour = (21, x2,x3) € R3, q(x) = (23 + 222)% — 323 + 23
Comme ¢(1,0,0) =1 > 0 et ¢(—1/1/2,0) = —3/4 < 0, on peut affirmer que ¢ n’est ni définie
positive, ni définie négative.

2. Les valeurs propres de ® sont obtenues par I’équation suivante :

1-) 2 0
O=det(®—A3)=| 2 1-X 0 |=(1-A)(-1-X@E-\
0 0 1-x

On obtient les valeurs propres —1, 1 et 3, pour trouver des vecteurs propres orthonormeés, il suffit
alors de trouver une solution du systéme linéaire 3 x 3, ® v = Av et de garder v/||v||2.

1 1
V2 0 V2
Un simple calcul (a faire) donne, v_; = —% yvr= (0] et vz = %
0 1 0

3. Il faut montrer que ¢ est non bornée sur R3, ¢’est-a-dire qu’il n’existe aucune constante K € R

telle que, pour tout x € R3, |¢(z)] < K.

Or lim ¢(0,0,a) = lim o= +ooet lim ¢(—20,0a,0) = lim —3a® = —oo, donc ¢ n’est bor-
a—-+00 a—-+00 a—-+00 a—-+00

née ni inférieurement, ni supérieurement.

4. On peut d’abord noter que S est un compact, comme ¢ est une fonction continue, on peut affirmer
que ¢ atteint son maximum et son minimum sur .S. Il reste & les déterminer.



En appliquant la proposition 6.4 du cours, on peut écrire,
vee R (=13 < g(z) < 3|2]f3 -

Pour z € S, ||z]]2 = 1, on a donc —1 < ¢(x) < 3. En plus, ¢(£v_1) = —1 et g(+v3) = 3.
On a donc bien montré que ¢ atteint son maximum sur S en +wv3 et son minimum en +v_q.

Exercice 2

1. Les points critiques de f vérifient Vf(x,y) = <8>, (z,y) € R2,

2x
Or Vf(z,y) = (I '% +1> = (8) a comme solution unique le point <8>
z2+y2+1

— 22242242 —4dxy
, . . .- o (m2+y2+1)2 ($2+y2+1)2
Pour déterminer la nature du point critique, on calcule Hy(x,y) = iy 9222242 |
(x2+y2+1)2 (:c2+y2+1)2

donc Hf(0,0) = (3 (2)

H¢(0,0) est définie positive.

>. C’est une matrice diagonale, elle admet 2 comme valeur propre double.

. 0 . .
On peut donc affirmer que le point <0> est un minimum local strict de f sur R2.
2. Pour tout (z,y) € R?ona: 2?2 +%2>0,douz?+y?>+1>1.
Comme le logarithme est une fonction croissante, on en déduit que f(z,y) > 0= f(0,0), pour tout

(z,y) € R% Le minimum local <8> est donc un minimum global.

Exercice 3

_1
1. Il faut déterminer (z,y) € R? tel que Vg(z,y) = (_i) = <8>
y
Cette équation n’admet aucune solution! En effet, 1/x > 0, pour tout = > 0, de méme pour y. La

fonction n’a pas de point critique et donc pas d’extremum local sur R*} x R* , donc pas d’extremum.

Note : g non bornée n’entraine pas qu’il n’ y a pas d’extremums locauz !

2. La ligne de niveau Ly(c) est I'ensemble des (z,y) € (R%)? vérifiant 1'équation

—C

gz, y) = -z —ny=cohlry)=-—cory=c oy=

Les équivalences ci-dessus sont vraies car x > 0 et y > 0! On obtient donc I’équation d’une hyperbole
pour Lg(c).
Pour ¢ = 0, le graphe de L,(0) est donné par y =

l.

€T
La ligne de niveau passant par le point (z,y) = (2,2) est obtenu par L,(g(2,2)) = Ly(—1n2?), le
graphe a comme équation y = %.
De méme, la ligne de niveau passant par le point (z,y) = (1/3,1/3) est obtenu par Ly(g(1/3,1/3)) =
Ly(—1In glg), le graphe a comme équation y = %, voir la figure.

3. On a
d(a,y) = —s————Vg(z,y) = — (%) =—2 (%) SN S <y>
’ Vgl 77 o [Ly TG 2V 2 ) 2@yl \e

Les vecteurs d aux points (z,y) = (1,1), (2,2) et (1/3,1/3) sont reportés sur la figure.

Ils indiquent la direction opposée au gradient en ces points, ¢’est donc la direction de la plus forte
descente.



4. Les droites y = 2z — 2 et y = x/2 4+ 1 sont reportées sur la figure. L'intérieur du domaine D est
hachuré en rouge. Font partie de D aussi les segments semi-fermés ](1,0), (2,2)] et ](0,1), (2, 2)].

Attention, les points (0,y), 0 <y < 1et (z,0), 0 <z <1, ne font pas partie de D!

5. D’aprés la question précédente, le domaine D n’est ni ouvert, ni fermé! On ne peut donc pas
immédiatement appliquer un théoréme.

D’apres 1., il n’y a pas d’extremum local sur (Ri)Q, on en déduit que la fonction g n’admet pas de
minimum dans l'intérieur de D.

Il reste a étudier g sur les segments semi-fermés |(1,0), (2,2)] et |(0,1), (2,2)].

Sur ](0,1),(2,2)], 0 < x <2 et y = x/2+ 1. Il suffit d’étudier la fonction & une variable ¢ : x —
2(x +1)

g(z,z/2+1) = —Inz — In(z/2 + 1). Un simple calcul (& faire) donne ¢'(z) = 2@ 12)

Sur ]0,2], p(x) est décroissante et atteint son minimum en z = 2, (2) = —In4.

De méme, sur |(1,0),(2,2)], 1 < x <2 ety =2z —2. On étudie ¢ : z — g(x,2x —2) = —Ilnx —
20 —

In(2x — 2). On trouve ¢'(x) = —h.

Sur ]1,2], ¢ est décroissante et atteint son minimum en z = 2, ¥(2) = —In4.

On peut donc conclure que la fonction g atteint son minimum sur D au point (2, 2) et ¢(2,2) = —In4.

6. On vérifie facilement que g(x,y) tend vers +oo quand (x,y) tend vers (0,0) dans D. Ceci suffit pour
affirmer que g n’admet pas de maximum sur D.




