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Probléme :

1. On pose ¢(t) = f(X(t)), alors ¢ € CL(R,R), ¢(0) = f(a) et ¢ admet un extremum
ent=0,don ¢(0) =0. Or ¢(t) = Df(X(t)) X'(t) ou Df(X(t)) € M(1,n) est la
matrice jacobienne de f au point X(t) et X'(t) € M(n,1) le vecteur tangent a la
courbe paramétrée X en t.

Finalement, 0 = Df(X(0)) X'(0) = Vf(a)" X'(0) =< Vf(a), X'(0) >.

Note : Si l’ensemble A est un ouvert, on peut déduire de ce résultat que Vf(a) =0;
mais en général V f(a) et X'(0) sont des vecteurs non nuls!

2. On note 0 < Ay < --- < A, les valeurs propres de la matrice ), on peut écrire,
en utilisant respectivement ’encadrement d’une forme quadratique par ses valeurs
propres et I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire :

F@) = Mllzlz = [Ibllz |zl + ¢ dou | lim  f(z) = +o0.

[|z]]2— 400

3. On veut montrer qu'il existe un minimum global de f sur R™ : 32* € R", f(z*) = mﬁ@n f(x).
T€R"?
On a f(0) = c € R, or comme f tend vers I'infini, il existe M € R tel que, pour tout
z, ||zl > M, on a f(z) > c. Sur le fermé, borné By (0, M), la fonction continue f at-

teint son minimum en au moins un point z* € By(0, M) : m = f(z*) = min  f(z).
z€B2(0,M)
Comme m < f(0) = ¢, on en déduit que m = m]iRn f(z) = f(z").
reR™

4. Soit a € A un extremum local de f sur A, d’aprés la question 1, V f(a) est perpen-
diculaire a toute courbe incluse dans A et passant par a. A étant un cercle, on en
déduit que V f(a) est perpendiculaire au cercle en a.

Or une normale au cercle au point a € A est donnée par a; on en déduit que V f(a)
est colinéaire a a. Finalement, on peut écrire les équations vérifiées par un extremum
local a € A de f sur A :

Vfa)=Xa ,ADeR e acA.

5. Comme f admet un minimum sur R", on en déduit que f admet un minimum sur A,
le fait que A est un compact (fermé, borné) permet de conclure la méme chose.
Pour a = (a1,a2), f(a) = 3a' Qa = 3 (2a} + 243 + 2a1a2) = a} + a3 + a1as,

Vf(a):Qa:<i ;) <Z;>:)\<Z;> o <2I>\ 2i)\> <Z;>=(Q—)\Ig)a:<8>

et a3 +a%=1carac A



Le systéme linéaire (Q — A I)a = 0 a une solution unique, a = 0, si det(Q — A I3) # 0,
or a = 0 n’est pas admissible car 0 ¢ A.

Done Ozdet(Q—)\b):‘ 2-A 1 ‘:(1—>\)(3—)\).

1 2—-A

SiA=1, a1 +az =0 donc a; = —ay, ora%—i—a%:l,

d’ott les points (v/2/2, —v/2/2) et (—v/2/2,V/2/2) et f(£v2/2,Fv2/2) =1/2

Si A =3, a1 = ag avec a? + a3 =1,

on obtient les points (v/2/2,v/2/2) et (—v/2/2, —v/2/2) et f(£V/2/2,4+v2/2) = 3/2.

Conclusion, le minimum de f sur A est atteint en (+£v/2/2, F/2/2) et vaut 1/2.
(Note : le maximum de f sur A est atteint en (£v/2/2,4/2/2) et vaut 3/2)

Exercice

e On commence par déterminer les points critiques de f qui vérifient V f(z,y) =0, c-a-d :

~ (3z2+3y2—15\ (0 ?+y? = 5
Vf(w’y)_< 6oy —12 ) \o0) < 2y = 2
La seconde équation entraine que x et y sont non nuls et y = 2/x,
la premiére équation donne alors z* — 522 +4 =0, d’ou 22 = % (5 + 5% — 16).

On en déduit que x = +£2 ou = = +£1.
On trouve donc quatre points critiques : (1,2), (—1,-2), (2,1) et (=2, —1).

e Pour étudier la nature des points critiques on détermine la matrice hessienne :

[ 6x 6y
6 12

12 6
matrice d’une forme quadratique qui change de signe (v.p. —6 et 18), c’est un point selle.

H¢(1,2) =

6 12
12 6
matrice d’une forme quadratique qui change de signe (v.p. 6 et —18), ¢’est un point selle.

Hy(2,1) = < 162 162>

matrice d’une forme quadratique définie positive (v.p. 6 et 18), d’oit minimum local en

(2,1).

Hy(=2,=1) = - <162 162>

matrice d’'une forme quadratique définie négative (v.p. —6 et —18), d’oit maximum local
en (—2,—1).

Hf(_17 -2)=—



