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e 3e année, 2006�2007OptimisationCorrigé de l'examen du 16 janvier 2007Problème :1. On pose φ(t) = f(X(t)), alors φ ∈ C
1(R, R), φ(0) = f(a) et φ admet un extremumen t = 0, d'où φ′(0) = 0. Or φ′(t) = Df(X(t))X ′(t) où Df(X(t)) ∈ M(1, n) est lamatri
e ja
obienne de f au point X(t) et X ′(t) ∈ M(n, 1) le ve
teur tangent à la
ourbe paramétrée X en t.Finalement, 0 = Df(X(0))X ′(0) = ∇f(a)t X ′(0) =< ∇f(a),X ′(0) >.Note : Si l'ensemble A est un ouvert, on peut déduire de 
e résultat que ∇f(a) = 0 ;mais en général ∇f(a) et X ′(0) sont des ve
teurs non nuls !2. On note 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λn les valeurs propres de la matri
e Q, on peut é
rire,en utilisant respe
tivement l'en
adrement d'une forme quadratique par ses valeurspropres et l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz pour le produit s
alaire :

f(x) ≥ λ1‖x‖2
2 − ‖b‖2 ‖x‖2 + c d'où lim

‖x‖2→+∞
f(x) = +∞ .3. On veut montrer qu'il existe un minimum global de f sur R

n : ∃x∗ ∈ R
n, f(x∗) = min

x∈Rn

f(x).On a f(0) = c ∈ R, or 
omme f tend vers l'in�ni, il existe M ∈ R
∗
+ tel que, pour tout

x, ‖x‖2 > M , on a f(x) > c. Sur le fermé, borné B2(0,M), la fon
tion 
ontinue f at-teint son minimum en au moins un point x∗ ∈ B2(0,M) : m = f(x∗) = min
x∈B2(0,M)

f(x).Comme m ≤ f(0) = c, on en déduit que m = min
x∈Rn

f(x) = f(x∗).4. Soit a ∈ A un extremum lo
al de f sur A, d'après la question 1, ∇f(a) est perpen-di
ulaire à toute 
ourbe in
luse dans A et passant par a. A étant un 
er
le, on endéduit que ∇f(a) est perpendi
ulaire au 
er
le en a.Or une normale au 
er
le au point a ∈ A est donnée par a ; on en déduit que ∇f(a)est 
olinéaire à a. Finalement, on peut é
rire les équations véri�ées par un extremumlo
al a ∈ A de f sur A :
∇f(a) = λa , λ ∈ R et a ∈ A .5. Comme f admet un minimum sur R

n, on en déduit que f admet un minimum sur A,le fait que A est un 
ompa
t (fermé, borné) permet de 
on
lure la même 
hose.Pour a = (a1, a2), f(a) = 1
2 at Qa = 1

2 (2a2
1 + 2a2

2 + 2a1a2) = a2
1 + a2

2 + a1a2 ,
∇f(a) = Qa =

(

2 1
1 2

)(

a1

a2

)

= λ

(

a1

a2

)

⇔
(

2 − λ 1
1 2 − λ

)(

a1

a2

)

= (Q − λ I2)a =

(

0
0

)et a2
1 + a2

2 = 1 
ar a ∈ A.



Le système linéaire (Q−λ I2)a = 0 a une solution unique, a = 0, si det(Q−λ I2) 6= 0,or a = 0 n'est pas admissible 
ar 0 6∈ A.Don
 0 = det(Q − λ I2) =

∣

∣

∣

∣

2 − λ 1
1 2 − λ

∣

∣

∣

∣

= (1 − λ)(3 − λ).Si λ = 1, a1 + a2 = 0 don
 a1 = −a2, or a2
1 + a2

2 = 1,d'où les points (
√

2/2,−
√

2/2) et (−
√

2/2,
√

2/2) et f(±
√

2/2,∓
√

2/2) = 1/2Si λ = 3, a1 = a2 ave
 a2
1 + a2

2 = 1,on obtient les points (
√

2/2,
√

2/2) et (−
√

2/2,−
√

2/2) et f(±
√

2/2,±
√

2/2) = 3/2.Con
lusion, le minimum de f sur A est atteint en (±
√

2/2,∓
√

2/2) et vaut 1/2.(Note : le maximum de f sur A est atteint en (±
√

2/2,±
√

2/2) et vaut 3/2)Exer
i
e
• On 
ommen
e par déterminer les points 
ritiques de f qui véri�ent ∇f(x, y) = 0, 
-à-d :

∇f(x, y) =

(

3x2 + 3y2 − 15
6xy − 12

)

=

(

0
0

)

⇔
{

x2 + y2 = 5
xy = 2La se
onde équation entraîne que x et y sont non nuls et y = 2/x,la première équation donne alors x4 − 5x2 + 4 = 0, d'où x2 = 1

2

(

5 ±
√

52 − 16
).On en déduit que x = ±2 ou x = ±1.On trouve don
 quatre points 
ritiques : (1, 2), (−1,−2), (2, 1) et (−2,−1).

• Pour étudier la nature des points 
ritiques on détermine la matri
e hessienne :
Hf (x, y) =

(

6x 6y
6y 6x

)

.

Hf (1, 2) =

(

6 12
12 6

)matri
e d'une forme quadratique qui 
hange de signe (v.p. −6 et 18), 
'est un point selle.
Hf (−1,−2) = −

(

6 12
12 6

)matri
e d'une forme quadratique qui 
hange de signe (v.p. 6 et −18), 
'est un point selle.
Hf (2, 1) =

(

12 6
6 12

)matri
e d'une forme quadratique dé�nie positive (v.p. 6 et 18), d'où minimum lo
al en
(2, 1).
Hf (−2,−1) = −

(

12 6
6 12

)matri
e d'une forme quadratique dé�nie négative (v.p. −6 et −18), d'où maximum lo
alen (−2,−1).


