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i
e 11. On a fa
ilement ∇f(x) =

(

6x1x2

3x2
1
− 3x2

2
+ 1

) et Hf (x) = 6

(

x2 x1

x1 −x2

).2. Le système ∇f(x) =

(

0
0

) a 
omme solutions dans R
2 : a =





0
1√
3



 et a′ =





0

− 1√
3



.3. Comme Hf (a) = 6







1√
3

0

0 − 1√
3






, la matri
e hessienne admet ±2

√
3 
omme valeurs propres et

a est un point selle. De même pour a′.Dans les deux 
as, les v.p. étant non nulles et de signes opposés, on déduit que f n'admet au
unextremum lo
al sur R
2.4. La boule unité pour la norme ‖.‖∞, B, est le 
arré fermé [−1,+1]2 dont les quatre segments dubord forment le �
er
le� unité S (rouge) .
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5. La fon
tion f étant 
ontinue sur le fermé, borné (i.e. 
ompa
t) B, elle y atteint son maximum enau moins un point x∗.6. Si x∗ ∈ B \S, alors la fon
tion f atteint un maximum lo
al en un point x∗ de l'ouvert Ω = B \S.Or, d'après 5, f n'admet au
un extremum lo
al. D'où x∗ ∈ S.7. D'après 6, il su�t d'étudier f sur S, 
e qui permet de se ramener à l'étude de fon
tions d'unevariable réelle.On peut remarquer de plus que f(x1, x2) = f(−x1, x2) = −f(x1,−x2).Il su�t don
 d'étudier f sur les deux intervalles {(1, x2) / − 1 ≤ x2 ≤ 1} et
{(x1, 1) / − 1 ≤ x1 ≤ 1} . On introduit les fon
tions d'une variable réelle :

h(x2) = f(1, x2) = f(−1, x2) = x2(4 − x2

2) et k(x1) = f(x1, 1) = −f(x1,−1) = 3x2

1pour −1 ≤ x1, x2 ≤ 1.En étudiant leurs variations, on véri�e fa
ilement que x∗ = (1, 1) ou (−1, 1) tandis que m = 3.



Exer
i
e 21. Le gradient de g vaut ∇g(x) =

(

2x1

3x2
2

). Le point (0, 0) est don
 l'unique point 
ritique.La matri
e hessienne est Hg(x) =

(

2 0
0 6x2

). Don
 Hg(0, 0) est dégénérée et l'on ne peut pas
on
lure.Or g(0, 0) = 0 tandis que g(0, x2) = x3
2

hange de signe pour x2 6= 0 (petit).

(0, 0) est don
 un point selle et g n'admet pas d'extremum lo
aux sur R
2.Remarque : La fon
tion h(x1, x2) = x2

1
+ x4

2
a un point 
ritique en (0, 0) et Hh(0, 0) = Hg(0, 0).Or h est toujours positive et (0, 0) est un minimum (absolu) pour h.2. Comme lim

x2→±∞
g(0, x2) = ±∞ le résultat est immédiat.Remarque : La fon
tion d'une variable réelle x 7→ Arctg(x) n'admet pas d'extremum lo
al et estbornée.


