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Exercice 1.
1. Soit z € R?.
Comme K est un convexe fermé non vide et que (R?, < .,. >) est un espace euclidien (donc de Hilbert),
d’aprés le théoréme de projection sur un convexe fermé, il existe un unique y* € K tel que
z —y*||lo = min ||z — y||s.
lz = y7ll2 = nin flz — yl2

Le minimum sur y € K de ||z — y||3 = (z1 — y1)? + (22 — y2)? est atteint par (attention, ce n’est pas
la projection orthogonale ici!)

a sizi<a ) sixg <6
yy=q 1 sia<z<fB , yp=4q r2 sid<my <7y
B osif<a B osiy <o

Ainsi, poura=9d=1, 3 =3,v=2et x = (4, 3), le minimum est atteint pour Px(x) = (8,7) = (3,2).

2. (R%||.lo) n’est pas un espace de Hilbert, donc le théoréme de projection sur un convexe fermé ne

s’applique pas. Pour K défini para =0 =—1let =7y =1et z = (0,2), mi% | — y||co & une infinité
ye

de solutions qui sont les points {(y1,1), —1 < y; < 1}.

En effet, ||y — z||co = max(|y1],|y2 — 2|) : |y2 — 2| est minimisé sur K par yo = 1 et comme |y;| < 1,
mi}r{l |z — ylloc = 1. Ce minimum est atteint par tous les points d’ordonnée 1 et d’abscisse entre —1 et
ye

1.

Exercice 2.

1. Vo € R3,  q(z) = b(z, x) avec b(z,y) = z1y1 + T2y + T3y3 + 3(21Y2 + T211).-
b est une forme bilinéaire symétrique donc g est une forme quadratique.



vie © IR, g\b) = \L1 T 5 L2) T g Lo T L3, § Clalll UL SOUIINE de Calles, clie 5L POslLive.
De plus,
1, _
r1 + 5 T2 = 0
gx)=0&< 29=0 Sry =29 =23=0
I3 = 0

donc g est définie.

. Le produit scalaire associé est donné par [z|y] = z1y1 +z2y2 +T3ys+ %(mlyg +29y1) ; la matrice associée
1 1
2
@ dans la base canonique vérifie [z|y] = 'XQY, donc Q = % 10
0 0 1

. On cherche a = (a1, a0, 3) € R3 tel que Vo € R3,  J(z) = [af7].

J(z) =[alz] & x1+ x4 23 =0q71 + @2x2 + @33+ %(alxg + aoxy)
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. J est une fonction continue sur S qui est un fermé borné de R?, donc J est bornée sur S et atteint ses
bornes.

. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
Ve eR® - g(a)?q(2)"? < [ala] < g(a)?q(2)"?,

donc
VoeS —q(a)/? < [ofa] < q(e)'/?.

Les bornes de J sur S sont atteintes lorsqu’on a 1’égalité dans Cauchy-Schwarz, c’est-a-dire pour
¥ = da, A € R

Comme z* € S, on a q(Aa) = 1, soit A2 = —

» q(a)
Pour z% = @ _ /3 2/3 |, J(=%) = /q(a) = /T/3.
q(a) 7 1
-2/3

Pour z* = ———— = % -2/3 |, J(z*) = —+/q(a) = —/7/3.



