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Probléme.
I.

1) Il suffit de montrer que la forme bilinéaire (.,.) est définie positive, mais on présente toute la
démonstration :

(a) (P,Q)=(Q,P), YP,Q € R3[X], d’ou la symmétrie.
(b) Soient P, P, Q € R3[X] et A€ R, on a

()\Pl + Py, Q> = / AP+ Pg) ( ) dt
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= /_1P1(t)Q(t) dt—l—%/_ng(t)Q(t) dt

= AMPLQ)+ (P, Q).
De plus, (Q, AP; + P;) = (AP} + P, Q) par symmétrie, d’ou (P, Q) est bilinéaire sur R3[X].
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(¢) Soit P € R3[X], alors P%(t) >0, Vt € [~1,1] d'ott (P, P) = 5/ P%(t) dt >0
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et la forme (.,.) est positive.

(d) Soit P € Ra[X] tel que (P, P) = 3 f P2(t) dt > 0 = 0 comme t — P?(t) est continue et
positive sur [~1,1], on a P?(t ) =0, Vt € [-1,1] et donc P(t) =0, Vt € [—1,1], donc P est
un polynome admettant une infinité de racines, il est alors égal au polynome nul.

Donc (., .) est définie positive.
2) La dimension de R3[X] est 4. En effet, {X°, X', X2 X3} est une base de R3[X] (c’est la base
canonique).
3) Le polynome Qg est défini par la relation (Qg, Qo) = 1, ce qui donne a? = 1 et on choisit, par

exemple, pour la suite Qp(X) =a = 1.

Le polynome 1 est défini par les relations (Q1,@1) = 1 et (Q1,Qo) = 0, ce qui donne, par

exemple, Q1(X) = v/3X.

Le polynome Qs est défini par les relations (Q2,Q2) = 1, (Q2,Q0) =0 et (Q2,Q1) =0

et 'on peut prendre Q2(X) = —3—\2/5X2 + é

II.

1) Siu et v sont des vecteurs orthogonaux de E alors (u,v) = 0. En utilisant la bilinéarité et la
symmétrie du produit scalaire, on obtient :

Ju+vl]> = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,0) = ||lu]® + ||v]|*.

2) a) Par définition de p on sait que pour tout vecteur u de F, p(u) est un vecteur de F. Comme
F est un sev de E, v — p(u) € F pour tout v € F. Par définition de I"application p :

(u—p(u),v —p(u)) = 0.



b) On applique I’égalité obtenue en (II)-1 aux vecteurs u — p(u) et p(u) — v qui sont ortho-
gonaux, d’aprés (II)-2-a, et cela donne :

lu=l* = llu—p(u) + pu) -]
= Ju—p@)|?+llp(w) - vl
> fu—pw)]*.

c¢) En utilisant I'inégalité obtenue en (II)-2-b, on déduit que inf,cp ||u — v[|? > ||Ju — p(u)||? et
ainsi que d? > |ju — p(u)]|?.
Par croissance de application ,/ sur R, on obtient que d > |lu —p(u)||. Or comme p(u) € F,

par définition de d on sait aussi que d < |lu — p(u)]|, d’ou I'égalité.

I1I.

1) Les calculs donnent :

(X3,Q0) = 0,
(X3,Q1) = g7
(X3,Q:) = 0,

ot (X)) = (X*,Q0) Qo+ (X%, Q1) Qi+ (X°, @) Q= 1 X.

2) et 3) Un nouveau calcul donne :

3 4
X3 —pX)|? = |IX3 - ZX|P = —
| p(X)[" =l =X = 1

et donc,

3 —_
X —p(X)] = -



