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e 3e année, 2007�2008Corrigé du partiel d'Optimisation (13/11/07)Problème.I. 1) Il su�t de montrer que la forme bilinéaire 〈., .〉 est dé�nie positive, mais on présente toute ladémonstration :(a) 〈P,Q〉 = 〈Q,P 〉, ∀P,Q ∈ R3[X], d'où la symmétrie.(b) Soient P1, P2, Q ∈ R3[X] et λ ∈ R, on a
〈λP1 + P2, Q〉 =

1

2

∫

1

−1

(

λP1 + P2

)

(t)Q(t) dt

=
1

2

∫

1

−1

(

λP1(t) + P2(t)
)

Q(t) dt

=
1

2

∫

1

−1

(

λP1(t)Q(t) + P2(t)Q(t)
)

dt

=
1

2

∫

1

−1

λP1(t)Q(t) dt +
1

2

∫

1

−1

P2(t)Q(t) dt

= λ
1

2

∫

1

−1

P1(t)Q(t) dt +
1

2

∫

1

−1

P2(t)Q(t) dt

= λ〈P1, Q〉 + 〈P2, Q〉.De plus, 〈Q,λP1 +P2〉 = 〈λP1 +P2, Q〉 par symmétrie, d'où 〈P,Q〉 est bilinéaire sur R3[X].(
) Soit P ∈ R3[X], alors P 2(t) ≥ 0, ∀t ∈ [−1, 1] d'où 〈P,P 〉 =
1
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∫
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P 2(t) dt ≥ 0et la forme 〈., .〉 est positive.(d) Soit P ∈ R3[X] tel que 〈P,P 〉 = 1
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∫
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P 2(t) dt ≥ 0 = 0 
omme t → P 2(t) est 
ontinue etpositive sur [−1, 1], on a P 2(t) = 0, ∀t ∈ [−1, 1] et don
 P (t) = 0, ∀t ∈ [−1, 1], don
 P estun polynome admettant une in�nité de ra
ines, il est alors égal au polynome nul.Don
 〈., .〉 est dé�nie positive.2) La dimension de R3[X] est 4. En e�et, {X0,X1,X2,X3} est une base de R3[X] (
'est la base
anonique).3) Le polynome Q0 est dé�ni par la relation 〈Q0, Q0〉 = 1, 
e qui donne a2 = 1 et on 
hoisit, parexemple, pour la suite Q0(X) = a = 1.Le polynome Q1 est dé�ni par les relations 〈Q1, Q1〉 = 1 et 〈Q1, Q0〉 = 0, 
e qui donne, parexemple, Q1(X) =

√
3X.Le polynome Q2 est dé�ni par les relations 〈Q2, Q2〉 = 1, 〈Q2, Q0〉 = 0 et 〈Q2, Q1〉 = 0et l'on peut prendre Q2(X) = −3
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.II.1) Si u et v sont des ve
teurs orthogonaux de E alors 〈u, v〉 = 0. En utilisant la bilinéarité et lasymmétrie du produit s
alaire, on obtient :

‖u + v‖2 = 〈u + v, u + v〉 = 〈u, u〉 + 〈u, v〉 + 〈v, u〉 + 〈v, v〉 = ‖u‖2 + ‖v‖2.2) a) Par dé�nition de p on sait que pour tout ve
teur u de E, p(u) est un ve
teur de F . Comme
F est un sev de E, v − p(u) ∈ F pour tout v ∈ F . Par dé�nition de l'appli
ation p :

〈u − p(u), v − p(u)〉 = 0.



b) On applique l'égalité obtenue en (II)-1 aux ve
teurs u − p(u) et p(u) − v qui sont ortho-gonaux, d'après (II)-2-a, et 
ela donne :
‖u − v‖2 = ‖u − p(u) + p(u) − v‖2

= ‖u − p(u)‖2 + ‖p(u) − v‖2

≥ ‖u − p(u)‖2.
) En utilisant l'inégalité obtenue en (II)-2-b, on déduit que infv∈F ‖u − v‖2 ≥ ‖u − p(u)‖2 etainsi que d2 ≥ ‖u − p(u)‖2.Par 
roissan
e de l'appli
ation √ sur R, on obtient que d ≥ ‖u−p(u)‖. Or 
omme p(u) ∈ F ,par dé�nition de d on sait aussi que d ≤ ‖u − p(u)‖, d'où l'égalité.III.1) Les 
al
uls donnent :
〈X3, Q0〉 = 0,

〈X3, Q1〉 =

√
3

5
,

〈X3, Q2〉 = 0,et p(X3) = 〈X3, Q0〉Q0 + 〈X3, Q1〉Q1 + 〈X3, Q2〉Q2 =
3

5
X.2) et 3) Un nouveau 
al
ul donne :

‖X3 − p(X)‖2 = ‖X3 − 3

5
X‖2 =

4
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,et don
,

‖X3 − p(X)‖ =
2
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