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e 3e année, 2007�2008OptimisationContr�le 
ontinu du 13 novembre 2007Durée 1h30. Do
uments, 
al
ulatri
es et téléphones portables interdits.Il faut justi�er les réponses. Il sera tenu 
ompte de la réda
tion de la 
opie.Questions de 
ours : Soit (E,< ., . >) un espa
e eu
lidien, on note ‖.‖ la norme asso
iée.1. Démontrer l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz.2. Dans quel 
as a-t-on égalité ? (le démontrer !)Problème (Note : les trois parties peuvent être traitées de façon indépendante)(I) Sur l'espa
e R3[X] (espa
e des polynomes à 
oe�
ients réels de degré inférieur ou égal à 3),on 
onsidère la forme bilinéaire dé�nie par :
〈P,Q〉 =

1

2

∫
1

−1

P (t)Q(t) dt.1. Montrer que 〈P,Q〉 dé�nit un produit s
alaire.2. Donner la dimension de R3[X].3. Déterminer des réels a, b, c, d, e, f tels que Q0(X) = a, Q1(X) = bX +c et Q2(X) = dX2 +
eX+f forment une base orthonormée de R2[X] (le sous-espa
e des polynomes à 
oe�
ientsréels de degré inférieur ou égal à 2) muni du produit s
alaire 〈P,Q〉 pré
édemment dé�ni.(II) Soit (E, 〈, 〉) un espa
e eu
lidien et soit ‖.‖ la nome asso
iée au produit s
alaire(i.e. ‖u‖2 = 〈u, u〉).1. Soient u et v deux ve
teurs orthogonaux de E, montrer que ‖u + v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.2. Soit F un sous-espa
e ve
toriel de E, on note p l'appli
ation linéaire de E sur F dé�niede la manière suivante :

∀u ∈ E : p(u) ∈ F et véri�e ∀v ∈ F, 〈u − p(u), v〉 = 0.a) Véri�er que pour tout u dans E et tout v dans F , u−p(u) et v−p(u) sont orthogonaux.b) En utilisant (II)-1 montrer que pour tout u dans E et tout v dans F ,
‖u − v‖2 ≥ ‖u − p(u)‖2.
) Soit u ∈ E, on appelle distan
e de u à F le nombre dist (u, F ) = inf

v∈F

‖u − v‖ .Montrer que dist (u, F ) = ‖u − p(u)‖.(III) Dans 
ette partie, nous allons appliquer 
e qui pré
ède au 
as où E est l'espa
e R3[X] muni duproduit s
alaire 〈, 〉 dé�ni au (I) et F est le sous-espa
e R2[X]. On dé�nit p 
omme dans (II) eton rappelle que si (Q0, Q1, Q2) est une base orthonormée de R2[X] alors p(Q) =

2∑
i=0

〈Q,Qi〉Qi .1. Cal
uler 〈X3, Q0〉, 〈X3, Q1〉 et 〈X3, Q2〉, où Q0(X) = 1, Q1(X) =
√

3Xet Q2(X) = −3
√

5

2
X2 +

√
5

2
. En déduire l'expression de p(X3).2. Cal
uler ‖X3 − p(X3)‖2.3. En déduire que dist (X3, F ) =

2

5
√

7
.


