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1l faut justifier les réponses. Il sera tenu compte de la rédaction de la copie.

Questions de cours : Soit (E, < .,. >) un espace euclidien, on note ||.|| la norme associée.
1. Démontrer I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.

2. Dans quel cas a-t-on égalité ? (le démontrer!)

Probléme (Note : les trois parties peuvent étre traitées de fagon indépendante)
(I) Sur l'espace R3[X] (espace des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3),
on considére la forme bilinéaire définie par :
1 /1
P.Q) =3 [ Pwaw a
-1

1. Montrer que (P, Q) définit un produit scalaire.
2. Donner la dimension de R3[X].
3. Déterminer des réels a, b, c,d, e, f tels que Qo(X) = a, Q1(X) = bX +cet Qo(X) = dX>+

eX + f forment une base orthonormée de Ry[X] (le sous-espace des polynomes a coefficients
réels de degré inférieur ou égal a 2) muni du produit scalaire (P, Q) précédemment défini.

(IT) Soit (E,(,)) un espace euclidien et soit ||.|| la nome associée au produit scalaire
G lull® = (u,u))
1. Soient u et v deux vecteurs orthogonaux de E, montrer que |Ju + v||? = ||ul|? + |Jv||?.

2. Soit F' un sous-espace vectoriel de F, on note p I'application linéaire de E sur F' définie

de la maniére suivante :
Vu € E : p(u) € F et vérifie Vo € F, (u— p(u),v) = 0.

a) Veérifier que pour tout u dans F et tout v dans F, u—p(u) et v—p(u) sont orthogonaux.
b) En utilisant (II)-1 montrer que pour tout u dans E et tout v dans F,
2 2
lu = of* = flu = p(u)[*.
c¢) Soit u € E, on appelle distance de u & F' le nombre dist (u, F') = inl[f7 lu — vl
ve

Montrer que dist (u, F) = |jJu — p(u)]|.

(III) Dans cette partie, nous allons appliquer ce qui précéde au cas ou E est I'espace R3[X] muni du

produit scalaire (,) défini au (I) et F est le sous-espace Ro[X]. On définit p comme dans (II) et
2

on rappelle que si (Qp, @1, Q2) est une base orthonormée de Ry[X] alors p(Q) = Z(Q, Qi) Qi .
i=0
1. Calculer <X37Q0>7 <X37Q1> et <X37Q2>7 ou QO(X) = 17 QI(X) = \/gX
et Q2(X) = —%ﬁX2 + @ En déduire I'expression de p(X?).

2. Calculer || X3 — p(X3)||.

3. En déduire que
2
dist (X3, F) = —.
( )=+ 7



