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Exercice 1

On considère la fonction définie sur Rn par : f(x) =
n∑

i=1

aie
xi , où ai ∈ R pour 1 ≤ i ≤ n.

1. Écrire une fonction Scilab [v] = objectif(x,a) qui calcule la valeur de f au point x et
où x = [x1 · · ·xn]t et a = [a1 · · · an]t sont des vecteurs colonnes dans Scilab.

2. Calculer∇f(x) et écrire une fonction Scilab [v] = grad_objectif(x,a) qui calcule∇f(x).

3. Calculer Hf (x) et écrire une fonction Scilab [v] = hess_objectif(x,a) qui calcule Hf (x).

Note : on tachera de ne pas utiliser de boucle pour les fonctions Scilab !

4. Que peut-on dire du problème x∗ = arg min
x∈Rn

f(x) ?

Exercice 2
On considère la fonction quadratique, définie sur Rn par : f(x) =

1

2
xtAx+ bt x,

où A est une matrice réelle, symétrique définie positive de taille (n, n) et b ∈ Rn.
On construit la suite (x(k)) de Rn par x(k+1) = x(k) + dk,
où x(0) ∈ Rn est quelconque donné et le vecteur dk ∈ Rn est défini par dk = −Hk∇f(x(k)).
La suite de matrices Hk est définie par récurrence : H0 symétrique quelconque donnée et

Hk+1 = Hk +
(dk −Hkyk)(dk −Hkyk)t

(dk −Hkyk)t yk

où yk = ∇f(x(k+1))−∇f(x(k)).
On suppose pour toute la suite que (dk −Hkyk)t yk 6= 0, pour tout k,

1. Déterminer x∗ = arg min
x∈Rn

f(x).

2. Vérifier que que Hk est symétrique, pour tout k.

3. Vérifier que yk = Adk, pour tout k.

4. Montrer par récurrence que pour tout k ≥ 1 on a :

Hkyj = dj , pour j = 0, . . . , k − 1 .

5. Déduire de ce qui précède que si {d0, . . . , dn−1} est une famille libre, alors Hn = A−1 et
x(n+1) = x∗.
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Exercice 3
Les parties de cet exercice sont indépendantes mais illustrent toutes les deux des applications de la
décomposition en valeurs singulières d’une matrice :
Soit A ∈MR(m,n) avec m ≥ n, on a la SVD de A = UΣV t

où U ∈ MR(m,n), Σ, V ∈ MR(n, n), avec U t U = V t V = In et Σ la matrice diagonale contenant
les valeurs singulières σ1 ≥ . . . ≥ σn ≥ 0.

A) On désire résoudre le problème de minimisation avec contrainte suivant :

x∗ = arg min
x∈Rn,‖x‖2=1

‖Ax‖2 .

1. En utilisant la SVD de A, montrer que le problème peut s’écrire, après un changement de
variable que l’on indiquera, comme suit :

y∗ = arg min
y∈Rn,‖y‖2=1

‖Σy‖2 .

2. En explicitant ‖Σy‖2, déduire que y∗ = en (n-ième vecteur de la base canonique).

3. En déduire une expression simple pour x∗, donner aussi la valeur de ‖Ax∗‖2.

B) Pour M ∈ MR(n, n), on note tr(M) =

n∑
i=1

Mii la trace de M et l’on admet que la norme de

Frobenius, définie par ‖M‖2F = tr(M tM), est une norme matricielle.

1. SoientM,N ∈MR(n, n). Justifier, brièvement, que tr(M t) = tr(M) et tr(MN) = tr(NM).

2. Soit Q ∈MR(n, n), avec QtQ = In. Justifier, brièvement, que |Qii| ≤ 1, pour tout 1 ≤ i ≤ n.

On considère deux matrices carrés A,B ∈MR(n, n) et on s’intéresse au problème

Q∗ = arg min
{
‖A−BQ‖F /Q ∈MR(n, n) et QtQ = In

}
.

3. Montrer que ce problème se ramène à maximiser la quantité tr(QtBtA), sous la contrainte
QtQ = In.

4. En utilisant la décomposition SVD de BtA = Ũ Σ̃Ṽ t, montrer que l’on se ramène finalement
à résoudre

Z∗ = arg max
{
tr(ZΣ̃) /Z ∈MR(n, n) et Zt Z = In

}
5. Résoudre ce problème et en déduire Q∗.
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