%,
%
VP’

3

?AS UNIVERSITE
PARIS DESCARTES

UFR DE MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE

UFR DE MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE

) MASTER 1 )
MATHEMATIQUES APPLIQUEES

Optimisation et algorithmique

Georges Koepfler 2014-2016 - georges.koepfler@mi.parisdescartes.fr






Table des matieres

1 Introduction

2 Algebre linéaire
2.1 Résolution de systemes linéaires par des méthodes directes . . . . . . . ..
2.1.1 Factorisation LU de matrices . . . . . . . .. . ... ... . ....
2.1.2  Matrices réelles définies positives . . . . . .. .. ...
2.1.3 Autres types de matrices . . . .. ... oL
2.2 Résolution de systemes linéaires au sens des moindres carrées . . . . . . . .
2.2.1 Matrices de Householder . . . . . . . ... ... ... ... .....
2.2.2 Factorisation QR . . . . . . . ...
2.2.3 Décomposition en valeurs singulieres . . . . . .. .. ... .. ...
2.3 Résolution de systemes linéaires par des méthodes itératives . . . . . . ..
2.3.1 Méthode de Jacobi . . . . . . .. ..o
2.3.2 Méthode de Gauss-Seidel . . . . . . .. ..o
2.3.3 Méthode de relaxation . . . . . .. ... ... ... ..

3 Optimisation continue sans contraintes
3.1 Définitions et rappels . . . . . ..o
3.1.1 Probleme général d’optimisation continue . . . . . . . ... .. ...
3.1.2 Ensembles et fonctions convexes . . . . . . .. ...
3.1.3 Caractérisation de points optimaux . . . . . . .. ... ... ...
3.1.4 Exemple : I'algorithme de Hager . . . . . . .. ... ... ... ...
3.2 Algorithmes de minimisation sans contrainte . . . . . . . . ... ... ...
3.2.1 Méthodes de descente. Vitesse de convergence . . . . ... .. ...
3.2.2  Minimisation en une dimension . . . . . ... ... ... ... ...
3.2.3 Méthode de descente du gradient . . . . . .. ... ... ... ...
3.2.4 Méthode de la plus forte descente . . . . . . ... ... ...
3.2.5  Méthode de relaxation ou des directions alternées . . . . . . . . ..
3.2.6 Méthode de Newton . . . . . . . . ... .. ... ... ...
3.2.7 Méthode du gradient conjugué . . . . . . . ...
3.3 Méthode des moindres carrées . . . . . . .. ...
3.3.1 Méthode de Gauss-Newton . . . . . . . . ... .. ... ... ....
3.3.2 Méthode de Levenberg-Marquardt . . . . . .. ... ... ... ...

A Rappels
A.1 Algebre linéaire et analyse matricielle . . . . . . . .. .. ... ... ....
A.2 Calcul différentiel dans R™ . . . . . . . . .. ..

15
15
15
16
20
21
26
26
27
29
30
31
31
32
36
37
38



Avertissement : ces notes sont un support et complément du cours magistral,
des travaux dirigés et pratiques. Leur contenu n’est pas équivalent au cours
enseigné, en particulier les examens et controles se réferent au cours enseigné
uniquement.

Bibliographie.

Une référence tres utile pour suivre ce cours est :
e P.G. CIARLET, Introduction a [’analyse matricielle et a [’optimisation, Mas-
son 1990.

Pour trouver des algorithmes en C et des références utiles, on pourra consulter
e W.H. PRrESs, B.P. FLANNERY, S.A. TEUKOLSKY et W.T. VETTERLING,
Numerical Recipes in C, Cambridge University Press 1988.
Site internet http://www.nr.com/

Quelques livres qui traitent de ’analyse numérique linéaire, et de ses applica-

tions, sont :

e J. DEMMEL, Applied Numerical Linear Analysis, STAM 1997 ;

e P. LascAux et J. THEODOR, Analyse numérique matricielle appliquée a l’art
de lingénieur, 2 tomes, Masson 1988.

Les livres suivants traitent des méthodes d’optimisation numérique :

e A. AUSLENDER, Optimisation. Méthodes Numériques, Masson 1976 ;

e S. BoyD et L. VANDENBERGHE, Convex Optimization, Cambridge University

Press 2004 ;

R. FLETCHER, Practical Methods of Optimization, J. Wiley & Sons 1987 ;

J.B. HIRIART-URRUTY et C. LEMARECHAL, Convexr Analysis and Minimiza-

tion Algorithms, Vol. I et 11, Springer 1996 ;

e J. NocepAL et S.J. WRIGHT, Numerical Optimization, Springer Series in
Operations Research 1999.



Chapitre 1

Introduction

Dans ce cours on va s’intéresser a la résolution numérique des problemes suivants :

e Résolution de systemes d’équations linéaires : Ax = b ou A est une matrice réelle.
On présentera (resp. rappellera) des méthodes directes de factorisation de A et des
méthodes itératives de résolution du systeme. Ces méthodes sont rappelées car utilisées
dans la suite du cours.

e Optimisation continue : on considere une fonction cout réelle que 1'on veut minimiser
sans contraintes et 'on va présenter divers algorithmes classiques.

Rappelons quelques points essentiels dont on doit tenir compte dans la résolution numé-
rique d'un probleme :

1. Instabilité du probléme : Certains problemes mathématiques sont instables : de pe-
tites perturbations des parametres, dont dépend le probleme, vont engendrer de
grandes variations des solutions.

Un exemple est la résolution de 'équation de la chaleur inverséeu, = —Auwu ; un
autre la détermination des racines d’un polynome.

Comme les parametres des modeles mathématiques viennent souvent d’expériences
on utilisera autant que possible des modeles stables.

Soit s = Ale] un algorithme ou probleme qui, en fonction du parametre e, produit
le résultat s; on s’intéresse a la stabilité de A et 'on veut controler Ierreur relative
commise par une petite perturbation de e :

55| _ [A(e+de) — Ae)|
|| |Ale)| -

On appelle ¢(A) le conditionnement du probleme A (en choisissant la meilleure
borne possible dans 'inégalité pour obtenir ¢(.A)).

() 124

el

2. Erreurs d’approrzimation : Ce type d’erreur apparait lorsque I'on remplace un pro-
bleme «continue» par un probleme «discret». Quand le pas de discrétisation tend
vers zéro la formulation discrete doit tendre vers la formulation continue du pro-
bleme.

Les formules de quadrature pour calculer des intégrales et les schémas aux différences
finies pour les équations aux dérivées partielles sont des exemples de formulations
discretes.

3. Erreurs d’arrondi : Les calculs numériques sur ordinateur se font avec une précision
finie : la mémoire disponible étant finie on ne peut pas représenter les nombres réels
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qui ont un développement décimal infini. On peut représenter 1/3, mais pas son
écriture décimale, on ne pourra représenter m que par un nombre fini de décimales.
Un représentation fréquente est celle en virgule flottante des nombres réels :
f=(-1)7-0,ddy...d, ¥V m<j<Met0<d,<b—1;

ou s est le signe, d_1d_o---d_, la mantisse, b la base et r est le nombre de chiffres
significatifs. La précision machine pour un flottant de mantisse r est b'~", c’est la
distance entre 1 et le nombre flottant immédiatement plus grand 1+ b'~". Comme
on ne dispose que d’un nombre fini de réels le résultat des opérations arithmétiques
de base (+, —, X, /) n’est pas nécessairement représentable : on est obligé d’arrondir.
L’arithmétique IEEE, utilisée sur les machines sous Unix et Linux, définit des
nombres flottants en base 2 : en simple précision de 32 bits (type float en C)
et double précision de 64 bits (type double en C). En simple précision on uti-
lise un bit pour s, 1 octet pour l'exposant (signé) j, i.e. j € {—127,...,+128},
et 23 bits pour la mantisse. Si 'on suppose que la représentation est normalisée,
i.e. d_1 # 0, on gagne un bit significatif et un flottant en simple précision s’écrit
f=(=1)1,d yd5...d ,27.

dans ce cas la précision machine est de 2723, c.-a-d. approximativement 1077, et les
flottants normalisés positifs vont de 10738 & 10738

En plus des résultats, les modules arithmétiques envoient des messages qui indiquent
la nature du résultat de 'opération : si ce n’est pas un nombre (NaN = NotANumber
=00 —00=+/—1=0/0...) ou un nombre trop grand, resp. petit, et qui ne peut
étre représenté.

4. Complexité des calculs : Pour la plupart des applications on veut obtenir un résul-
tat en un temps raisonnable, il est donc important de pouvoir estimer le temps que
I’algorithme va utiliser pour résoudre le probleme. Pour cela, on compte le nombre
d’opérations flottantes (angl. flops) en fonction de la taille du probleme. Souvent il
suffit d’avoir un ordre de grandeur : si N est la taille du probleme (p.ex. nombre

d’inconnues) on peut avoir des algorithmes en O(N), O(NIn N), O(N?), O(N)...

Pour illustrer les problemes cités en haut, on va présenter quatre exemples classiques ol
ces notions jouent un role important :

Exemple 1 : Evaluation d’'un polynome proche d'une racine multiple.

d
Soit p(x) = Z a; ' un polynome a coefficients réels avec ag € R*.
=0
Z d
Si 'on connait les racines du polynéme on peut le factoriser p(z) = aq4 H(az —13).
i=1

On peut aussi associer a p sa matrice compagne

_ Gd—1 _ G%d—2 _ a2 _ a1 _ %
aq aq ag aq aq
1 0 0
0 1 0 0 0
0 1 0
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dont les valeurs propres sont les racines de p.

Si l'on veut calculer p(x) en utilisant la premiere représentation, on doit effectuer de
l'ordre de 2d opérations élémentaires (4 et x) et d — 1 appels a la fonction puissance ;
si 'on connait les racines, il suffit de 2d opérations élémentaires. Mais comme on connait
rarement une factorisation du polynome on utilise 1’algorithme de HORNER pour calculer

p(x) :
ALGORITHME 1.1 (HORNER)
Evaluation d’un polynéme en x a partir de ses coefficients ag, ay, . .., aq .
Y = Qq
pour i=d-1 to 0
y=x-y+a

Cet algorithme permet d’évaluer p(z) a partir des coefficients a; en en 2d opérations
élémentaires. On se propose de calculer et représenter le polynome suivant :

p(z) = 2" — 302" + 4202" — 36402'* + 218402 — 960962'°
+3203202° — 8236802° + 16473602" — 25625602° + 30750722°
—2795520* + 18636802 — 86016022 + 2457602 — 32768

= (z—2)".

Les résultats sont représentés a la figure suivante, on a évalué p(z) pour x € [1.6,2.4] et
avec un pas de 1074,

Evaluation directe du polynéme

1.5e-06
1.0e-06
5.0e-07

0.0e+00
-5.0e-07 /
-1.0e-06

-1.5e-06
1

o

1.8 2.0 22 2.
Evaluation par la méthode de HORNER

1.5e-06
1.0e-06
5.0e-07 /
0.0e+00 y
-5.0e-07 /7
-1.0e-06

6

-1.5e-06
1.8 2.0 2.2 2.

Utilisation de la factorisation du polynome

1.5e-06
1.0e-06
5.0e-07

0.0e+00
-5.0e-07 ﬁ
-1.0e-06

-1.5e-06

1.6 1.8 2.0 2.2 2.

Les oscillations qui apparaissent dans le graphe de p rendent difficiles la détection de la
racine de p par une méthode comme celle de la dichotomie par exemple.
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Pour calculer de fagon rapide et précise les valeurs d'un polynome il vaut donc mieux
utiliser sa forme factorisée, or pour cela il faut trouver tous les zéros de I’équation polyno-
miale p(z) = 0, ce qui est instable comme 1'on verra, ou il faut trouver les valeurs propres

de la matrice compagne, ce qui est un autre probleme, non moins difficile.

Exemple 2 : Détermination des racines d'un polynome perturbé.

Pour illustrer l'instabilité de la résolution d’une équation polynomiale par rapport aux
coefficients du polynéme on va utiliser I’exemple de proposé par WILKINSON (1963) :

20

w(z) = [z —1)

i=1

= 2% — 210 2" + 20615 2'® — 1256850 27 4 53327946 2'° — 1.672 - 10? z°
+4.017 - 10" 2 — 7.561 - 10" '3 + 1.131 - 10" 2'* — 1.356 - 10 2!
+1.308 - 10" 2 — 1.014 - 10" 2% +6.303 - 10" 2® — 3.113 - 10'7 2"
+1.207 - 10" 2° — 3.600 - 10'¥ 2° 4+ 8.038 - 10" 2* — 1.287 - 10" 2*

+1.380 - 10" 22 — 8.753 - 10'® 2 + 20!

On considére ensuite le polynome perturbé w(z) = w(z) — 27232 et, en faisant des
calculs numériques en haute précision, on obtient les racines suivantes pour w :

1, 00000 0000
2, 00000 0000
3, 00000 0000
4, 00000 0000
4, 99999 9928
6, 00000 6944
6, 99969 7234
8, 00726 7603
8, 91725 0249
20, 84690 8101

On obtient 5 racines complexes conjuguées de partie imaginaire non négligeable. Cet
exemple célebre montre comment une petite perturbation d’un coefficient change de fa-
¢on profonde I’ensemble des solutions d’une équation polynomiale. Les figures suivantes

donnent les graphes de w et w .

10, 09526 6145 + 0, 64350 0904 7
10, 09526 6145 — 0, 64350 0904 7
11, 79363 3881 + 1, 65232 9728 4
11, 79363 3881 — 1, 65232 9728 ¢
13, 99235 8137 + 2, 51883 0070 ¢
13, 99235 8137 — 2, 51883 0070 %
16, 73073 7466 + 2, 81262 4894 1
16, 73073 7466 — 2, 81262 4894 1
19, 50243 9400 + 1, 94033 0347 ¢
19, 50243 9400 — 1, 94033 0347 %
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Exemple 3 : Calcul de la trajectoire de la fusée ARIANE 5

Le 4 juin 1996, le premier vol de la fusée ARTANE 5 s’est terminé par 1’explosion de I’engin
a peine 50s apres le décollage. Dans le rapport ESA/CNES!, établi suite a cet incident,
on peut lire que les causes de 1’échec sont dues a un signal d’overflow mal interprété par
I'ordinateur de bord.

En effet, les deux systemes de référence inertiels ont arrété de fonctionner a cause d’une
erreur lors d’une conversion d’un nombre flottants en 64 bit vers un entier signé en 16
bits. Le nombre a convertir ayant une valeur trop grande pour étre représenté en 16
bits, 'opération s’est terminé par un signal d’overflow. Le premier systeme de référence
inertiel a arréeté de fonctionner et le second a pris le relais, et la méme erreur c¢’est produite.
L’ordinateur de bord a cette fois pris en compte le signal d’overflow, mais en I'interprétant
comme étant une donnée. Il y a eu un changement de trajectoire qui a mené la fusée vers
une forte déviation, ceci a causé la désintégration du lanceur.

Le rapport constate que le programme en cause n’était plus utilisé apres le décollage, de
plus le code avait été transféré sans changement du systeme ARIANE 4 vers ARTANE 5,
sans tenir compte du fait que sur le nouveau lanceur les parametres prenaient d’autres
valeurs.

Conclusion de ce feu d’artifice fort cotiteux : il est important de connaitre des fourchettes
pour les valeurs d’entrée d'un programme et de protéger les logiciels contre les résultats
erronés.

Exemple 4 : Multiplication de matrices

Soient A, B et C des matrices rectangulaires, de dimensions respectives (n,m), (m,p)
et (p,q). Combien d’opérations sont nécessaires pour calculer ABC' 7 Comme ABC =
(AB)C = A(BC), on a deux possibilités d’évaluation.

Le calcul de (AB)C nécessite de 'ordre de 2np(m + q) opérations, tandis que le calcul
de A(BC) se fait en 2mg(n + p) opérations. Si I'on prend par exemple n = p = 10 et
m = g = 100 on trouve 4 -10* et 4-10°. La multiplication des matrices rectangulaires est
bien distributive, mais le nombre d’opérations nécessaires peut varier de facon importante.

Soit n = m = p, alors A et B sont des matrices carrées et le cotit de leur multiplication est
O(n?), or il existe un algorithme qui permet de réduire ce cotit & O(n'°827) . La méthode
est basé sur une réécriture de le multiplication de deux matrices (2,2), si les matrices sont
carrées d’ordre n, avec n = 2", on applique I'algorithme de maniere récursive.

1. ARIANE 5 : Flight 501 Failure, rapport sous la direction de J.L. LIONS, juillet 1996.
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ALGORITHME 1.2 (STRASSEN)
Calcul du produit des matrices carrées d’ordren = 2" : C' = AB

C =STRASSEN(A, B,n)
sin =1 alors
C=A-B // cas scalaire //

sinon

An A B, B .
A= <A; AZ) et B= (B; B;z) // ot les A;; et B;; sont (n/2,n/2) //

Q1 = STRASSEN (A1 + Aga, By + Bag, n/2)
Qo = STRASSEN (Agy + Agy, Bi1,n/2)

Qs = STRASSEN (A1, Byy — By, n/2)

Qi = STRASSEN(Agy, —Bi1 + Bay,n/2)

Qs = STRASSEN (Ay; + Az, Bya,n/2)

Q6 = STRASSEN(—A11 + Asi, Bi1 + Bia,n/2)
Q7 = STRASSEN (A5 — Agy, By + Bya,n/2)
Cii=Q1+Qs— Qs+ Q7

Cr=Q3+ Qs
Co1 = Q2+ Q4
Cor = Q1 — Q2 + Q3+ Qg
O — Cin Cho
Oy COxp

En pratique il faut n assez grand pour obtenir un gain satisfaisant avec la méthode de
STRASSEN (log, 7 = 2,8073). Mais des méthodes simples de multiplication par blocs sont
par exemple utilisées dans les librairies BLAS (angl. Basic Linear Algebra Subroutines).
Nous allons en décrire le principe en quelques mots.

Il ne suffit pas d’utiliser la vitesse de calcul et la mémoire centrale des processeurs pour
obtenir des programmes rapides : supposons que 1’on veut multiplier deux grandes matrices
dont la taille nécessite une sauvegarde dans une mémoire qui est d’acces lent. Il est clair
que la plus grande partie du temps est utilisé pour transférer des données. Les librairies tels
que BLAS implémentent des multiplications de matrices par blocs en tenant compte de
I’architecture du processeur. Les blocs transférés de la mémoire lente sont de la taille des
mémoires d’acces rapide, on fait moins de transferts lents et on passe proportionnellement
plus de temps sur les calculs.

Les librairies LAPACK, CLAPACK et ScaLAPACK (http//www.netlib.org) utilisent
cette approche.

On peut noter aussi que des logiciels tels que Scilab? ou Matlab© utilisent des opé-
rations par blocs pour accroitre leur performances (et il est fortement recommandé d’en
faire usage en TP!).

2. (© INRIA, logiciel disponible & http//www.scilab.org/




Chapitre 2
Algebre linéaire

Dans la premiere partie de ce chapitre nous allons proposer des méthodes de résolution
directes de I'équation Ax = b, ou A est une matrice carrée d’ordre n inversible. Dans
la seconde partie on s’intéresse au cas ou A est rectangulaire, on cherchera x minimisant
| Az — b||> . La derniére section présente des méthodes itératives pour le cas d’une grande
matrice A carrée d’ordre n inversible.

2.1 Résolution de systemes linéaires par des méthodes
directes

On s’intéresse a I'équation Az = b. En un premier temps nous allons étudier la stabilité
de ce probleme. Pour cela on considere le probleme perturbé

(A+0A)T =b+ 6b, et on pose dx = T — x.

Par soustraction on trouve dz = A71(6b — §AZ) et

ozl _ 4 10A[ , []ob]
< [[ATI 1Al + )
1]l [A[ LA
Le nombre c¢(A) = |[A7Y| ||A]| est le conditionnement de la matrice A pour le probleme

d’inversion (et pour la norme ||.||). Si de plus ||A7Y||[6A] < 1

ozl _ _ <(A) (HMH N H5b|!) '

el = 1 —c(aylegl Al ol

Le théoreme suivant donne une caractérisation intéressante du nombre ¢(A).

THEOREME 2.1.1
Soit A une matrice inversible, alors

1 1
A= Il Alla - ea(A)

: All2 }
min A+ 0 A singuliére » =
{ 1Al /

Donc la distance relative de A a la matrice singuliere la plus proche est I'inverse du
conditionnement de A en ||.||2.



8 UFR de Mathématiques et Informatique, Université Paris Descartes

2.1.1 Factorisation LU de matrices

L’algorithme de résolution est basé sur le

THEOREME 2.1.2 (ELIMINATION DE GAUSS)
Soit A une matrice inversible, alors il existe des matrices de permutations P; et P, , une
matrice L triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale et une matrice U triangulaire
supérieure inversible telles que

PPAP,=LU.

En fait une seule matrice de permutation est nécessaire, de plus

(i) on peut choisir Py = I et Py tel que ay; soit I'élément de valeur absolue maximale
dans la premiere colonne, c’est I'algorithme d’élimination de GAUSs avec pivot partiel.

(ii) on peut choisir Py et P, de fagon a ce que ay; soit I'élément de valeur absolue maximale
dans toute la matrice, c’est 'algorithme d’élimination de GAUSs avec pivot total.

Remarque :Sio: {1,...,n} — {1,...,n} est une permutation, alors la matrice associée
P, est définie par (P,);; = dis(j), Ol ;5 est le symbole de KRONECKER. P, A réordonne les
lignes de A, AP, réordonne les colonnes de A et P, AP, réordonne tout.

ALGORITHME 2.1
Factorisation LU avec pivot.
pour i=1ton—1
Appliquer les permutations a A, L et U telles que a; # 0.
pour j=1i+1ton
lji = aji/aii
pour j=iton
uij = aij
pour j=i1+1ton
pour k=1+1ton
Qi = Qjk — lji * Uik

L’algorithme de factorisation LU est utilisé pour résoudre le systeme linéaire Ax =10.

ALGORITHME 2.2
Résoudre Ax = b en utilisant I’élimination de GAuss avec pivot (cf. Scilab).

Factoriser A en PA = LU ;
Par permutation : LUx = Pb ;
Résoudre un systeme triangulaire inférieur : Ly = Pb ;

Résoudre un systeme triangulaire supérieur : Ur =y ;
Par permutation : x = A~'b = U 'L71Pb.

Coiit : La résolution du systeme Az = b revient donc a la résolution de deux systemes
triangulaires qui demandent peu d’opérations, O(n?). La décomposition LU est d’ordre
O(%n?’) et le cott total de I’élimination de Gauss pour résoudre un systeme linéaire est
donc O(3n?).

On n’a pas tenu compte des mouvements de données nécessaires pour le pivot par exemple,
des implémentations effectives de 1'algorithme de factorisation LU optimisent aussi cette
partie de la méthode (cf. implémentations BLAS).

2.1. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES PAR DES METHODES DIRECTES
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Pour pouvoir garantir la précision des résultats on aimerait avoir des bornes sur l'erreur
relative, or pour cela il faut déterminer |[6A|| /|| A, ||60]|/]|b]| et c(A) = ||AJ|||A7Y| .
Pour obtenir ||0A|| on utilise le théoréme suivant

THEOREME 2.1.3
Soit ¥ la solution calculée et r = AT — b le résidu. Il existe une matrice 0A tel que
[l

|0A] = h et (A+0A)T = b. Il n’y pas de matrice de norme plus petite vérifiant

T

(A+5A)7=b.

Pour déterminer c¢(A) on doit calculer [|[A7Y|, c-a-d. A=! de fagon explicite, ce qui est
trop cotiteux. On préfere utiliser un bon estimateur de ||A™!||. L’algorithme de HAGER,

présenté plus loin, donne une borne inférieure de la norme ||.||; d’une matrice B, il est
n

basé sur une maximisation de la fonction f(x) = ||Bz||, = Z Z bijxj| .
i=1 | j=1
(voir page 21)

2.1.2 Matrices réelles définies positives

Dans beaucoup d’applications la matrice A est symétrique définie positive, dans ce cas on
économise de I'espace mémoire en ne stockant que n(n + 1)/2 termes. De plus il existe un
algorithme de factorisation en O(én?’) . Le théoreme suivant regroupe quelques résultats
utiles.

THEOREME 2.1.4
1. Si A = (a;j)1<ij<n est une matrice symétrique définie positive, alors toute sous-
matrice M,, = (a;j)1<i j<m est symétrique définie positive.
2. Soit B une matrice inversible, alors A est symétrique définie positive si et seulement
si B'AB est symétrique définie positive.
3. Une matrice A est symétrique définie positive si et seulement si A' = A et toutes
ses valeurs propres sont strictement positives.

4. Si A est symétrique définie positive, alors max |a;;| = max a; > 0.
1<i,j<n 1<i<n
5. Une matrice A est symétrique définie positive si et seulement si il existe une matrice

L triangulaire inférieure inversible telle que A = L L.
C’est la factorisation de CHOLESKY de la matrice A.

6. Si A est une matrice symétrique définie positive, de valeurs propres
0< X <--- <\, alors pour tout x € R"\ {0} on a I'inégalité de KANTOROVICH :

(ziz)? Midi (a4 - 1)
A (A7) = Oyt A <CQ(A)+1) !

avec co(A) = Ny /A1 .

CHAPITRE 2. ALGEBRE LINEAIRE
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ALGORITHME 2.3 (CHOLESKY)
Factorisation de CHOLESKY d’une matrice symétrique définie positive.

pour j=1ton

i1 3
ljj = (%‘ -> lﬁ)
k=1

pour i=7j7+1ton
1 —

lij = T <az’j - Z likljk>
Ji k=1

Pour résoudre Az = LL'z = b on doit résoudre deux systémes triangulaires.

2.1.3 Autres types de matrices

Dans les applications on rencontre souvent d’autres types de matrices : des matrices bande,
tridiagonales, tridiagonales par blocs, creuses ...

Avec des méthodes adaptées on peut souvent améliorer les performances des algorithmes
de factorisation, que ce soit au niveau de l'espace mémoire, du nombre d’opérations ou
du transfert de données.

La plupart des librairies scientifiques (e.g. LAPACK, CLAPACK) ou logiciels (e.g. Scilab,
Matlab) proposent des algorithmes et représentations pour les types de matrices les plus
fréquents (e.g. matrices creuses).

2.2 Résolution de systemes linéaires au sens des moindres
carrées

Soit A une matrice de taille (m,n), un vecteur z € R" est solution du systeme Az = b au
sens des moindres carrées si + minimise ||Ax — b, .

Si m = n et A inversible il existe une solution unique z = A™'b; si m > n on a un
probleme surdéterminé, en général il n’existe pas de solution de 'équation Ax = b ; si
m < m on a un probleme sous-déterminé, on peut avoir une infinité de solutions vérifiant
le systeme linéaire.

Nous allons énoncer quelque résultats d’algebre linéaire qui permettent de résoudre ce pro-
bleme, les algorithmes de factorisation présentés font partie des librairies mathématiques
standard.

2.2.1 Matrices de Householder

DEFINITION 2.2.1
On appelle matrice de HOUSEHOLDER. toute matrice de la forme

H=1, —2v'
ouveR™ et |v|,=1.

On montre que H est une matrice symétrique et que H H* = I ; une matrice de HousE-
HOLDER correspond a une symétrie par rapport a ’hyperplan perpendiculaire a v .

2.2. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES AU SENS DES MOINDRES CARREES
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Soit x € R™ tel que a? = a2 + ...+ 22 > 0, et soit v € R™ tel que

0 pour 1 <:< k-1
v; = { xp + signe(xy)|a| pour i =k :
T pour k+1<1<m

alorssi H=1—2vv", ona Hr =2 —vet (Hz);=0pour k+1<i<m.

Soit A une matrice de taille (m,n), la méthode de HOUSEHOLDER de résolution du systeme
linéaire Az = b équivaut a construire des matrices de HOUSEHOLDER H1 ,. .., H, telles que
la matrice H,,H,,_1 --- H{ A soit triangulaire supérieure.

Il suffit ensuite de résoudre un systeme triangulaire supérieur par la méthode de la re-
montée.

Si m = n il suffit d’appliquer n — 1 transformation pour obtenir une matrice triangulaire
supérieure, si m > n on annule m — n lignes de la matrice A .

Les matrices H étant orthogonales on a ||Ax — b||, = ||HAz — HY|, ,
le résidu du systeme triangulaire obtenu par la méthode de HOUSEHOLDER est identique
en ||.||, au résidu du probleme initial.

2.2.2 Factorisation QR

THEOREME 2.2.1 (FACTORISATION QR)

Soit A une matrice de taille (m,n) avec m > n et telle que rang(A) = n. Alors il existe
une unique matrice @ de taille (m,n) telle que Q'Q = I,, ; une unique matrice R de taille
(n,n) triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont positifs, r; > 0, telles que

A=QR.

Grace a la factorisation QR de A on a :
Ar —b=QRx — b= Q(Rx — Q') — (I, — QQ")b .

Les vecteurs Q(Rx — Q') et (I, — QQ")b étant orthogonaux on obtient :

4z = b3 = [|Q(Rz — @) |5+ || (1 — Q"] .
cette somme de carrées est minimale pour x = R71Q'.

On peut utiliser les matrices de HOUSEHOLDER pour obtenir une factorisation QR .

En effet H, --- H{A = A, est une matrice (m,n) dont les m — n dernieres lignes sont
nulles. Gréace aux propriétés des H; ona A= H;---H,A, = QR ou

Q=(H - H)1<i<ml<j<n),QQ=1I,

et R=A,(1 <i<n;1<j<n) triangulaire supérieure.

CHAPITRE 2. ALGEBRE LINEAIRE
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2.2.3 Décomposition en valeurs singulieres

La décomposition en valeur singulieres d’une matrice est souvent appelé décomposition
SVD (angl. Singular Values Decomposition) .

THEOREME 2.2.2 (DECOMPOSITION SVD)

Soit A une matrice de taille (m,n) avec m > n.

a) On peut écrire A =UXV" ou U est une matrice de taille (m,n) telle que U'U = 1I,, ;
Y est une matrice diagonale avec oy > ... > 0, > 0; V est de taille (n,n) et vérifie
Vv =1,.

Les o; sont les valeurs singulieres de A .

b) Les valeurs propres de la matrice A A sont o? , les vecteurs propres sont les vecteurs
colonne Vi, ..., V.

¢) Les valeur propres de la matrice AA" sont 022 et m —n zéros. Les vecteurs propres sont
les Uy, ..., U, et m —n vecteurs propres associés a 0 .

k
d) On pose Ay, = ZaiUin, alors ||A— Ag|lo= min ||JA— B2 = 0g41.

, B/rg(B)=k
i=1
e) Si m = n, alors ||A|l, = o1, si de plus et A inversible, alors |A7Y|, = 1/o, et
CQ(A) = ? .

Si A est une matrice de taille (m,n) avec m > n et rang(A) = n, on montre que la
solution du probléme des moindres carrées est x = VE~1UD .

DEFINITION 2.2.2
Soit A une matrice de taille (m,n) avec m > n et rang(A) =n.
On appelle matrice pseudo-inverse de MOORE-PENROSE la matrice

AT =RIQ'=VvyTUt.

On peut donc exprimer # minimisant ||Az — b||, grace a AT .

On peut généraliser la définition de AT & des matrices de rang r < n comme suit :
soit A= UXV?, on écrit

X 0

A= (U, ) < oy

)(mvz)tzmzlvlt,

ou ¥ est de taille (r,7) inversible et les matrices U; et V; ont r colonnes. On pose

-1
At =nyUl =V (Z(l) 8) U'.

Dans ce cas on a encore x = A*b qui minimise [[Az — b||, .

2.2. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES AU SENS DES MOINDRES CARREES
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2.3 Résolution de systemes linéaires par des méthodes
itératives

Les méthodes directes présentées jusqu'ici permettent de calculer la solution d’un systeme
linéaire en un nombre fini de pas (solution exacte en ne tenant pas compte des erreurs
d’arrondi). Par contre pour de grands systemes ces méthodes demandent souvent trop
d’espace mémoire et trop de calculs. On utilise alors des méthodes itératives ou l'on
arréte l'itération des que la précision désirée est atteinte.
Avant de brievement rappeler les méthodes les plus courantes, nous allons donner quelques
résultats généraux.
Soit A carrée d’ordre n inversible , on appelle décomposition de A tout couple de matrices
(M, N) ou M est inversible, et tel que A =M — N .
Le systeme Az = b devient alors z = M ~*Nx + M~'b = Rz +r et la méthode itérative
s’écrit

2D = R a® g
PROPOSITION 2.3.1
Soit (M, N) la décomposition associée a A et supposons que pour la norme matricielle
subordonnée on a |R|| < 1.
Alors pour tout vecteur z® ¢ R” , la suite a* D) = R . 2®) 41 est convergente.

PROPOSITION 2.3.2
La suite (z*)) définie par x**+Y = R - 2®) 4+ converge vers la solution de Ax = b, pour
tout (0 € R", si et seulement si p(R) < 1.

On appelle vitesse de convergence de la méthode le nombre —log,,(p(R)) .

Les méthodes que nous allons présenter sont basées sur des choix qui permettent d’inverser
facilement M et d’obtenir une matrice R pour laquelle p(R) est petit.

2.3.1 Meéthode de Jacobi

On décompose A en A = D — K ou D est la diagonale de A et —K contient les éléments
hors diagonale. On note R; = DK .

ALGORITHME 2.4 (JACOBI)
Aprés permutations éventuelles pour rendre D inversible,
une itération de la méthode de JACOBI s’écrit :

pour i=1ton

k1) _ 1 - (k)
€; _CL_“ (bz_ Z aijxj )

j=1,j#i

ProprosITION 2.3.3

Si la matrice A est a diagonale strictement dominante,
n

c.-a~d. pour tout 1 <i<mn : Z |a;j| < |ai;|, alors la méthode de JACOBI converge.
j=Li#i

CHAPITRE 2. ALGEBRE LINEAIRE
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2.3.2 Meéthode de Gauss-Seidel

On écrit A = (D — L) — U ou D est la diagonale de A et —L, resp. —U, la matrice
triangulaire strictement inférieure, resp. supérieure, de A. On note Rgs = (D — L) 'U .

ALGORITHME 2.5 (GAUSS-SEIDEL)
Aprés permutations éventuelles, une itération de la méthode de GAUSS-SEIDEL s’écrit :

pour i1=1ton

i—1 n
k+1) 1 (k+1) ()

j=1 j=i+1

PROPOSITION 2.3.4

Si la matrice A est a diagonale strictement dominante, alors la méthode de GAUSS-SEIDEL
converge.

Dans ce cas on a de plus ||Rgsl|, < [[Rs]l <1.

2.3.3 Meéthode de relaxation

Le décomposition de A s’écrit A=D—L—-Uet M=1D—-L N=(X-1)D+U.
On note Rye) = (£D — L) (£ —=1)D+U).

ALGORITHME 2.6
Une itération de la méthode de relaxation de paramétre w s’écrit :

pour i=1ton

1—1 n
(k+1) (k) w (k+1) (k)

w j=1 j=i+1

THEOREME 2.3.1
On a p(Ryea)) > |w — 1|, une condition nécessaire de convergence de la méthode de
relaxation est donc que 0 < w < 2.

THEOREME 2.3.2

Soit A une matrice symétrique définie positive, alors p(Ryey.)) < 1 pour 0 <w < 2. Une
condition suffisante de convergence de la méthode de relaxation est alors que 0 < w < 2.
Pour w =1 la méthode de GAUSS-SEIDEL converge aussi.

2.3. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES PAR DES METHODES ITERATIVES



Chapitre 3

Optimisation continue sans
contraintes

3.1 Définitions et rappels

3.1.1 Probleme général d’optimisation continue

Soient f, g et h définies sur D C R" avec D = dom f Ndom g Ndom h
etf: D—->R,g: D->R" h:D—->RP.

Un probleme d’optimisation non linéaire sur R” se présente sous la forme standard :

{ Minimiser f(x)

3.2
sous la condition z € € ={z € D | g(x) <0,h(z) = 0}. (3:2)

La fonction (ou fonctionnelle) f est appelée critére, codt, fonction-objectif ou fonction
économique; 'ensemble D C R™ est I'ensemble des paramétres ou wvariables d’état; I'en-
semble € C D est 'ensemble des contraintes, lorsque x se trouve dans € on dit que z est
admissible ou réalisable.

Lorsque € = D on a un probleme sans contraintes, pour m = 0 < p on a des contraintes-
égalités et pour p = 0 < m on a des contraintes-inéqgalités.

La valeur optimale (ou minimale) du probleme (3.2) est définie par f = inf f(x).

zel
Ona f € RU{£oco}.
On dira que T est un point optimal (ou minimal) si T est admissible et f(T) = f.
L’ensemble des points optimaux est {z |z € €, f(z) = f}.

Un point T € € est un minimum local (ou relatif) (resp. minimum local strict)
sl existe un voisinage V' de T tel que f(Z) < f(x) pour tout z € €NV
(resp. f(T) < f(z) pour tout z € €NV, xz # 7).
Pour ¢ > 0 donné, une solution a e-pres, ou e-sous-optimale, de (3.2) est un élément
T.cCtelque f(T.) < f+e.
La suite (1) € € est une suite minimisante si lim f(x3) = f.

k——o00
On se restreint ici aux probléemes ou les parametres x appartiennent a un espace vectoriel
de dimension finie et sont continues, i.e. € R". On ne considere pas les problemes
d’optimisation discrete ou combinatoire ou x € Z™ , ni les problemes en dimension infinie
ou x appartient a un espace fonctionnel.
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Suivant la forme des fonctions f, g et A on obtient une classification des problemes d’op-

timisation :

e Programmation linéaire. Dans ce cas la fonction cott est linéaire f(z) =< ¢,z >, avec
¢ € R™ donnée et g est affine. On a g;(x) =< a;,x > —b; pour 1 <i<meth=0.
L’ensemble des contraintes est donné par
C={zeR"| <a;,z><0b,1<i<m}, cest un polyedre convexe fermé.

e Optimisation quadratique. La fonction-objectif est quadratique f(z) = %:thx +q'z
avec () symétrique définie positive et les contraintes sont encore affines
C={zeR"| <a;,z><b,1<i<m}.

e Optimisation convexe. La fonction-objectif f et les contraintes-inégalités g; sont convexes,
les h; sont affines, de la forme h;(z) =< a;,z > —b; pour 1 < i < p. Dans ce cas 'en-
semble contrainte € est un convexe.

o Optimisation différentiable ou lisse. Les fonctions f, g; (1 <i <m) et h; (1 <j <p)
sont différentiables (p.ex. de classe €', €?).

o Optimisation non-différentiable. C’est le cas si certaines fonctions parmi f, g; et h; ne
sont pas régulieres.

Les hypotheses sur f, g et h vont déterminer de facon essentielle ’existence et 'unicité
d’une solution de (3.2). Ce n’est qu’en ayant des conditions nécessaires et suffisantes d’exis-
tence de points optimaux que 'on peut se poser la question d’appliquer un algorithme
numérique pour déterminer ces solutions.

3.1.2 Ensembles et fonctions convexes

En optimisation on obtient des résultats forts d’existence et unicité de minima si on utilise
la convexité, d’ou 'importance des définitions et résultats de cette section.

DEFINITION 3.1.1
Un ensemble C' C R™ est un ensemble convexe si pour tout (z,y) € C? le segment
[z,y] ={tz+ (1 —t)y; 0 <t <1} est inclus dans C'.

Exemples :

1. L’ensemble vide, I'espace entier R" et tout singleton {x}, z € R™, sont des ensembles
convexes.

2. Les sous-espaces vectoriels et affines de R™ sont des ensembles convexes :
hyperplan affine{x € R"|a'x = b}, a € R™, b € R est convexe et partage R" en
deux demi-espaces convexes {x|a'x < b} et {x|a'z > b} (fermés pour I'inégalité
large).

3. Les boules B(x,7)). C R™ sont des ensembles convexes.

4. Le simplexe unité S = {x € R"

n
in <1,x;>0pouri=1,...,n} est convexe.
i=1

5. Un ensemble C' est un cone si pour tout x € C on : {tx |t > 0} C C'. Un ensemble
C est un cone convexe si pour tout (x,y) € C?, (s,t) € (Ry)? sx+tyeC.

3.1. DEFINITIONS ET RAPPELS
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L’hyperoctant positif (R, )™ est un exemple simple de cone convexe.
L’ensemble des matrices carrées symétriques semidéfinies positives est aussi un cone
convexe.

Opérations qui conservent la convexité des ensembles.

PROPOSITION 3.1.1
(a) Soit {C;}ier une famille quelconque d’ensembles convexes,

alors C = ﬂ C; est un ensemble convexe.
icl

(b) Pouri =1,... k, soient C; C R™ des ensembles convexes, alors C' = Cy x -+ x Cy
est un ensemble convexe de R™ 7k

(c) Soit C' C R™ un ensemble convexe et f : R™ — R™ une application affine, alors
f(C)={f(z)|z € C} est convexe.
Inversement, si g : R™ — R™ est une application affine, alors g~ '(C) = {z | g(x) € C}
est convexe.

DEFINITION 3.1.2
Soit C C R™ un ensemble convexe non vide et f : C' — R.
— On dit que f est une fonction convexe si pour tout (z,y) € C* et pour tout t €]0, 1]

fz+ (1 —t)y) <tf(z)+(1—1)fly).

f est concave si —f est convexe.

— La fonction f est strictement convexe si pour tout (z,y) € C?, x # y, et pour tout
t €]0, 1]

S+ A =t)y) <tflz)+1-1)f(y).

— On dit que f est fortement convexe ou uniformément convexe de module v > 0 si

Jlte+ 1=y <L)+ Q-0 5@) - Ft0 =Dl —yl3
pour tout (z,y) € C* et pour tout t €]0,1].

— Une fonction f : dom f — R est quasi-convexe si tout ensemble de niveau inférieur
Li(a) ={z €edom f | f(x) < a} est un ensemble convexe.

PROPOSITION 3.1.2
(a) Une fonction f est convexe si et seulement si sa restriction a tout segment inclus dans
dom f est une fonction convexe.
(b) Une fonction f est convexe si et seulement si son épigraphe
epif = {(z,a) € R" x R| f(z) < a} est un ensemble convexe.
(c) Une fonction f est fortement convexe de module v > 0 si et seulement si la fonction

x+— f(x) — v |z]|2 est convexe.

(d) Une fonction f est quasi-convexe si et seulement si pour tout (x,y) € dom f et pour
tout t €]0,1]

flte+(1-1t)y) <max(f(z), f(y)) -

On dit que f est strictement quasi-convexe si on a inégalité stricte ci-dessus.

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE SANS CONTRAINTES



18 UFR de Mathématiques et Informatique, Université Paris Descartes

Note : Rappelons quune fonction convexe f est localement Lipschitz.

Les propositions suivantes présentent des caractérisations de convexité pour des fonctions
régulieres.

PROPOSITION 3.1.3 (CRITERES DE CONVEXITE I)
Soit 2 un ouvert convexe non vide de R™ et f € C(Q,R) :

(a) f est convexe sur () si et seulement si
Vue QYo e R tel queu+v € Q: D,f(u)=Vf(uv< flut+v)— flu);
(b) f est strictement convexe sur ) si et seulement si

Vu € Q,Vv € R"\ {0} tel queu+v € Q: D,f(u) =Vf(u)v< flut+v)— flu).

Ces inégalités expriment que le graphe de f est en chaque point au-dessus du plan tangent.
Pour n = 1, la fonction f est convexe, resp. strictement convexe, si et seulement si f' est
croissante, resp. strictement croissante.

: flu+v)

flu) +Vf(u) v

U u-+v

PROPOSITION 3.1.4 (CRITERES DE CONVEXITE II)
Soit 2 un ouvert convexe non vide de R™ et f € C*(Q,R) :

(a) f est convexe sur () si et seulement si H(x) est positive pour tout x € €2 ;
(b) si Hy(x) est définie positive pour tout x € €, alors f est strictement convexe sur ).

(c) [ est fortement convexe, de module v > 0, si et seulement si
pour tout z € C et pour tout w € R" :  w'V?f(x)w > v ||w]|3 .

i.e. v minore les valeurs propres de V?f(x) pour tout x € C'.

3.1. DEFINITIONS ET RAPPELS
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Grace a ces caractérisations on obtient les exemples suivants.

Exemples :

1. La fonction indicatrice I d'un ensemble convexe C' est convexe :

Id@:{+&>i2g.

2. Les fonctions = — e*, a € R et x +— |z[P, p > 1 sont convexes sur R.

3. Sur RY la fonction x + 2 est convexe pour a > 1 oua < 0 et concavesi 0 <a < 1.
La fonction z +— Inx est concave sur R7 .

4. Sur R” toute norme, z +— ||z||, et la fonction x — max{zy,...,x,} sont des fonc-
tions convexes.

1/n
5. La moyenne géométrique f(z <H x,) est concave sur dom f = (R* )"

6. La fonction f : 2z + 1 — e I713 est une fonction strictement quasi-convexe sur R™
mais f n’est pas convexe.

Des opérations qui conservent la convexité sont données par la

PROPOSITION 3.1.5
(a) So1ent fi,--., fm des fonctions convexes, oy, . .., a,, des réels positifs, alors la fonction

f= Z a; f; est convexe sur dom f = ﬂ dom f; # ().

(b) So1t { fy tyer une famille quelconque de fonct1ons convexes, alors la fonction f = suII) Iy
ye
est convexe sur dom f = {x | sup f,(x) < 00} .
yel

Exemple : Soit f : R" — R, la fonction conjuguée de f est définie par

f(x)= sup (<z,y>—f(y),

yedom f

ou dom f* est I'ensemble des x pour lesquels < x,y > —f(y) est borné sur dom f .
Comme z —< z,y > —f(y) est une fonction convexe (affine) en z, la fonctionf* est
convexe.

— Soit f(y) = €Y, y € R, alors la fonction y — xy — e¥ n’est pas bornée pour = < 0; pour
x > 0 on a un maximum en y = Inz, donc f*(z) = xlnx — x ; pour z = 0 on trouve
f*(0) = 0. Finalement dom f* =R, et f*(z) =zlnz — .

— Soit f(y) = yIny définie sur R, , on montre que dom f* =R et f*(z) = e* L.

— Si f = Iglafonction indicatrice d'un ensemble S C R"; alors f*(x) = [3(x) = sup < x,y >.

yeS
Les propriétés suivantes sont souvent utilisés pour obtenir des résultats d’existence de
minima

DEFINITION 3.1.3

— On dit que la fonction f : R™ — R est coercive si | |}im f(z) = +o00.
T||—+00

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE SANS CONTRAINTES
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— Soit C' un ouvert convexe de R", on dit que la fonction F' : C' - R
est monotone, respectivement fortement monotone de module v > 0,
si pour tout (z,y) € C* < F(x) - F(y),z—y >>0,
respectivement si pour tout (z,y) € C* < F(z) — F(y), z —y >> v|z — y||3.

— Soit C' un ouvert convexe de R", la fonction f : C — R est elliptique si elle est de
classe C! sur C et si Vf est fortement monotone de module v > 0 sur C'.

PROPOSITION 3.1.6

Soit f une fonction de classe @' sur I'ouvert convexe C, alors f est elliptique de module
v > 0 si et seulement si f est fortement convexe de module v .

Dans ce cas f est strictement convexe et coercive, en particulier les ensembles Ly(o) =
{z € C'| f(z) < a} sont bornés.

3.1.3 Caractérisation de points optimaux

Dans cette section on va présenter quelques résultats qui permettent, grace aux hypotheses
sur f (e.g. régularité, convexité, coercivité, ...) d’assurer I'existence et/ou I'unicité d’un
minimum (local, global, strict, ...) du probleme de minimisation i%f f.

THEOREME 3.1.1
Soit U une partie non vide fermée de R™ et f : R™ — R continue. Si U est non borné on
suppose que f est coercive.

Alors il existe au moins un T € U avec f(T) = in[f] f(z).
TE

THEOREME 3.1.2
Soit D un ouvert deR" et f:D —>Retxe€D.

1. Si f € CY(D) et si T est un minimum local de f, alors nécessairement V f(T) = 0.

2. Si f € C¥D) et si T est un minimum local de f, alors nécessairement V2 f(T) est
semidéfinie positive.

3. Soit f € C*(D), si Vf(T)=0 et V2f(T) est définie positive,

alors T est un minimum local strict de f .

Les résultats suivants montrent que la convexité permet de passer de propriétés locales a
des propriétés globales.

THEOREME 3.1.3
Soit C' un convexe non vide de R" et f : C'— R convexe, alors chaque minimum local de
f est un minimum global sur C'.

THEOREME 3.1.4
Soit C' un convexe non vide de R™ et f: C — R strictement convexe.

si f admet un minimum dans C, alors ce minimum est global et unique dans C'.

3.1. DEFINITIONS ET RAPPELS
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THEOREME 3.1.5
Soit Q un ouvert convexe non vide de R", f € C}(Q,R) et f : C' — R convexe sur 2, alors

Vf(a) =0 < a est un minimum global.

THEOREME 3.1.6
Soit f € C*(R™,R), on suppose qu'il existe v > 0 tel que

Ve € R",Vu e R" : ' H(z)u > vlul;.

Alors f admet un minimum global unique sur R"

THEOREME 3.1.7

Soit D un ouvert convexe non vide de R™ et f € C*(D), si :

(i) soit il existe o € R tel que I'ensemble de niveau inférieur L¢(a) = {x € D | f(z) < a}
est fermé, soit D = R™ ;

(i) il existe v > 0 tel que w'V2f(z)w > v ||w|; pour tout = € D et tout w € R",

alors f admet un unique minimum global (strict) sur D .

Exemple : On veut minimiser sur R" la fonction quadratique f(z) = 2'Px +¢'x +r, on
P est symétrique semidéfinie positive, ¢ € R" et r € R. C’est un probleme d’optimisation
quadratique sans contrainte. L.’hypothese sur P entraine que f est convexe et la CNS
d’optimalité pour T € R™ s’écrit

Vi@ =2PT+q=0.

Si P est inversible, i.e. défini positive, f est strictement convexe et on a une solution unique
T=—-P71¢.Siqg¢&Im(P), il n’y a pas de solution, f n’admet pas de borne inférieure
si ¢ € Im(P), mais P non inversible, I'ensemble des points optimaux est un sous-espace
affine de R™ : 7 € ker(P)—P*q, ou PT est la matrice pseudo-inverse de MOORE-PENROSE .

THEOREME 3.1.8

Soit D un ouvert convexe non vide de R™ et f : D — R continue et quasi-convexe, alors
tout minimum local strict est un minimum global.

S’il existe o € R tel que I'ensemble de niveau inférieur Ly(a) = {x € D | f(z) < a} est
compact, alors il existe T € Ly(«) minimum local de f .

Si f est de plus strictement quasi-convexe, alors il existe un unique minimum % .

3.1.4 Exemple : algorithme de Hager

Soit A une matrice carrée réelle inversible de taille n € N* et dont on suppose connaitre
la décomposition LU d’un cout O(2/3n?), on s’intéresse au conditionnement c(A) =
|A|||A7L|| afin d’évaluer I'erreur relative commise en résolvant le systéme Az = b (voir
théoreme 2.1.3).

Dans toute la suite on va noter B = A™t = (by ---b,) et I, = (e1 -+ e,), ou b; et e,
(base canonique) sont des vecteurs colonnes de R™ .

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE SANS CONTRAINTES
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[z, m2) = 2% + 223
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Pour calculer y = Bx, on est obligé de résoudre le systeme Az = y, or en utilisant la
décomposition LU, ceci se fait en résolvant deux systemes linéaires, c.-a-d. avec un cott
en O(n?).
Comme AA™" = I, on a, pour 1 < j < n, Ab; = e;, i.e. bj = UYL 'e;), ainsi,
pour obtenir les n colonnes de A™!, on a besoin de O(n?®) opérations. S'’il faut résoudre le
systeme linéaire une seule fois, déterminer le conditionnement du probleme est donc aussi
cotiteux que résoudre le systeme linéaire.
En pratique, on préfere utiliser un estimateur de ||A~!||. Parmi les différentes méthodes
existantes, on va présenter 'algorithme de HAGER qui donne une borne inférieure de la
norme ||.||; d’'une matrice. On applique l'algorithme & la matrice A~! pour estimer ||A™Y||; .
Noter qu'il suffit d’appliquer I'algorithme & la matrice (A1) pour estimer ||A7Y|__ .
La méthode de HAGER est basé sur une maximisation de la fonction définie,
pour tout x € R", par
n
fa) =Bz, =)

i=1

Z bijxj

j=1

et f(ej) =Bl

On cherchera le maximum de f sur les vecteurs de la base canonique, il suffit donc de
tester tous les vecteurs e; (1 < j < n) pour déterminer le maximum exact, or pour cela il
faut évaluer y = Be;j, i.e. résoudre deux systémes triangulaires. Cette recherche exhaus-
tive est en moyenne d’ordre (n/2) O(n?) = O(n?), donc trop couteuse.

En général 'algorithme proposé nécessite seulement quelques itérations pour avoir un ré-
sultat exploitable.

1<j<n 4

Comme || B||; = max Z b, il existe j* tel que ||B||, = Z |b;
i=1 i=1

La fonction a maximiser f est convexe sur R”, mais pas différentiable sur
{yeR"/Fie{l,...,n},y; =0} = {réunion des n hyperplans définis par y; = 0} .

3.1. DEFINITIONS ET RAPPELS
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Soit x tel que les coordonnées de y = Bx, vérifient 1I£11<Il ly;| > 0, par continuité il existe
<i<n

alors un voisinage V, de x tel que pour tout z € V,, on a 1I£1j<n |(Bz):| > 0.
<i<n

On note s; = signe(y;) = signe((Bz);) et alors, comme |(Bz);| = signe((Bz);) (Bz);,
on a f(z)= Z |(Bz);| = Z si (Bz); = Z Z sibijz; , f est donc une fonction linéaire
i=1

i—1 i=1 j=1
en z €V,,

On en déduit que dans un voisinage de x la fonction f est différentiable et

af o - ) N o t
8—@(1’) —;slbzk, d'ou Vf(x) = B's.

Soit z € R” tel que ||z||, =1 et 1I£li<11 ly:| > 0, ot y = Bz et on note g = V f(z) = B's.

Comme f est linéaire sur V,, on a f(z) = f(z)+ < Vf(z), z —z >, pour tout z € V, .
Alors si [lg]l, < g'x etsi|z], <1:

f(z) < fz) + Z lgillzil = g'x < f(2) + [lgllocll2ll — g' 2 < f(2).

Supposons maintenant ||g||,, > ¢'x, il existe j € {1,...,n} tel que |g;| = ||g.. .
on pose T = signe(g;)e; .
Comme f est convexe sur R" : f(Z) > f(z)+ < Vf(z),Z —x >, d'ou

f@)> fa)+ g2 —g'w=flx)+]gllo — 9"z > flz).

L’algorithme de HAGER s’écrit comme suit

ALGORITHME 3.1 (HAGER)

Choisir 2% tel que ||z H1 =1
k=0
boucle
y = Bx®)
s = signe(y)
g=DB's
si |9l < gtz™® alors
retourner ||yl|;
sinon
k=k+1
v®) = ¢, pour j tel que |g;| = ]l

D’apres ce qui précede, si ||y||, est retourné par I'algorithme, alors ¢’est un maximum local
de f, sinon, le nouveau choix de x, en début de boucle, vérifie f(z*1) > f(zF).

L’algorithme de HAGER est un exemple d'une méthode qui «remonte dans la direction du
gradient» et, si 'on fait peu d’itérations, on arrive rapidement a une estimation de || B||, .

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE SANS CONTRAINTES
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Remarquer qu’a chaque itération on doit calculer y = Bx = A7lz et g = Bls = (A" !s.
Pour cela il suffit de résoudre quatre systemes triangulaires, cotit O(n?), avec peu d’ité-
rations on reste O(n?), ce qui est négligeable par rapport au cotit de la décomposition
LU .

Sur la page suivante on propose un programme SCILAB ' qui compare notre implémentation
aux fonctions cond et rcond incluses dans SCILAB.

1. © INRIA, logiciel disponible & http//www.scilab.org/

3.1. DEFINITIONS ET RAPPELS
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1 // Calcul de y=Bx en résolvant Ay=x, on <<simule>> ici la résolution
2 // des deux systémes triangulaires.

3 // Pour de grandes matrices creuses utiliser ‘‘lufact’’ et ‘‘lusolve’’
4  function [y]= systemes_triangulaires(x,L,U,E)

5  y=U\(L\(E*x));

6  endfunction

7

8 // Méthode de HAGER pour déterminer ||B||_1, ou B=A"{-1}
9 function [x_h,v_h]=hager(x0,A)

10

11 x_h=[ ]; // historique des points

12 v_h=[ 1; // historique des valeurs v

13

14  x=x0; // valeur initiale de x

15 n=size(A,1); // nb. de lignes de A

16 [L,U,E]=1u(A); // decomposition LU d’une matrice pleine
17

18  for k=0:n

19 y=systemes_triangulaires(x,L,U,E); // y=Bx

20 v=norm(y,1);

21 if min(abs(y))==0.0 then // pour rester différentiable
22 mprintf (’\n Probleme : min(|y_il)=0 \n’)

23 return

24 end

25 s=sign(y);

26 g=E’*systemes_triangulaires(E’*s,U’,L’ ,E); // g=B’s

27 ng=norm(g,’inf’);

28 x_h=[x_h x];

29 v_h=[v_h v];

30 if ( ng <= g’*x ) then

31 mprintf (’\n %d iterations \n’,k+1);

32 return;

33 else

34 jj=find(abs(g)==ng);

35 x=zeros(n,1);

36 x(j3(1,1),1)=1;

37 end

38 end

39  mprintf(’\n Probleme : %d iterations \n’,n+1)

40  endfunction

41

42 // Comparer a la <<vraie>> valeur et & rcond() de Scilab
43 n=50; A=rand(n,n);

44

45 c_1=norm(A,1)*norm(inv(A),1), c_1_scilab=1/rcond(A)
46

47  x0=1/n*ones(n,1); [x_h,v_h]=hager (x0,4);

48  c¢_1_hager=norm(A,1)*v_h(\$)

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE SANS CONTRAINTES
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3.2 Algorithmes de minimisation sans contrainte

3.2.1 Méthodes de descente. Vitesse de convergence

Dans ce qui suit on suppose en général que f est au moins de classe €' sur louvert D de
R™. Pour un point (%) € D donné on veut construire une suite (x*)),, vérifiant

(1) W e Ly(f(z?)) pour tout k > 1
(ii) Vf(z®) —= 0 pour k — +o0
(iid) ||z0HD) — 2®]| = 0 pour k — +oo

Si Pensemble L(f(x()) est compact on a existence d’une sous-suite qui converge vers
un point stationnaire T, i.e. Vf(T)=0.

ALGORITHME 3.2 (ALGORITHME DE DESCENTE)
Un algorithme de descente général se présente sous la forme suivante :
choisir (%), poser k = 0
tant que ||V f(z®)|| > seuil de tolérance
déterminer une direction d® telle que o >0 : f(a® 4+ od®) < f(z®)
déterminer un pas convenable o) > 0
poser x(t1) = 20 4 5 d® et faire k =k + 1

Remarques :
1) On dit que d € R™ est une direction de descente de f en x si < Vf(z),d ><0,
c.-a~d. si la dérivée directionnelle de f dans la direction d est négative en x .
Dans ce cas il existe & > 0 tel que pour tout o €]0,5[: f(z+ od) < f(x).
On définit la direction normalisée de plus grande descente de f en x comme étant
la solution de

min{< Vf(x),d> | ||d| =1} .

Ce minimum existe, n’est pas nécessairement unique et dépend du choix de ||.|| .
Pour les algorithmes de descente il suffit en général d’avoir une direction de plus
grande descente, i.e. d € R™ \ {0} telle que d / ||d|| soit une direction normalisée de
plus grande descente.

2) Apres avoir fixé d il faut déterminer un pas o «convenable» : on souhaite avoir une
descente significative de f(x®) vers f(z( +1) ne pas rester trop pres de (0 ne
pas mettre trop de temps a trouver o, etc.

Si la fonction cout le permet, ou pour démontrer des résultats de convergence et
vitesse de convergence, on peut supposer trouver un minimum exact de f sur
{r+od|o>0}.

3.2. ALGORITHMES DE MINIMISATION SANS CONTRAINTE
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Vitesse de convergence :

On considere une méthode itérative convergente = — 7 .
On dit que la méthode est d’ordre r > 1, §’il existe une constante C' € R telle que, pour

k suffisamment grand
Jotery 7]

|l =z

Si r =11l faut C' €]0, 1] pour avoir convergence et on a alors une convergence linéaire.

<C.

Si r =2 on a une convergence quadratique.
La quantité —logy, Hx(k) — fH mesure le nombre de décimales exactes dans ’approxima-
tion (1 . Si pour une méthode d’ordre un on a asymptotiquement

—logy Hx(kﬂ) - EH ~ —logyg Hx(k) - EH — log,(C)

alors on gagne a chaque itération log,,(1/C') décimales.
Si pour une méthode d’ordre » > 1 on a asymptotiquement

—logy, HSL’(k'H) — fH ~ —r logy, Hx(k) — TH — log,,(C)

alors (¢t a r fois plus de décimales exactes que x(¥).

|2t — =

Si lim ——— =0 on dit que 'on a convergence superlinéaire.
k—+o00 ng(k) — xH

3.2.2 Minimisation en une dimension

Dans cette section on suppose que 'on sait trouver a chaque itération une direction de
descente d . On va s’intéresser au probleme de la détermination d’un pas o, convenable.
Parmi les nombreuses possibilités proposées dans la littérature nous allons présenter les
conditions de WOLFE (faibles) sur ¢ > 0 :

f(2® 4+ od®) < f(2®) 4+ 10 < Vf(a®),d® > (W1)
V(W +0d®).d® > ¢y < Vf(z®),d® > (W2)

avec 0<cp<ecp<l1.

Pour expliquer ces conditions posons ¢(co) = f(z® + od®) et () = ¢(0) + (ca’(0))0 .
On remarque que ¢'(0) < 0 car d® est une direction de descente.

La condition (W1) impose que la réduction de f est proportionnelle & o et ¢/(0). On ne
retiendra que les valeurs de o pour lesquelles le graphe de ¢ est en dessous de la droite [,
comme 0 < ¢; < 1 ceci est possible au moins pour o petit.

La condition (W2) implique que ¢'(c) > c2¢'(0) > ¢'(0) : si ¢'(0) est «tres» négatif (i.e.
< c2¢'(0)), on va chercher plus loin, sinon on peut s’arréter. De de cette fagon le pas o ne
sera pas trop petit.

On obtient des contraintes plus fortes si I'on remplace (W2) par
|< V(a4 0d®), d® >| <y |[< Vf(a®), d >| (W3)

Les (W1) et (W3) sont les conditions de WOLFE fortes. La contrainte (W3) entraine que
2¢'(0) < ¢'(0) < —c2¢'(0) c.-a-d. ¢'(0) n’est pas «trop» positif.
L’existence de valeurs de o vérifiant (W1-2) et (W1-3) est donnée par la

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE SANS CONTRAINTES
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pente
@'(0)

PRroOPOSITION 3.2.1

Soit f € CY(R™) et d une direction de descente de fen x, on suppose que f est minorée
sur {z +od|o > 0}. Alors, si 0 < ¢1 < ¢o < 1, il existe des intervalles dans Ry qui
vérifient les conditions de WOLFE faibles et fortes.

THEOREME 3.2.1 (ZOUTENDIJK)

Soit f de classe C! sur I'ouvert D C R" et (%) € D tel que I'ensemble de niveau inférieur
Li(f(z@) ={z € D| f(x) < f(x©)} est fermé, de plus on suppose que f est minoré
sur L;(f(xz™)) et que Vf est Lipschitz sur D .

Considérons la suite (x®); , définie pour tout k > 0 par x®*+1) = z® 4 g, d®

ott d® est une direction de descente et o}, vérifie les conditions de WOLFE, alors

+oo
Zc052 O HVf(:z:(k))H; < 400,
k=0

V f(z®).d®
[V @), [[a®]],

ol cost) =

COROLLAIRE 3.2.1

Si f et la méthode de descente (x™), vérifient les hypothéses du théoréme 3.2.1 et
si de plus il existe 6 > 0 tel que pour k suffisamment grand on a cosf, > ¢, alors
lim |V f(z®)|,=0.

Ce corollaire est un résultat de convergence globale : pour des fonctions cout vérifiant les
hypotheses du théoreme 3.2.1 et si la direction de descente ne devient pas perpendiculaire
au gradient, alors la méthode itérative converge vers un point stationnaire T de f, ceci a
partir d’un point initial 2(®) qui n’est pas nécessairement proche de T .

Il existe des algorithmes qui déterminent un oy vérifiant les conditions de WOLFE, nous
allons seulement proposer un algorithme simplifié, le backtracking ou recherche rétrograde.

3.2. ALGORITHMES DE MINIMISATION SANS CONTRAINTE
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ALGORITHME 3.3 (ALGORITHME DE BACKTRACKING)
Choisir o , p, ¢ €]0,1]
0 = Oinit
tant que f(z® +od®) > f(z®)+coV f(z®)d®
o= po
O =0

A partir d'une «grande» valeur o;,;;, on détermine o, en diminuant a chaque itération la
valeur de o jusqu’a ce que o vérifie (W1) et comme I'on part loin de 0 21 ne sera pas
trop proche de x(¥) .

3.2.3 Méthode de descente du gradient

Pour cet algorithme on choisit d® = —V f(z®) comme direction de descente, 1'algo-
rithme complet s’écrit :

ALGORITHME 3.4 (DESCENTE DE GRADIENT)
choisir () € dom f et poser k = 0
tant que ||V f(z®)|| > ¢
A% = V7 f(209)
déterminer oy, > 0

:L'(k"'l) = :L'(k) —+ Ok d(k)
k=Fk+1

Grace au corollaire 3.2.1 la méthode de descente du gradient est globalement convergente.
Pour étudier la vitesse de convergence on va étudier un cas particulier.

Application : On considere le probleme d’optimisation quadratique m]%n f(z),
TER™

1
ou f est une fonction fortement convexe quadratique f(x) = 3 7'Qx —b'x, avec b € R
et ) une matrice symétrique définie positive de valeurs propres 0 < Ay < --- < \,,.
Ona Vf(z)=Qx—bet V>f(x) = Q. La fonction f admet un minimum global unique
T qui est solution de Qz =1b.

Dans ce cas on peut déterminer le pas de descente optimal oy, et I'itération s’écrit :

V£ (9]
Vf(zW)QV f(xW)

1) — (0 _

] Vf(x®) .

Posons H:z:HZQ = z'Qx , on montre alors que

. V()] ST
(VI (@®) Q V[ (@®))(Vf(2®) Q= V(2 @’

Joteen i, =

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE SANS CONTRAINTES



30 UFR de Mathématiques et Informatique, Université Paris Descartes

et, en utilisant I'inégalité de KANTOROVICH :

—1\?2
e~ < (2g) 1=l

ou 2(Q) = An/A1.

Ainsi, dans le cas d’une fonction cott quadratique, la méthode du gradient est d’ordre
un et la vitesse de convergence dépend de ¢3(Q) : si c2(Q) = 1, c-a-d. Q@ = A, on a
convergence en une itération; si ) est mal conditionnée la convergence devient tres lente.

Le conditionnement de @ indique la déformation de Dellipsoide z!Qz = o > 0 :

pour (@) = 1 on trouve des spheres, sinon les lignes de niveau sont des ellipsoides
allongés le plus dans la direction associé a A,,.

Comme 0y, est le minimum exact de ¢(o) = f(z® — oV f(z®)) on a :

< dOHD) d) >=< V f(2®tD), Vf(2®) >= —¢'(01,) =0,

le chemin de z(9) vers T est donc en zigzag, ceci est illustré en dimension deux dans la
figure suivante.

20
(&N
3.2.4 Méthode de la plus forte descente
Pour une norme ||.|| donnée on choisit
409 = argmin{V f(z®)! d | [ld]| = 1},
c.-a~d. que l'on cherche une direction dans la sphere unité de ||.|| qui s’étend le plus dans

le demi-plan de —V f(z®)) :

—si |||l = |||y, on obtient la méthode de descente du gradient ;

— st |l = |I.Il;, on a d® = —signe ((Vf(a:(k)))l.) e,
otti € {1,...,n} est tel que HVf(:L’(k))HOO = ‘ (Vf(z1)), ‘ .

Sur la figure suivante on a représenté en dimension deux la sphére unité pour les normes
[l 1l (@ symétrique définie positive) et ||.[|, -

3.2. ALGORITHMES DE MINIMISATION SANS CONTRAINTE
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dk)

YV f(a®)

1111y Il [l

3.2.5 Meéthode de relaxation ou des directions alternées

Dans cette méthode on prend successivement les vecteurs de la base de R comme direction
de recherche : a chaque itération on minimise par rapport a une seule variable, i.e. a I’étape
k, on minimise la fonction o+ f(z® + oe), pour o € R.

Cette méthode est voisine de celle de la plus forte descente en ||.||;, mais £e; n’est pas
nécessairement une direction de descente en (8. Cet algorithme est trés simple mais
on ne peut pas garantir la convergence vers un point stationnaire et méme si on on a
convergence celle-ci peut étre tres lente.

Note : Si f(z) = %:ctAx — b'a, avec A définie positive, alors cette méthode correspond &
la méthode itérative de GAUSS-SEIDEL pour résoudre Az =b.

En effet, a litération k (modn) on ne change que la k° coordonnée de z®, il faut n
itérations avant d’avoir mis & jour toutes les coordonnées de (¢ .

3.2.6 Méthode de Newton

On suppose que f est de classe €2 et on utilise un modele quadratique de f :
- 1
f@ +d) ~ fio(d) = f(29) + V(@) d+ 5 d'V* f(2W)d.

Si V2f(2®) est définie positive, la direction d® sera le minimum de f
49 = (V2 [ Y f ()

Dans ce cas Vf(z0)fd0) = —d0'v2 f(20)d® < 0, on obtient bien une direction de
descente.

THEOREME 3.2.2

Soit f de classe €*, T € R" tel que Vf(Z) = 0 et V?>f(Z) définie positive et V2f une
fonction Lipschitz au voisinage de T .

On considére la suite (z®)) définie par x(©) et

P01 = 20 — [ £ (a9)] 7V f(9)

Alors si x(% est suffisamment proche de T

(i) la suite (z®)) converge vers T ;

(ii)) la méthode de NEWTON est d’ordre 2 ;

(iii) la suite (||Vf(z®)|) converge vers 0 de fagon quadratique.

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE SANS CONTRAINTES
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Remarques :

1. Si en un point stationnaire la matrice hessienne est définie positive et si 2(?) est
proche de Z, on a une convergence tres rapide. Dans le cas contraire 1’algorithme
peut diverger.

2. Par contre le cott ce cette méthode est grand : a chaque itération on doit construire
et garder en mémoire la matrice hessienne et résoudre V2f(x®))d = V f(2®) en
utilisant I’algorithme de CHOLESKY cela fait O(n?) opérations.

3. Les methodes quasi-NEWTON remplacent la matrice hessienne par une approximation
By qui vérifie la relation de la sécante

By — 200) = U f(209)  V f (2D)

3.2.7 Méthode du gradient conjugué
Dans cette méthode on utilise encore un modele quadratique de f, nous allons donc

d’abord présenter I'algorithme appliqué a une fonction fortement convexe quadratique.

Cas linéaire

1
Soit f(x) = 5 2" Az — 'z, avec A symétrique définie positive.

On sait alors qu’il existe un minimum unique sur R” donné par 7 = A~1b.

Dans la suite on note r(z) = Az — b =V f(x) le résidu.

DEFINITION 3.2.1
Les vecteurs non nuls {dy, ..., d,} sont dits conjugués par rapport a la matrice A si

pour touti #j € {1,...,p} : diAd; =0.

LEMME 3.2.1
Un ensemble de vecteurs conjugués par rapport a A est un ensemble de vecteurs linéaire-
ment indépendants.

Posons ¢(0) = f(x +od), alors ¢'(c) =0 pour

(3.3)

THEOREME 3.2.3
Soit z(© € R™ et {dy,...,d, 1} un ensemble de vecteurs conjugués par rapport a A .
On considéere la suite définie par

r(x®)td,
x(k+1) — x(k) + d ol -~ 7
Ok Gk Ok d’,;A dy
Alors r(z®)d; =0 pouri=0,...,k—1,
x® minimise f sur () + Vect{dy, ..., dp_1}

et la suite (z™) converge en au plus n itérations.

3.2. ALGORITHMES DE MINIMISATION SANS CONTRAINTE
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Pour pouvoir utiliser la méthode itérative du théoreme précédent il faut construire un
ensemble de vecteurs conjugués par rapport a A.

Or, afin de réduire le nombre d’opérations, on se propose de déduire d® & partir de d(&1)
uniquement. Dans ’algorithme du gradient conjugué linéaire on prend

409 = — f(209) 4 B, d0<D
avec By tel que d®'AdD =0, on en déduit

r(x®)tA d0D
B = ( 2 : (3.4)
201 4 g0 1)

Comme < d®) V f(z®)) >= — Hr(az(k))H; , on obtient bien une direction de descente.
ALGORITHME 3.5 (GRADIENT CONJUGUE LINEAIRE)

choisir () et poser k = 0

r®=Az@ —p, dO=—r0 k=0

tant que ||r(z®)|| > ¢

P (k)
A g
:L'(k"'l) = :L'(k) —+ Ok d(k)

O

r&tl) = pk) 4 g, A d®
p k1)t . (k+1)
r ! (k)

d0+) = _p(t) 4 ) g0

Br+1 =

k=k+1

Noter que les formules pour o, et Sy, 1 ont changé, ceci est possible grace au théoreme
suivant qui affirme en particulier que les d® sont conjugués.

THEOREME 3.2.4
Soit ) £ T, obtenu aprés la k¢ itération de 'algorithme du gradient conjugué linéaire
avec oy, , resp. fry1, défini par (3.3), resp. (3.4). Alors on a

() r® ) =0 pouri=0,....k—1;
(i1) Vect{r©@, ... r#0} = Vect{r@ Ar© . . Akr©};
(iii) Vect{d©, ... d®} = Vect{r©®, Ar©®, . Abr©}

(iv) A" Adl) =0 pouri=0,....k—1.

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE SANS CONTRAINTES
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Le sous-espace vectoriel Vect{r(®, Ar® . . A*r©} est I'espace de KryrLov Kpy1(A, 7).

Remarques :

1. Dans la démonstration du théoréme il est essentiel de choisir d®© = —V f(z(®),
c’est a partir de d©) que l'on construit des gradients orthogonaux et des directions
conjugées.

2. L’algorithme du GC linéaire est surtout utile pour résoudre des grands systémes
creux, en effet il suffit de savoir appliquer la matrice A a un vecteur.

Vitesse de convergence.

On note ||.||4 la norme associé & A et définie par ||z]|} = 2" Ax.

Soit k € {0,...,n — 1}, il existe alors un polynéme de degré k , noté P; € R;[X], tel que
D = 20 + PF(A)r©) et qui est solution de

min ||z + P.(A)r© — 7|2
min 2 4 Pi(A)r® F

ol I'on note * = A~'b le minimum de f.
n
Soit 20 — 7 = Z &v;, ou les v; sont les vecteurs propres associés aux valeurs propres de
i=1
A:0< A <X < ... <\, les € étant les coordonnées de (9 — T dans la base de ces
vecteurs propres.
On a le résultat général suivant :

) 72 < ( mi L AP (20 — 72 |
o+ 2l < (min a1+ AROOP ) 1 1

- Si A n’admet que r valeurs propres distinctes 0 < 73 < ... < 7, ou0<r <n,on
pose
Q) = LT[ = 7) et PUX) = Q) 1)
Ty Ty ! X

i=1
Alors P € R,_y[X] et on vérifie que () = T : le minimum est atteint aprés r itéra-
tions.

- Si les valeurs propres de A sont telles que 0 < Ay < Ay < A1 < A, L <m <
- M+ Anm
n, on pose Q(X) =C H (X —\) (X_L)

2
i=n—m-+1
ou la constante C' telle que Q(X) = 1 + XP,,(X), avec P,, € R,,[X]. On obtient
alors

_ )\nfm_)\l 2 —
o) 7 < (=) e 71

Donec, si My =1 Ay << Ap_pma1,0na N, — Ay = 2 et Ay + A1 = 2, d'olt
) — 7% < 2O — 7|7
c-a-d apres m + 1 itérations on obtient une bonne approximation de 7.
Pour accélérer la convergence on applique souvent des préconditionneurs, c.-a-d. on trans-

forme le probleme grace a un changement de variables ,,,, = CZane avec C' telle que le
conditionnement de la matrice C~*AC~! soit meilleur que celui de A.

3.2. ALGORITHMES DE MINIMISATION SANS CONTRAINTE
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Cas non linéaire

Pour pouvoir appliquer I'algorithme du GC linéaire au cas d'une fonction f quelconque il
faut :

remplacer r(x®)) par Vf(z®);

déterminer o, par une minimisation en dimension un.

L’algorithme s’écrit alors :

ALGORITHME 3.6 (GRADIENT CONJUGUE [FLETCHER-REEVES 1964])
choisir z(©)
calculer (O = f(z©@) et V(O =V f(2©)
d0=-VfO k=0
tant que |Vf®)|| > e
déterminer oy,
24 = 20 4 g, d0
calculer V f(k+1) = V f (x(k+1)

pr VO VD
k+1 — Vf(k)t Vf(k)
d0+) = 7 fltD) 4 GFR 4(8)

k=k+1

Si f est une fonction fortement convexe quadratique et si o est un minimum exact, alors
cet algorithme est équivalent au GC linéaire. Dans le cas général d®) peut ne pas étre une
direction de descente :

AWV f(209) = — ||V (0|5 + BEE aL' 7 f(209) .

Si 0j,_1 n’est pas un point stationnaire de o +— f(z*Y + o d*V) on peut avoir
Vf(z®)td® > 0. On montre que si oj_; vérifie les conditions de WoLFE fortes avec
0 <c <o <1/2, alors tout d® est une direction de descente.

Dans l'algorithme du GC on peut donner diverses expressions de ;1 qui sont équivalentes
dans le cas d’une fonction fortement convexe quadratique, c.-a-d. que ’on obtient a chaque
fois I'algorithme du GC linéaire. L’expression suivante donne lieu a l'algorithme du GC
de PoLAK-RIBIERE (1969) :

t
pr _ VLU (V) - 7 f0)
k+1 vf(k)t vf(k) .
Cet algorithme est en général plus performant que celui de FLETCHER-REEVES et est utilisé

le plus souvent en pratique. On peut noter qu’il existe un contre exemple qui montre que
le GC de POLAK-RIBIERE est divergent méme si o est un minimum exact.

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE SANS CONTRAINTES
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3.3 Meéthode des moindres carrées

On généralise le probleme linéaire de la section 2.2 en introduisant la fonction coftit sui-
vante :

1 1
fl) =53 (@) =5 Ir(@)l; (3.5)
k=1

ou [ est définie pour tout z € R™ et le vecteur résidu r(x) = (ri(x) -+ rp(x))" est dans
C?(R",R™), on suppose de plus que m > n.

o(@) - g (x)
On note J(z) = : : € M(m,n) et 'on montre que

Fa(w) e ()

Vi) = r(x)Vr(z) = J(2) r(x) (3.6)

V() = J(@)' J(x) + Y i) Virg(x) (3.7)

L’équation (3.6) montre que le gradient de la fonction cout définie en (3.5) est fonction de
la matrice jacobienne de 7 et I’équation (3.7) que la matrice hessienne de f est la somme
d'un terme d’ordre un, J(x)' J(x), et d'un terme d’ordre deux qui dépend des matrices
hessiennes des 7y,.

Noter que si tous les 7, sont linéaires J(z) est indépendante de x, donc V f(x) = Jir(z)
et V2f(x) = J'J. On a alors, pour tout d € R?

fla+d) = f(z)+ V() d+ 3d'V?f(x)d = f(z) + r(z)Jd+ 3d'"JJd.

Application

Avant de proposer des méthodes de minimisation de 3.5 on va présenter un exemple
classique ou ce probleme apparait.

Dans un dispositif expérimental on récupere aux instants ¢; les données y; (1 < j < m),
or le phénomene étudié est modélisé grace a une fonction ¢ qui dépend du temps t et de
parametres x € R™.

On note €; = y; — ¢(x, t;), la différence entre le modele et les observations et I'on suppose
que ces erreurs sont indépendantes et identiquement distribués (i.i.d.) de loi AV/(0,0?) et
de densité g, , alors la vraisemblance des observations y;, j = 1,...,m, est donnée par

Ly 2,0) = [Jonles) = g 0 (% $ = 9(.1) ) |

(2mo?)~ o

J=1

Pour obtenir le mazimum de vraisemblance, a o fixé, il faut déterminer

3.3. METHODE DES MOINDRES CARREES
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c.-a-d. résoudre le probleme des moindres carrées avec r; = y; — ¢(z,t;) .

3.3.1 Meéthode de Gauss-Newton

Cette méthode est une modification de la méthode de NEwTON qui utilise comme direction
de descente la solution de I'équation  V?f(x)d = -V f(z) ;
Pour la méthode de GAuss-NEWTON on va déterminer la direction de descente grace a

J(x)'J(z)d = —J(x)" r(z) (3.8)

La matrice J(z)" J(x) est une bonne approximation de V?f(x) si, dans (3.7), les termes

d’ordre deux sont dominés par les termes d’ordre un.

De plus, J(z)" J(x) est inversible des que le rang de J(x) est n. En effet, J(z)" J(z) a

2

alors n valeurs propres oi(z) > ...0%(x) > 0, elle est donc symétrique, définie strict.

positive, ou J(z) = U(z)X(o1(x),...,0,(x))V () est la SVD de J(x).
Si J(z) est de rang n et V f(x) non nul, la solution du systeme (3.8) est une direction de

descente :
d'Vf(x) =d Vf(x)=—d'J(@)' J(x)d = — | J(x)d|; <0,

car J(x)d # 0 sinon, par (3.8),Vf(x) =0, d’ou
ALGORITHME 3.7 (METHODE DE GAUSS-NEWTON)
choisir (® € dom f et poser k = 0
tant que ||V f(z®)| = ||[J(z®)'r(z®)|| > e
déterminer d® solution de J(x®)! J(x®)d® = — J(z®)ir(2®)
déterminer oy, > 0

204D = 209 4 g q(0)

k=k+1

Un résultat de convergence globale est donné par le théoreme suivant (voir page 28)

THEOREME 3.3.1
On suppose que les fonctions résidus ry sont telles que V f est Lipschitz dans un voisinage
V de I'ensemble de niveau L(f(x@)) = {z € R?| f(x) < f(z@)} et telles que que J(x)
vérifie :

FyeR, VeV, Vz e R ¢ || J(2)z]l2 > 7|22
Alors si la suite (™), est construite grace a I'algorithme de GAUsS-NEWTON avec des pas
oy, vérifiant les conditions de WOLFE (page 27) alors

lim J(z®)r(a®)=0.

k——+o00

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE SANS CONTRAINTES
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Remarques :

1. La constante v > 0 est un minimiseur uniforme des valeurs singulieres de J(z) :
0<~y< inf o,(x).
1= gy )

2. Pour résoudre le systeme J(z)'J(x)d = —V f(z) on peut utiliser algorithme de
CHOLESKY.

3. Un avantage par rapport a la méthode de NEwWTON est que 1'on n’a pas besoin de
calculer V?ry(x) & chaque fois.

3.3.2 Méthode de Levenberg-Marquardt

Dans cette méthode on détermine en meme temps la direction et le pas de descente a
I'intérieur d’une «région de confiancey.

Au voisinage d’un point x on va utiliser un modele quadratique pour f :

Fold) = F@) + V(@) d o+ 5d (@) Ta)d = @) + d' @) r(@) + 3T (w) T

On cherche a minimiser a chaque itération la fonction f qui dépend de z, pour d ap-
partenant a un voisinage de 0, par exemple une boule de rayon A, ce qui peut encore
s’écrire

1
mdin§ |J(x)d +r(z)][5, avec ||d|| < A. (3.9)

Supposons que l'on sache déterminer la solution de (3.9), il faut en plus pouvoir déter-
miner, a chaque itération la valeur de A. Pour cela on va considérer le rapport de la
réduction vraie et de la réduction due au modele :

— d
_ flo) —fla+d) (3.10)
Comme d minimise (3.9) le dénominateur est positif ou nul, et si I'on ne peut pas accepter

d, on recommence a déterminer d avec une valeur plus petite pour A ; si la valeur de p
est proche de 1 on augmente A seulement si ||d|| = A, sinon on garde la méme région.

Dans I’algorithme ci-dessous on distinguera trois parties : calcul de d et p, mise a jour de
la taille de la région A et de la nouvelle valeur du point minimisant x .

L’algorithme général s’écrit :

ALGORITHME 3.8 (REGION DE CONFIANCE)
choisir Ay €]0, A[, € [0, Hetk=0

tant que ||V f(z®)|| = || J(z®)'r(z®)]| > ¢
déterminer d™ solution (approchée) de (3.9)
déterminer py, grace a (3.10)
si pg §i alors
App1 = Ay /4
sinon
sipy > 3 et [|[dV|| = Ay alors

3.3. METHODE DES MOINDRES CARREES
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o~

Ak—f—l = InlIl(2Ak, A)
sinon
Appr = Ay
si pp >n alors
2 (t1) — (0 1 gk

sinon
k1) — (k)

k=k+1
La solution de (3.9) est caractérisée grace au

LEMME 3.3.1

Le vecteur d"™ est solution du sous-probléme

1
min = [|J(z)d +r(@)|l3, avec|ld]] <A,
pour A > 0 si et seulement si il existe A € R, tel que

(J(2)'J(x) + AX)d"™ = —J(z)'r(x)
A(A = [|d"M][) =0

Enfin, On peut montrer le résultat de convergence

THEOREME 3.3.2

On suppose que les fonctions r; sont de classe C* dans un voisinage de L;(f(z®)) = {z €
R? | f(x) < f(z@)} et que dans I'algorithme 3.8, a chaque itération k, la solution d® du
sous-probléme (3.9) est exacte, caractérisé par le lemme précédent. On a alors

lim J(z®)r@®)=0.

k——+o00

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE SANS CONTRAINTES
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3.3. METHODE DES MOINDRES CARREES



Annexe A

Rappels

A.1 Algebre linéaire et analyse matricielle

On note A = (a;;) une matrice et a;; = (A);; est 'élément de la i-ieme ligne , j-ieme
colonne. Les majuscules seront en général réservées aux matrices et les minuscules aux
éléments des matrices.

PROPOSITION A.1.1
Soit (E, < .,.>) un espace euclidien, u € L(FE) un endomorphisme de E.
II existe un élément u* € L(FE) unique, vérifiant :

V(z,y) € B?: <u(x),y >=< x,u*(y) > .

On appelle u* I'endomorphisme adjoint de u.

PrROPOSITION A.1.2
Soient u et v des éléments de L(F), «, 5 des réels, alors :

(du+ o) =au"+pov"; (W) =u; (uov) =v'ou”;

keru* = (Imu)t; Imu* = (keru)* .

DEFINITION A.1.1

Soit (E, < .,.>) un espace euclidien, u € L(E) :

e u est dit autoadjoint ou symétrique si et seulement si u* = u ;

e u est dit orthogonal si et seulement si u o u* = Idg, resp. u* = u=!;
e u est dit antisymétrique si et seulement si u* = —u;

e u est dit normal si et seulement si u o u* = u* o u.

Note

Remarques :
Un endomorphisme autoadjoint vérifie : V(z,y) € E* : < u(z),y >=< z,u(y) >.
Un endomorphisme orthogonal vérifie : V(z,y) € E? : < u(x),u(y) >=< z,y >.
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PROPOSITION A.1.3 (ECRITURE MATRICIELLE)
Soit (E, < .,.>) un espace euclidien et B = {ey,...,e,} une base de E.
n a1
Au vecteur x = Z z;e; € E on associe le vecteur de coordonnées X = |+ | € M(n,1).
i=1 T,
Soit ¢ une forme bilinéaire sur E?, on note ® = (¢(e;, €;))1<ij<n € M(n,n), la matrice
associée a ¢ dans la base B, alors

V(z,y) € E* : ¢p(x,y) = X'®Y .

En particulier, pour S = (< e;,€; >)1<ij<n Ona: <x,y >=X'SY.

Soit u € L(E), on note U = Matgu et U* = Matgu*, alors U* = S~'U'S .

Cas important : la base B est orthonormée, on a S = I,,, alors :

<z,y>=X'Y et U =U".

Si u est autoadjoint, la matrice U est symétrique U = U*.

Si u est orthogonal, la matrice U est orthogonale et vérifie Ut = U~!.

Si u est antisymétrique, la matrice U est antisymétrique et vérifie Ut = —U.
Si u est normal, la matrice U est normale et vérifie UU' = Ut U.

Les propriétés de la proposition A.1.2 se traduisent matriciellement de facon évidente :
(U =U et (UV) =VIU".

PROPOSITION A.1.4 (REDUCTION D'UNE FORME QUADRATIQUE)

Soit (E, < .,.>) un espace euclidien et B = {ey,...,e,} une base de E.

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E? et q la forme quadratique associée définie,
pour tout x € E, par q(x) = ¢(x, ).

La matrice de ¢ dans la base B, ® € M(n,n), est réelle et symétrique. Elle admet n
valeurs propres réelles \y < ... < \, et les vecteurs propres associés {vy, ..., v,} forment
une base orthonormée de E. La matrice P = (V; ---V,,), dont les colonnes sont composées
des coordonnées des v; est orthogonale, P~1 = Pt et P'*® P = diag(\y,..., \,).

n n n n
On a, pour tout x = Z Tie; = Zisivi de E : q(z) = Z Qi = Z N7
i=1 i=1

i=1 i,j=1

et
Aflz]? < XPOX <A, ]|

Si toutes les valeurs propres sont strictement positives, ®, resp. q, est définie positive :
Si toutes les valeurs propres sont strictement négatives, ®, resp. q, est définie négative.
Dans tous les autres cas, ®, resp. q, change de signe ou s’annule.

En particulier, si 0 est valeur propre, ®, resp. q, est dégénérée.

DEFINITION A.1.2

— On dit qu’une matrice A réelle symétrique est définie positive (cf. ci-dessus) si
pour tout w € R", w # 0 w!Aw >0 ;
la matrice A est semi-définie positive si pour tout w € R" w'Aw >0 ;.

A.1. ALGEBRE LINEAIRE ET ANALYSE MATRICIELLE
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— Le rayon spectral d’une matrice carrée A d’ordre n est défini par

p(A) = 1r£1_a<x{|)\i| | \ivaleur propre de A} .

Exemple : Sur R?, la forme quadratique

( ) 1 (21 4+ 29 2 1 (x1— 29 2
T) = 1o = — _ —

! ANV 2\ V2
change de signe et

min ¢(x) = —1/2, atteint en (+1/\/§,—1/\/§> et (—1/\/§,+1/\/§> ;

[zlla<1

max ¢(x) = +1/2, atteint en (+1/\/§,+1/\/§> et (—1/\/5,—1/\/5) :

[zll2<1

Graphe de g(z) = zy29

7=
= L
=T ]

Pour simplifier un calcul, une démonstration ou présenter un algorithme, on considere
souvent les décompositions par blocs de matrices.

DEFINITION A.1.3 (MATRICES BLOCS)
— Soient A et B des matrices de méme dimensions avec

AH Ce Alq Bll e qu
A=| : : et B=| : :
Apl qu Bpl qu

ot les blocs respectifs A;j et B;; ont méme dimensions. Alors on obtient I’addition par blocs

de A et B :

A+ B ... A+ By
A+ B = : :
Apn+ By ... A+ By,

ANNEXE A. RAPPELS
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— Soient A et B des matrices tel que AB est défini et

A11 e Alq Bll e Bls
A= : : et B= : :
A A

pl

B,y ... By

Pq

si ¢ =r et siles produits Ay By; (1=1,...,i;7=1,...,s; k=1,...,q) sont définis,
alors la multiplication par blocs de A et B s’écrit :

q q
Z Ay By .. Z A1, By
k=1 k=1

AB = : :
q q
> ApBu ... Y AuBi
k=1 k=1

— Si A est une matrice diagonale par blocs A = (A;;) (1 <i,5 <r), c.-a-d. les blocs A
ont comme dimension (p;,q;) (1 <i,j <r)avec A;; =0 sii# j et p; = q; pour A;; .
On peut calculer le déterminant par blocs :

dét(A) = [ ] dét(Aq) -
=1

Exemple : Cas particulier r = ¢ = 2, s = 1, alors

Ay Apg T d Ay + Ao
A= d,d) et x = R* @ Az = .
(AQI AQQ ) < M( ’ ) e (.TQ ) < . A21371 + AQQZL’Q

DEFINITION A.1.4 (NORME MATRICIELLE)
Une norme matricielle sur ’e.v. des matrices carrées d’ordre n, M, est une application
de M, vers R, vérifiant, pour tous A, B € M,,, « € R :

JA| =0 A=0
[aAll = | A

A+ Bl < [[All + || B]
[AB| < [|A]l || B]

DEFINITION A.1.5 (NORME MATRICIELLE SUBORDONNEE)
Soit ||.|| une norme vectorielle, on appelle norme matricielle subordonnée (a cette norme
vectorielle) I'application de M, vers R, définie par

Az
[[|Al[l = sup IAz] sup  [|[Az|| = sup |[|Az].
eeVa£0 |2 zeva|<t zeV,al|=1

PRroprosITION A.1.5

Soit |||.||| une norme matricielle subordonnée a la norme vectorielle ||.||
1. Les trois définitions sont équivalentes et il existe u € V avec ||ul]| = 1 tel que
[ A} = [ Awul]

Comme le sup est atteint, on peut le remplacer par un max.

A.1. ALGEBRE LINEAIRE ET ANALYSE MATRICIELLE
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2. Une norme matricielle subordonnée est une norme matricielle.
3. Pour tous A € M,,, v € V : [|Av|| < |||A]]| ||v]-
4. On a|||L,||| = 1.

Remarque : en pratique on n’utilise pas la notation |||.||| mais plutot classique ||.|| pour
les normes matricielles subordonnées. Le contexte permet de savoir si on a affaire a une
norme de vecteur ou de matrice.

PROPOSITION A.1.6 (EXEMPLES FONDAMENTAUX)
Soit v € R™ et A une matrice carrée réelle, pour les normes vectorielles usuelles on a les
normes matricielles subordonnées suivantes :

n

|v|lc = max |v;] et ||A|lc = max Z la;;| «maximum sur les lignes»
1<i<n 1<i<n 4=
J:
n
|lv]|1 = Z |vs et ||A|l; = max Z la;;| «maximum sur les colonnes»
1<i<n 1<j<n Py

1/2
|v]|eo = ( Z v2> et ||All2 = +/p(At A) ot p(A" A) est le rayon spectral de la matrice

7
1<i<n
symétrique semi-définie positive A'A .

PROPOSITION A.1.7 (PROPRIETES)
Soit A une matrice carrée réelle, alors

LAl = [| Ao
2. [|All2 = [1A%]2:
3. Si U est orthogonale, |[UAlls = ||AU||2|| = [|AY||2;
4. Si A est normale, ||A|l2 = p(A)
Cas particuliers : si A est symétrique, ||||A]l2 = p(A),
si A est orthogonale, ||||Alls =1

Remarque : On peut avoir des normes sur les matrices qui ne sont pas des normes
matricielles car non compatibles avec la multiplication matricielle. De méme il n’existe
des normes matricielles non subordonnées, comme le montre le résultat suivant.

PROPOSITION A.1.8 (NORME DE FROBENIUS)
La norme de FROBENIUS définie, pour toute matrice A € M,,, par

||A||F:< > |aij|2> = (trace(A* A))?

est une norme matricielle, non subordonnée qui vérifie :
1. Si U est une matrice orthogonale, alors ||UA| r = ||AU||r = ||A]|F -
2. On a l'encadrement || Al < ||Allr < v/ ||All2.
3. Pour tout x € V, || Az||2 < [|A|| r||x]2-

ANNEXE A. RAPPELS
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THEOREME A.1.1
Soit A € M,,, alors

1. Pour toute norme matricielle ||.|| on a p(A) < ||A]|.

2. Pour tout ¢ € R, il existe une norme matricielle subordonnée ||.||. telle que || Al|. <
p(A) +e€.

ProprosiTION A.1.9 (CS)
Soit A € M., et ||.|| une norme matricielle

1. Si||A|| < 1, alors lim A" = O.
k—4-00

2. Si I, — A est une matrice singuliere, alors ||A|| > 1.

3. Si||Al| < 1, alors I,, — A est inversible et

+o0o
1
(L= A=A avec |(I—A)7'| < T
2 Al
THEOREME A.1.2 (CNS)
Soit A € M,,, alors
L. p(A) <1+= lim A" =0 <= lim A" =0, pour tout v € V
k—+o0 k—+o0
+oo
2. p(A) <1le= Y A= (I,-A)".
k=0
A.2 Calcul différentiel dans R"
ol
Un point z = (21, ...,x,) de R” considéré comme vecteur sera noté x =
Ty

dont la transposé, a* = (x; --- m,), est une matrice 1 x n.

n

1/2
La norme euclidienne de = est noté ||z||s = ( g xf) et le produit scalaire des vecteurs
i=1

n
r ety séerit (z,y)y =< z,y >=2'y = fozyz
i=1

DEFINITION A.2.1
Soit 2 un ouvert de R"™ et f : Q2 — R™. Soit a € Q) et v € R", la dérivée de f au point a,
dans la direction v, est définie par

Df(a) = Jim > (f(a+ho) ~ f(a)  (hER).

h—0

Siv = e;, on obtient la dérivée partielle de f par rapport a lai®variable, notée, D, f(a) € R™.

Sim=1, f:Q— R, on note aussi D, f(a) = 883{ (a).

A.2. CALCUL DIFFERENTIEL DANS RY
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DEFINITION A.2.2
Soit €2 un ouvert de R™ et f : Q0 — R™. On dit que f est différentiable en a € () s5’il existe
une application linéaire L € L(R"™, R™) qui vérifie

If(a+u) = fla) = L{w)l| = o(fJull) (v e R").

On note L = df, la différentielle de f en a et Df(a) € M(m,n) la matrice associée est
appelée matrice jacobienne.

ProrPoOsITION A.2.1
Soit 2 un ouvert de R™ et f : Q — R™ différentiable au point a € ), alors pour tout
veR":

Dyf(a) = dfa(v) = Df(a)v.

Si on note fi,..., fm, les fonctions coordonnées de f, alors la matrice jacobienne s’écrit
9h(a) S(a) ... Sl(a)
g—ﬁ(a) g—ﬁ(a) %(a)
Df(a) =
ng”f(a) ng’;(a) ng’:(a)
Sim=1,f:Q—=R,ona:Df(a) :<§_a{1<a) %(a)).

Note : la réciproque est fausse, il existe des fonctions pour lesquelles toutes les dérivées
directionnelles existent et qui ne sont pas différentiables.

PROPOSITION A.2.2
Soit ) un ouvert de R™ et f : Q0 — R différentiable au point a € (), alors pour tout
veR":

N
Dufa) = Y v 9 a) = < Vf(a),v > = V(@) v
i=1 ¢
a2 (a)
ou Vf(a)=(Df(a)) = : est le gradient de f au point a.
ae (@)

Application : Soit « € R”, f : R" — R différentiable en a, on a

Yo eR™ vl =1: [Dyf(a)l < IVf(a)l2

et
IIHHlir:ll D,f(a) =—||Vf(a)|]2 et est atteint en v = =V f(a)/||V f(a)|l2;
Hnﬁaicl D,f(a) =+||Vf(a)|l2 et est atteint en v = +V f(a)/||V f(a)] .

ANNEXE A. RAPPELS
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Au point a, la direction de la plus forte croissance de f est donné par +V f(a) et la di-
rection de la plus forte descente est donné par —V f(a).
D’ou les algorithmes de minimisation dits de “descente de gradient”.

Dans la direction =(V f(a))*, D,f(a) = 0, on reste & la méme cote. On dit aussi que le
gradient est perpendiculaire aux lignes de niveau Ly(a) = {z € R"/ f(x) = a}.

Si Vf(a) = O, a est un point critique et localement la fonction est plate.

Rn+1

R"L

PROPOSITION A.2.3

Soit Q0 un ouvert de R", f: Q2 — R™ et a € ). Si au point a toutes les dérivées partielles
D;f(a), 1 <1 < n, existent et si les fonctions x — D;f(x) 1 <i < n, sont continues dans
un voisinage de a, alors f est différentiable en a.

On dit que f est contintiment différentiable, f € C*(£2,R™), si on a continuité des d.p. en
tout point de l'ouvert €.

PropoSITION A.2.4
Soient f : R"™ — R™, g : R™ — RP des fonctions différentiables. On pose h = g o f, alors
h : R™ — RP est différentiable et, pour tout a € R™ :

dhg = dgg(a) © df,

et
Dihi(a) ... Dyhi(a) Digi(f(a)) ... Dnoi(f(a)) Difi(a) ... Dypfi(a)

Dihy(a) ... Duhy(a) Digo(f(@) - Dugo(f(@)) \Difu(a) ... Dufula)

A.2. CALCUL DIFFERENTIEL DANS RY
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PropoOSITION A.2.5
Soit 2 un ouvert de R™, f : Q — R et a € Q. On suppose que f € C*(2, R), la différentielle
d’ordre 2, d*f, est une forme bilinéaire symétrique, dont la matrice s’écrit

Duf(a) Duf(a) - Duflo 2
Vs = syt = | P PR B (@)
Duif(a) Duf(a) ... Duf(a) o

C’est la matrice hessienne de f en a, pour h, k € R" : d*f,(h, k) = h' V*f(a) k .

*fr 0*f
axi&rj n 8xj8x,

Note : grace a régularité €2 de f on a , 1<, < n.

PROPOSITION A.2.6 (FORMULE DE TAYLOR A L’ORDRE 2)
Soit © un ouvert de R™, f : Q — R et a € 2. On suppose que f € C*(Q,R), alors

fla+h) = fa)+dfa(h) + 3 dfa(h, k) + o(||1]|*)

= fla) + (Vf(a))' h+ g b Hy(a) b+ o([|R]*) (R €R").

Exemple : f:R? = R, a = (a1,as) et h = (hy, hy) :

0 0
8—51 (a)hy + 8—:ch2 (a)hy

L, L, 8
§8x12(a) ! 561‘22 (a) 2 + 8:1016:102

f(CLl + hl, [05)) + hz) = f(CLl, CLQ) -+

(a)hlhg + O(h% + hg) .

ANNEXE A. RAPPELS



