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PROBLEME

Partie 1
Soit A une matrice carrée d’ordre n, symétrique définie positive, b € R™.
On veut déterminer la solution x* du systéme linéaire Ax = b pour n grand.

On définit la fonction quadratique f, pour tout x € R™, par f(z) = §xtAa; — b

Pour minimiser f sur R™, on propose 'algorithme de descente du gradient a pas constant suivant :

choisir (9, choisir o > 0 et poser k =0
tant que HVf(:E(k))H > ¢

dk) — —Vf(a:(’“))

zb+1) = o (k) L 5 q(k)

k=k+1

1. Calculer Vf(x) et V2f(z). Justifier briévement pourquoi il est équivalent de résoudre le systéme
Ax = b et de minimiser f sur R™.

2. Ecrire (¥ en fonction de 251 A, b et o ; en déduire une expression de z(*) en fonction de z(©),
ob et de termes de la forme (I — o A)?, i entier.

3. Soient 0 < A\; < ... < )\, les valeurs propres de A, déterminer )Ti, les valeurs propres de I — g A.
Montrer que p(I —cA) €]0, 1] si et seulement si 0 < 0 < 2/A,,.
(Note : p() désigne le rayon spectral d’'une matrice)
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4. Montrer que pour 0 < 0 <2/A\, ona lim (I —cA)* =0 et Z(I —0gA)==-A"1
k—+o0 : o
=0
k
(Indic. : étudier lim Z B*. pour B matrice carré inversible et avec p(B) < 1)
k—+o00 P
5. Déduire que pour 0 < o < 2/\,, on a klim 20 = z* pour tout z().
——400
6. Estimer, en fonction de n, le nombre d’opérations nécessaires pour une itération de ’algorithme
précédent. Comparer & la résolution d’un systéme linéaire grace a la méthode de CHOLESKY vue
en cours.

IV £ ()]
V(0 AV (™)

k)

7. Montrer que le pas de descente exact g8 en 28 est donné par ae(k) =

Est-ce que 0 < 0. < 2/ 07
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Partie 11
Soit A une matrice carrée d’ordre n, que 'on suppose maintenant uniquement inversible, mais ’on
s'intéresse toujours a la solution x* du systéme linéaire Az = b.

1.
2.
3.

Que peut-on dire de la solution du systéme (A A)x = Atb (T)?
Justifier, grace aux propriétés de A% A, que I'on peut appliquer 'algorithme de la partie 1.

Ecrire I'algorithme de descente du gradient a pas constant qui permet de résoudre (7).
Optimisez le nombre d’opérations & effectuer pour chaque itération.

Estimer, en fonction de n, le nombre d’opérations nécessaires pour une itération de ’algorithme
précédent. Comparer & la résolution d'un systéme linéaire grace a la méthode de décomposition
LU vue en cours.

(2/2)



