
Université René Desartes � Paris 5UFR de Mathématiques et Informatique45, rue des Saints-Pères 75270 Paris edex 06 MASTER MISV 2006�2007Optimisation et AlgorithmiqueEXAMEN, durée 2hPolyopié de ours et notes de ours autorisées, téléphones portables interdits.Nombre de pages de l'énoné : 2PROBLÈMEPartie ISoit A une matrie arrée d'ordre n, symétrique dé�nie positive, b ∈ R
n.On veut déterminer la solution x∗ du système linéaire Ax = b pour n grand.On dé�nit la fontion quadratique f , pour tout x ∈ R

n, par f(x) =
1

2
xt Ax − bt x.Pour minimiser f sur R

n, on propose l'algorithme de desente du gradient à pas onstant suivant :hoisir x(0), hoisir σ > 0 et poser k = 0tant que ∥∥∇f(x(k))∥∥ > ε

d(k) = −∇f(x(k))
x(k+1) = x(k) + σ d(k)
k = k + 11. Caluler ∇f(x) et ∇2f(x). Justi�er brièvement pourquoi il est équivalent de résoudre le système
Ax = b et de minimiser f sur R

n.2. Érire x(k) en fontion de x(k-1), A, b et σ ; en déduire une expression de x(k) en fontion de x(0),
σb et de termes de la forme (I − σA)i, i entier.3. Soient 0 < λ1 ≤ . . . ≤ λn les valeurs propres de A, déterminer λ̃i, les valeurs propres de I − σA.Montrer que ρ(I − σA) ∈]0, 1[ si et seulement si 0 < σ < 2/λn.(Note : ρ() désigne le rayon spetral d'une matrie)4. Montrer que pour 0 < σ < 2/λn on a lim

k→+∞

(I − σA)k = O et +∞∑

i=0

(I − σA)i =
1

σ
A−1.(Indi. : étudier lim

k→+∞

k∑

i=0

Bk, pour B matrie arré inversible et ave ρ(B) < 1)5. Déduire que pour 0 < σ < 2/λn, on a lim
k→+∞

x(k) = x∗ pour tout x(0).6. Estimer, en fontion de n, le nombre d'opérations néessaires pour une itération de l'algorithmepréédent. Comparer à la résolution d'un système linéaire grâe à la méthode de Cholesky vueen ours.7. Montrer que le pas de desente exat σe
(k) en x(k) est donné par σe

(k) =
‖∇f(x(k))‖2

∇f(x(k))t A∇f(x(k)) .Est-e que 0 < σe
(k) < 2/λn ?
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Partie IISoit A une matrie arrée d'ordre n, que l'on suppose maintenant uniquement inversible, mais l'ons'intéresse toujours à la solution x∗ du système linéaire Ax = b.1. Que peut-on dire de la solution du système (At A)x = At b (T ) ?2. Justi�er, grâe aux propriétés de At A, que l'on peut appliquer l'algorithme de la partie I.3. Érire l'algorithme de desente du gradient à pas onstant qui permet de résoudre (T ).Optimisez le nombre d'opérations à e�etuer pour haque itération.4. Estimer, en fontion de n, le nombre d'opérations néessaires pour une itération de l'algorithmepréédent. Comparer à la résolution d'un système linéaire grâe à la méthode de déomposition
LU vue en ours.
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