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i
e 1Pour x = (x1, x2) ∈ R
2 on dé�nit f(x) =

1

2
(x2

1 + γx2
2) , où γ ∈ R

∗
+ et l'on pose x(0) =

(

γ
1

) .1. Cal
uler ∇f(x) et ∇2f(x). Dans quel 
as la fon
tion f admet-elle un minimum unique sur R
2.Quel est se minimum x∗ ?On se pla
era dans toute la suite dans le 
as d'un minimum unique.2. On 
onstruit la suite (x(k))k≥0 de la façon suivante :

(R)

{

x1
(k+1) = x1

(k) − σk x1
(k)

x2
(k+1) = x2

(k) − σk γx2
(k) .où σk véri�e ∇f

(

x(k) − σk ∇f(x(k)))t

∇f(x(k)) = 0 .Déterminer σk. Quel algorithme obtient-on par la ré
urren
e (R) ?3. Montrer que x(k) =

(

γ − 1

γ + 1

)k (

γ
(−1)k

) .4. Que peut-on dire de ∇f(x(k)) et ∇f(x(k+1)) ? Conséquen
es sur la suite (x(k))k≥0 ?5. Exprimer ‖x∗ − x(k+1)‖2 en fon
tion de ‖x∗ − x(k)‖2 Que peut-on dire sur la 
onvergen
e del'algorithme ? sur le nombre d'itérations né
essaires ?6. É
rire l'algorithme de Newton appliqué à la fon
tion f . On note x̃(k) le point déterminé parl'algorithme à la k-ième itération, en partant de x(0) ∈ R
2.7. Quand est-
e l'on peut appliquer l'algorithme de Newton pour 
ette fon
tion ?8. Déterminer expli
itement x̃(k) en fon
tion de k et γ.En 
ombien d'itérations l'algorithme de Newton 
onverge-t-il ?Exer
i
e 2On 
onsidère la fon
tion S
ilab suivante :1 fun
tion [x℄=toto(A,b,epsilon)2 [U,S,V℄=svd(A)3 r=sum((diag(S)>epsilon).*1)4 M=V(:,1:r)*S(1:r,1:r)^{-1}*U(:,1:r)'5 x=M*b6 endfun
tionoù A est une matri
e (m,n), m ≥ n, b∈ R

m et epsilon∈ R
∗
+.1. Que représente r ?2. Que représente la matri
e M ?3. Que est-
e que l'on 
al
ule ave
 toto(A,b,0.0) ? ave
 toto(A,b,0.00001) ?4. À quoi sert epsilon ? Expliquer l'intérêt de prendre epsilon> 0. (1/2)



Exer
i
e 3Soit f ∈ C
1(Rn, R) et 
onvexe, i.e. pour tout (x, y) ∈ R

n : f(y) ≥ f(x) + ∇f(x)t (y − x).On 
onsidère un ensemble A ⊂ R
n 
onvexe.1. Montrer l'équivalen
e des deux problèmes de minimisation sous 
ontrainte suivants :

(P1)

{

x∗ ∈ A
f(x∗) = min

x∈A
f(x) ⇐⇒ (P2)

{

x∗ ∈ A
∀x ∈ A : ∇f(x∗)t (x − x∗) ≥ 0(Indi
. : (P1) ⇒ (P2) par l'absurde, 
hoisir y ∈ A ave
 ∇f(x∗)t (y − x∗) < 0 et 
onsidérer lafon
tion ϕ(t) = f(ty + (1 − t)x∗), t ∈ [0, 1])2. Donner une interprétation géométrique de la formulation (P2).3. Que devient (P2) si A = R

n ?Pour toute la suite : A est une matri
e (m,n), m < n, de rang maximal m, b ∈ R
met on pose A = {x ∈ R

n / Ax = b}.4. Pour x, x∗ ∈ A, véri�er qu'il existe u ∈ ker A tel que x = x∗ + u.Que représente A ?5. Soit x∗ ∈ A, montrer l'équivalen
e suivante
[

∀x ∈ A : ∇f(x∗)t (x − x∗) ≥ 0
]

⇐⇒
[

∃v∗ ∈ R
m : ∇f(x∗) + At v∗ = 0

](Indi
. : on rappelle que (ker A)⊥ = Im(At) )6. En déduire une nouvelle formulation pour (P2) .7. É
rire une formulation équivalente à (P1) pour A 
omme 
i-dessus et f(x) =
1

2
xt Qx − xt r,où Q est une matri
e (n, n) dé�nie positive et r ∈ R

n.
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