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Exercice 1

1
Pour = = (21, 72) € R? on définit f(z) = = (2} + y23), ot v € R% et 'on pose 20 = <7> .

1.

2 1

Calculer Vf(x) et V2f(x). Dans quel cas la fonction f admet-elle un minimum unique sur R2.
Quel est se minimum x* 7
On se placera dans toute la suite dans le cas d’'un minimum unique.

. On construit la suite ($(k))k20 de la facon suivante :

(k+1) k)

_
X = I
(R) { 20D = g

—opay®

) — oy

¢
ou oy, vérifie V f (ZE(k) — 0% Vf(x(k))) Vf(x(k)) =0.

Déterminer oy. Quel algorithme obtient-on par la récurrence (R) 7

k
. Montrer que z(¥) = (3——1—1> <(_71)k> :

4. Que peut-on dire de Vf(x(®¥)) et Vf(x 1)) ? Conséquences sur la suite ()50 ?

5. Exprimer ||z* — ("D ||y en fonction de ||z* — ||y Que peut-on dire sur la convergence de

I’algorithme 7 sur le nombre d’itérations nécessaires ?

. Ecrire l'algorithme de Newton appliqué a la fonction f. On note £ le point déterminé par

I’algorithme a la k-iéme itération, en partant de () ¢ R2.

7. Quand est-ce 'on peut appliquer 'algorithme de Newton pour cette fonction ?

. Déterminer explicitement &) en fonction de k et ~.

En combien d’itérations 'algorithme de Newton converge-t-il 7

Exercice 2
On considére la fonction Scilab suivante :

1

T = W N

6

function [x]=toto(A,b,epsilon)
[U,S,V]=svd(A)

r=sum( (diag(S)>epsilon) .*1)
M=V(:,1:r)*S(1:r,1:r)"~{-1}*U(:,1:r)’
x=M%b

endfunction

ot A est une matrice (m,n), m > n, b€ R™ et epsilone R .

1

2
3
4

Que représente r 7

Que représente la matrice M 7

Que est-ce que l'on calcule avec toto(A,b,0.0) 7 avec toto(A,b,0.00001) 7
A quoi sert epsilon? Expliquer I'intérét de prendre epsilon> 0.
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Exercice 3
Soit f € C1(R",R) et convexe, i.e. pour tout (z,y) € R™ : f(y) > f(z) + Vf(z) (y — z).
On considére un ensemble A C R™ convexe.

1. Montrer I’équivalence des deux problémes de minimisation sous contrainte suivants :

zre A e A
() { fa) =minf@) = ) { Vo e A: Vi) (@ —a*) >0
(Indic. : (P1) = (P) par Pabsurde, choisir y € A avec Vf(z*)' (y — 2*) < 0 et considérer la
fonction ¢(t) = f(ty + (1 —t)z*), t € [0,1])
2. Donner une interprétation géométrique de la formulation (P;).
3. Que devient (P) si A=R"?

Pour toute la suite : A est une matrice (m,n), m < n, de rang maximal m, b € R™
et on pose A= {x € R" / Az = b}.

4. Pour z,z* € A, vérifier qu’il existe u € ker A tel que z = z* + u.
Que représente A7

5. Soit z* € A, montrer I’équivalence suivante
[V$ €A VI (z—2*) > 0] = [EIU* ER™:Vf(z*)+ Alv* = 0]
(Indic. : on rappelle que (ker A)* = Im(A?))
6. En déduire une nouvelle formulation pour (Ps).

. 1
7. Ecrire une formulation équivalente a (P;) pour A comme ci-dessus et f(z) = §xt Qx—a'r,

ol () est une matrice (n,n) définie positive et r € R™.
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