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artesUFR de Mathématiques et Informatique45, rue des Saints-Pères 75270 Paris 
edex 06 MASTER 2009�2010Optimisation et AlgorithmiqueEXAMEN, durée 2hTout do
ument est interdit. Tout appareil éle
tronique, même à titre d'horloge, estégalement interdit.Nombre de pages de l'énon
é : 2Il faut justi�er les réponses. Il sera tenu 
ompte de la réda
tion de la 
opie.Exer
i
e 1Pour γ ≥ 1 et x =

(

x1

x2

)

∈ R
2, on dé�nit g(x) =

1

2
(x2

1 + γx2
2) .On pose pour toute la suite x(0) =

(

γ

1

).1. Cal
uler x∗, le minimum de g sur R
2.Tra
er les lignes de niveau de g pour γ = 1 et pour γ = 8. Pla
ez à 
haque fois x∗ et x(0).Donner une interprétation géométrique de γ.2. Rappeler la formule qui exprime x(k+1) en fon
tion de x(k) par l'algorithme de des
ente de gra-dient pour la fon
tion g.3. Cal
uler la dire
tion de des
ente d(0) en x(0) et le pas de des
ente optimal σ0.En déduire x(1).4. Cal
uler d(1), σ1 et x(2).5. Généraliser et montrer que x(k) =

(

γ−1
γ+1

)k
(

γ

(−1)k

).6. Que vaut < ∇g(x(k+1)),∇g(x(k)) > ?7. Que pouvez vous dire sur la 
onvergen
e de l'algorithme ? sur le nombre d'itérations né
essaires ?8. Combien d'itérations né
essite la méthode de Newton à partir de x(0) ? Justi�ez.Exer
i
e 2 Soit c ∈ R, g ∈ R
n et B une matri
e réelle, symétrique, dé�nie positive de taille (n, n).On dé�nit la fon
tion quadratique f , pour tout x ∈ R

n par
f(x) = c + gt x +

1

2
xt B x .1. Cal
uler ∇f(x) et Hf (x) .2. Montrer que f admet un minimum unique xB sur R

n. Cal
uler xB.3. On pose xg = −
gt g

gt Bg
g.Véri�er que xg est le minimum de f dans la dire
tion −g, en partant du point x = O ∈ R

n.(1/2)



On s'intéresse à une solution approximative du problème ave
 
ontraintes :
(∗) x∗(∆) = arg min

x,‖x‖2<∆
f(x) , pour ∆ > 0 donné .grâ
e à la méthode � Dogleg �.Pour 
ela, on va approximer la 
ourbe {x∗(∆),∆ > 0} grâ
e à deux segments :

xD(α) =

{

α xg 0 ≤ α ≤ 1
xg + (α − 1)(xB − xg) 1 ≤ α ≤ 24. Tra
er xD(α), 0 ≤ α ≤ 2 .5. Véri�er que α 7→ ‖xD(α)‖ est 
roissante et α 7→ f(xD(α)) est dé
roissante pour α ∈ [0, 1].6. Pour β ∈ [0, 1], on pose d(β) = 1

2‖x
D(1 + β)‖2 et v(β) = f(xD(1 + β)).Cal
uler d′(β) et v′(β).Montrer que d′(β) ≥ 0 et v′(β) ≤ 0 sur [0, 1].(Indi
. : on pourra admettre que (gt g)2 ≤ (gt Bg)(gt B−1g) )7. Déduire de 
e qui pré
ède que xD(α) ∩ C(0,∆) est vide ou réduit à un point.Cal
uler le point interse
tion de xD(α) et C(0,∆) en fon
tion de ∆ > 0.8. Déduire un algorithme pour résoudre le problème xD(α∗) = arg min

α,‖xD(α)‖2<∆

f(xD(α)) .Dis
utez le lien ave
 le problème initial (∗).
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