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Exercice 1

1
On considére la fonction f, définie pour tout € R™ par f(x) = = Z re(z)?

2
k=1
ot 7 € C2(R™,R) pour 1 < k < m. On note
r1(x) %(m) é%(x)
r(z) = : eR™,  J(2)= : : € M(m,n)
rm () Gm(g) - Gm(z)

et ||.|l2 la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique < .,. >.

On suppose m > n et que pour tout z € R” | rang(J(z)) =n .
Pour minimiser f, on propose une méthode de descente inspirée de la méthode de Newton.

1. Calculer le gradient V f(z) et I'exprimer grace a J(x)! et r(z).
Calculer la hessienne Hf(x) et montrer que 'on peut écrire H(z) = A(z) 4+ S(z) o
A(z) = J(z)" J(x) et S(z) est une somme (a déterminer) composée des r(z) et Hy, (z), 1 <k < m.

2. Pour z € R™, on note o1(x) > -+ > o,(x) les valeurs singuliéres de J(z).
Pourquoi y en a-t-il n? que peut-on dire de o, (z)?

3. On détermine la direction d, en x, comme solution du systéme A(z)d = -V f(z).
Montrer que la matrice A(z) = J(x)!J(z) est symétrique définie positive.
Montrer que d est une direction de descente de f en z si Vf(x) #0.

Comparer a la méthode de NEwWTON .

4. Ecrire I’algorithme de minimisation qui utilise la direction de descente du 3) et qui part d’un point
(0) n
W e R™.
Note : on suppose avoir une méthode pour déterminer un pas oy vérifiant les conditions de Wolfe.

5. Soit (") € R™ la valeur initiale de I'algorithme et L;(z(®) = {z € R"/ f(z) < f(z(™)} .

On suppose qu'il existe v € R tel que inf oy,(z) >,
z€Ls(x)

ol () est la plus petite valeur singuliére de J(x).
< Vf(x),d>

Soit z € L;(z(Y) et d la direction de descente en z, on pose cosf = ——— "2
! IVl T,

Monter qu’il existe § > 0, indépendant de z, tel que cosf > 4.

6. Interprétez le résultat précédent en termes de convergence de la méthode de descente proposée.
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Exercice 2
Soit A = (a;j)1<i j<q une matrice réelle donnée. On veut résoudre le probléme d’optimisation suivant

z* = argmin f(z) , ou f(z)=In Z a%j et
z€R? 1<i,j<d
On note {ej,...,eq} la base canonique de R?; < ... > le produit scalaire canonique sur R? et pour
d
o= nea)t € ol =3l o ol = o bl
1=

1. Soit g € RY fixé. Montrer que pour tout v € R o]y <1: [ < g, > | < [|glloo -
Pour quels vecteurs v, ||v]|1 < 1, a-t-on égalité?

En déduire que argmax | < g,v > |= teg, avec k € {1,...,d} que 'on déterminera.
veR []y]|; <1
2. Pour k € {1,...,d} fixé, montrer que 'on peut écrire f sous la forme

f(z) = In(oy, + Bre ™ + ype™)

ol g, PBr et v, sont des quantités positives indépendantes de zy.

3. Pour z € R? donné et k € {1,...,d}, on pose, pour o € R : ¢p(0) = f(z + oep).
Calculer ¢} (o). Déterminer la solution o* de I'équation ¢} (o) = 0.
En fonction du signe de ¢}.(0) déterminez celui de o* et dressez le tableau de variations de ¢ dans
les deux cas.

4. En se basant sur ce qui précéde, on propose d’utiliser ’algorithme suivant pour minimiser f :

choisir 2 , poser p =0
tant que HVf(x(p))H > €

choisir k£ € {1,...,d} tel que

Of )| = (p)

g )| = IVl
caleuler oy, solution de ¢ (c) = 0, ot ¢x(0) = f(z(P) + o ey)
poser z(PT) =2®) 45, ¢p

faire p=p+1
(a) Comparez z®TV et z(P). Que pouvez vous en dire?

(b) Grace aux résultats précédents, donnez une justification et interprétation de 1’algorithme en
tant que méthode de descente (choix de la direction et du pas de descente, vérification du fait
que l'on a une direction de descente, complexité,.. . ).

(¢) Quels avantages peut-on trouver a cette méthode par rapport a la méthode de descente du
gradient 7 la méthode de Newton ?

(2/2)



