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Exercice 1

Pour x = (x1; x2) 2 R
2 on dé�nit f(x) =

1

2
(x21 + x22) , où  2 R�+

et, pour � > 0, x; d 2 R2, l'on pose '(�) = f(x+ �d)

1. Calculer rf(x) et Hf (x). Dans quel cas la fonction f admet-elle un minimum unique sur R2.
Quel est ce minimum x� ?
On se placera dans toute la suite dans le cas d'un minimum unique.

2. On construit la suite (x(k))k�0 de la façon suivante :

(R)

�
x1

(k+1) = x1
(k) � �k x1

(k)

x2
(k+1) = x2

(k) � �k x2
(k) :

où �k véri�e < rf
�
x(k) � �krf(x

(k))
�
;rf(x(k)) > = 0 .

Déduire de cette équation la valeur de �k. Calculer ensuite '0(�k).
Quel algorithme connu obtient-on alors par la récurrence (R) ?

Pour toute la suite on suppose que x(0) =

�


1

�
.

3. Montrer alors que x(k) =

�
 � 1

 + 1

�k �


(�1)k

�
, k 2 N.

4. Que peut-on dire de rf(x(k)) et rf(x(k+1)) ? de lim
k!+1

x(k) ?

5. Calculer kx� � x(k+1)k2 et l'exprimer en fonction de kx� � x(k)k2.
Que peut-on dire sur la vitesse de convergence de l'algorithme ? du nombre d'itérations ?

6. Écrire l'algorithme de Newton appliqué à la fonction f . On note ~x(k) le point déterminé par
l'algorithme à la k-ième itération, en partant de x(0) 2 R2.

7. Sous quelle(s) condition(s) peut-on appliquer l'algorithme de Newton pour minimiser la fonc-
tion f ?
Montrer que la méthode de Newton converge en une itération et ceci indépendamment de x(0).
Expliquez.
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Exercice 2
Soit d � 2. On s'intéresse au problème suivant

x� = argmin
x2dom(f)

f(x); où f(x) = � log

 
1�

dX
i=1

x2i

!
�

dX
i=1

log(xi) et x =

0
B@
x0
...
xd

1
CA 2 Rd:

On admet que la fonction f est strictement convexe et a donc un minimum unique x� 2 dom(f).

1. Déterminez le domaine de f , dom(f). Faites une représentation graphique pour d = 2.

2. Montrer que minimiser f sur dom(f) revient à maximiser le polynôme P (x) =

 
dY

i=1

xi

! 
1�

dX
i=1

x2i

!

sous contraintes.

Déduire une interprétation géométrique du problème de minimisation de f .
Utiliser la symétrie du problème pour déterminer x�. Reportez ce point dans le graphe de
dom(f) fait pour d = 2.

3. Que calculent les fonctions Scilab suivantes ? Justi�ez.

1 function [a]=toto_1(b)

2 a = -log(1-sum(b.^2)) - sum(log(b)) ;

3 endfunction

4

5 function [a]=toto_2(b)

6 a = (2*b)./(1-sum(b.^2)) - (1)./b ;

7 endfunction

4. On pose '(s) = f(x+ sv), où x; v 2 Rd et s 2 R+ . Que vaut '0(s) ?
Écrire la fonction Scilab function [t]=d_phi(s,x,v) qui évalue '0(s).

5. Donner l'algorithme de descente de gradient appliqué à la minimisation de f sur dom(f).
(On pourra écrire du pseudo-code et/ou utiliser les fonctions du 3 et 4).
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