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Chapitre 1

Introduction

Dans ce cours on va s’intéresser a la résolution numérique des problemes suivants :

e Résolution de systemes d’équations linéaires : Az = b ou A est une matrice réelle carrée.
On présentera des méthodes directes de factorisation de A et des méthodes itératives

de résolution du systeme. Ces méthodes seront utilisées dans la suite du cours.

e Optimisation continue : on considere une fonction cotit réelle que ’on veut minimiser.
On va considérer la minimisation sans contraintes et avec contraintes (inégalités et

égalités) et proposer divers algorithmes.

e Schémas aux différences finies : on veut déterminer une solution numérique d’une équa-
tion différentielle ordinaire ou équation aux dérivées partielles. On présente la technique

des différences finies appliquée a divers types de probléemes.

Rappelons quelques points essentiels dont on doit tenir compte dans une résolution nu-
mérique d’un probleme :

1. Instabilité du probleme : Certains problemes mathématiques sont instables : de

petites perturbations des parametres, dont dépend le probleme, vont engendrer de
grandes variations des solutions.
Un exemple est la résolution de I’équation de la chaleur inverséeu; = —Au ; un
autre la détermination des racines d’un polynome.
Comme les parametres des modeles mathématiques viennent souvent d’expériences
on utilisera autant que possible des modeles stables.
Soit s = Ale] un algorithme ou probléme qui, en fonction du parametre e, produit
le résultat s; on s’intéresse a la stabilité de A et I’on veut controler 'erreur relative
commise par une petite perturbation de e :

|de]

5—5| |A(e+de) — Ale)| o) 19¢l
T A ST

On appelle c¢(A) le conditionnement du probléme A (en choisisant la meilleure borne
possible dans I'inégalité pour obtenir ¢(.A)).

. Erreurs d’approrimation : Ce type d’erreur apparait lorsque ’on remplace un pro-

bléme «continue» par un probléeme «discret». Quand le pas de discrétisation tend
vers zéro la formulation discrete doit tendre vers la formulation continue du pro-
bleme.

Les formules de quadrature pour calculer des intégrales et les schémas aux différences
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finies pour les équations aux dérivées partielles sont des exemples de formulations
discretes.

3. Erreurs d’arrondi : Les calculs numériques sur ordinateur se font avec une précision
finie : la mémoire disponible étant finie on ne peut pas représenter les nombres
réels qui ont un dévelopement décimal infini. On peut représenter 1/3, mais pas son
écriture décimale, on ne pourra représenter m que par un nombre fini de décimales.
Un représentation fréquente est celle en virgule flottante des nombres réels :
f=(—1)s . O,d_ld_z...d_r . b7,m§j SMetOSd_sz—l,

ol s est le signe, d_1d_5---d_, la mantisse, b la base et r est le nombre de chiffres
significatifs. La précision machine pour un flottant de mantisse r est b'~", c’est la
distance entre 1 et le nombre flottant immédiatement plus grand 1+ b'~". Comme
on ne dispose que d’un nombre fini de réels le resultat des opérations arithmétiques
de base (+, —, X, /) n’est pas nécessairement représentable : on est obligé d’arrondir.

L’arithmétque IEEE, utilisée sur les machines sous Unix et Linux, définit des nombres
flottants en base 2 : en simple précision de 32 bits (type float en C) et double pré-
cision de 64 bits (type double en C). En simple précision on utilise un bit pour s, 1
octet pour I'exposant (signé) j, i.e. j € {—127,...,+128}, et 23 bits pour la man-
tisse. Si I’on suppose que la représentation est normalisée, i.e. d_; # 0, on gagne un
bit significatif et un flottant en simple précision s’écrit f = (—=1)*1,d_1d_o...d_, 27 .
dans ce cas la précision machine est de 2722, c.-a-d. approximativement 1077, et les
flottants normalisés positifs vont de 1073 & 10138 .

En plus des résultats, les modules arithmétiques envoient des messages qui indiquent
la nature du résultat de 'opération : si ce n’est pas un nombre (NaN = NotA Number
= 00— 00 =+/—1=0/0...) ou un nombre trop grand, resp. petit, et qui ne peut
étre représenté.

4. Complexité des calculs : Pour la plupart des applications on veut obtenir un résul-
tat en un temps raisonnable, il est donc important de pouvoir estimer le temps que
I’algorithme va utiliser pour résoudre le probleme. Pour cela, on compte le nombre
d’opérations flottantes (angl. flops) en fonction de la taille du probléme. Souvent il
suffit d’avoir un ordre de grandeur : si N est la taille du probléeme (p.ex. nombre
d’inconnues) on peut avoir des algorithmes en O(N), O(N1In N), O(N?), O(N)). ..

Pour illustrer les problemes cités en haut on va présenter quatre exemples ou ces notions
jouent un role important :

Exemple 1 : Evaluation d’un polynome proche d’une racine multiple.
d

Soit p(z) = Z a; x* un polynoéme a coefficients réels avec aq € R* .
i=0

d
Si I'on connait les racines du polynéme on peut le factoriser p(z) = aq H(x — 7).
i=1
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On peut aussi associer a p sa matrice compagne

(_ad_—l _ %d-2 _ a2 _ o _a_o\

ag aq aq aq ad
1 0
0 1
0 0 1 0 0
\ o 0 .0 1 0 )

dont les valeurs propres sont les racines de p.

Si 'on veut calculer p(x) en utilisant la premieére représentation, on doit effectuer de
Pordre de 2d opérations élémentaires (+ et x) et d — 1 appels a la fonction puissance;
si I’on connait les racines, il suffit de 2d opérations élémentaires. Mais comme on connait
rarement une factorisation du polynome on utilise I’algorithme de HORNER pour calculer

p(x) :

ALGORITHME 1.1 (HORNER)
Evaluation d’un polynéme en x a partir de ses coefficients ag, a1, . . ., aq -
Y =aq
pour i=d-1a0
y=1z-y+aq

Cet algorithme permet d’évaluer p(z) a partir des coefficients a; en en 2d opérations
élémentaires. On se propose de calculer et représenter le polynéme suivant :

p(z) = 2" — 302 + 4202 — 36402'? + 21840z'" — 960962 '°
+3203202° — 8236802% + 164736027 — 25625602° + 30750722°
—27955202* 4 18636802 — 8601602 + 245760z — 32768

= (z-2)".

Les résultats sont représentés a la figure suivante, on a calculé p sur Uintervalle [1.6, 2.4]
avec un pas de 107*.

Les oscillations qui apparaissent dans le graphe de p rendent difficiles la détection de la
racine de p par une méthode comme celle de la dichotomie par exemple.

Pour calculer de facon rapide et précise les valeurs d’un polynome il vaut donc mieux
utiliser sa forme factorisée, or pour cela il faut trouver tous les zéros de I’équation polyno-
miale p(z) = 0, ce qui est instable comme 'on verra, ou il faut trouver les valeurs propres
de la matrice compagne, ce qui est un autre probleme, non moins difficile.
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Evaluation directe du polynome
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5.0e-07

0.0e+00
-5.0e-07 /'
-1.0e-06
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Evaluation par la méthode de HORNER
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Utilisation de la factorisation du polynome
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Exemple 2 : Détermination des racines d’un polynome perturbé.

Pour illustrer I'instabilité de la résolution d’une équation polynomiale par rapport aux
coefficients du polynéme on va utiliser 'exemple de proposé par WILKINSON (1963) :

20

w(z) = [[(z - 1)

=1
= 220 — 2102 + 20615 2'® — 1256850 27 + 53327946 26 — 1.672 - 10° 25
+4.017-10"% 2" —7.561 - 10" ' + 1.131- 102 22 — 1.356 - 10" '!
+1.308- 10" 21 — 1.014 - 10" 2° + 6.303 - 100 2% — 3.113 - 10" 27
+1.207- 10" 25 — 3.600 - 10'® 2° + 8.038 - 10" 2* — 1.287 - 10™ 23
+1.380-10" 22 — 8.753 - 108 z + 20! - 10'8
On considére ensuite le polynéme perturbé @(z) = w(z) — 27222 et, en faisant des
calculs numériques en haute précision, on obtient les racines suivantes pour o :

1, 00000 0000 10, 09526 6145 + 0, 64350 0904 1
2, 00000 0000 10, 09526 6145 — 0, 64350 0904 i
3, 00000 0000 11, 79363 3881 + 1, 65232 9728 i
4, 00000 0000 11, 79363 3881 — 1, 65232 9728 ¢
4, 99999 9928 13, 99235 8137 + 2, 51883 0070 1
6, 00000 6944 13, 99235 8137 — 2, 51883 0070 ¢
6, 99969 7234 16, 73073 7466 + 2, 81262 4894 ;
8, 00726 7603 16, 73073 7466 — 2, 81262 4894 ¢
8, 91725 0249 19, 50243 9400 + 1, 94033 0347 1

20, 84690 8101 19, 50243 9400 — 1, 94033 0347 ¢
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On obtient 5 racines complexes conjuguées de partie imaginaire non négligeable. Cet
exemple célebre montre comment une petite perturbation d’un coefficient change de fa-
con profonde ’ensemble des solutions d’une équation polynomiale. Les figures suivantes
donnent les graphes de w et w.

28el7
4.0e+12

2417 |
320412
20e17 7 2.4e+12 7
16017 | 16e+12

8.0e+11

|
i
1
i
5 i
&) |

0.06+00 il

9 ;\\/10 w2 13 15 1oy 1B o oPp o
| -80e+ll 7| !
. 1
| 4 \ |
. I
| !
\ |
\ 1
\ |
| i

1217 7|

8el7 7|

4el7 7
! -16e+12

~2.4e+12

-3.2e+12

-8el7 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T -4.0e+12 —

Exemple 3 : Calcul de la trajectoire de la fusée ARIANE 5

Le 4 juin 1996, le premier vol de la fusée ARTANE 5 s’est terminé par ’explosion de I’engin
A peine 50s apres le décollage. Dans le rapport ESA/CNES !, établi suite & cet incident,
on peut lire que les causes de ’échec sont dues a un signal d’overflow mal interprété par
I’ordinateur de bord.

En effet, les deux systemes de référence inertiels ont arrété de fonctionner a cause d’une
erreur lors d’une conversion d’un nombre flottants en 64 bit vers un entier signé en 16
bits. Le nombre & convertir ayant une valeur trop grande pour étre représenté en 16
bits, 'opération s’est terminé par un signal d’overflow. Le premier systeme de référence
inertiel a arrété de fonctionner et le second a pris le relais, et la méme erreur c’est produit.
L’ordinateur de bord a cette fois pris en compte le signal d’overflow, mais en I'interprétant
comme étant une donnée. Il y a eu un changement de trajectoire qui a mené la fusée vers
une forte déviation, ceci a causé la désintégration du lanceur.

Le rapport constate que le programme en cause n’était plus utilisé apres le décollage, de
plus le code avait été transféré sans changement du systeme ARIANE 4 vers ARIANE 5,
sans tenir compte du fait que sur le nouveau lanceur les parametres prenaient d’autres
valeurs.

Conclusion de ce feu d’artifice fort cotiteux : il est important de connaitre des fourchettes
pour les valeurs d’entrée d’'un programme et de protéger les logiciels contre les résultats
erronés.

Exemple 4 : Multiplication de matrices

Soient A, B et C' des matrices rectangulaires, de dimensions respectives (n,m), (m,p)
et (p,q). Combien d’opérations sont nécessaires pour calculer ABC' 7 Comme ABC =
(AB)C = A(BC), on a deux possibilités d’évaluation.

Le calcul de (AB)C nécessite de 'ordre de 2np(m + ¢) opérations, tandis que le calcul
de A(BC) se fait en 2mq(n + p) opérations. Si I’on prend par exemple n = p = 10 et

LARIANE 5 : Flight 501 Failure, rapport sous la direction de J.L. LIONS, juillet 1996.
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m = ¢ = 100 on trouve 4 -10* et 4-10°. La multiplication des matrices rectangulaires est
bien distributive, mais le nombre d’opérations nécessaires peut varier de fagon importante.

Soit n = m = p, alors A et B sont des matrices carrées et le cotit de leur multiplication est
O(n®), or il existe un algorithme qui permet de réduire ce cotit & O(n'°827) . La méthode
est basé sur une réécriture de le multiplication de deux matrices (2, 2), si les matrices sont
carrées d’ordre n, avec n = 2", on applique ’algorithme de maniére récursive.

ALGORITHME 1.2 (STRASSEN)
Calcul du produit des matrices carrées d’ordren =2" : C = AB

C =STRASSEN (A, B,n)
sin =1 alors
C=A-B // cas scalaire //

sinon

A= All A12 t B= Bll B12

<A21 Agg) e = <B21 B22> // ot les A;; et By sont (n/2,n/2) //
Ql STRASSEN(A11 + AQQ, BH + B22, TL/?)

Q2 = STRASSEN (Agy + Ay, Bi1,n/2)

Qs = STRASSEN (A1, By — Baa,n/2)

Qs = STRASSEN(Agy, —Bi1 + Boy,n/2)

Qs = STRASSEN (A1 + Az, Baa,n/2)

Qs = STRASSEN(=Ay, + Ay, By + Bia,n/2)

Q7 = STRASSEN (A5 — Ass, By + Boy, 1/2)

Cii=Q1+Qs— Qs+ Q7

Ci2 = Q3+ Qs
Cor = Q2+ Q4
Cro=0Q1— Q2+ Q3+ Qs
= Cu Ch

Cor Cy

En pratique il faut n assez grand pour obtenir un gain satisfaisant avec la méthode de
STRASSEN (log, 7 = 2,8073). Mais des méthodes simples de multiplication par blocs sont
par exemple utilisées dans les librairies BLAS (angl. Basic Linear Algebra Subroutines).
Nous allons en décrire le principe en quelques mots.

Il ne suffit pas d’utiliser la vitesse de calcul et la mémoire centrale des processeurs pour
obtenir des programmes rapides : supposons que I’on veut multiplier deux grandes matrices
dont la taille nécessite une sauvegarde dans une mémoire qui est d’acces lent. Il est clair
que la plus grande partie du temps est utilisé pour transférer des données. Les librairies tels
que BLAS implémentent des multiplications de matrices par blocs en tenant compte de
I’architecture du processeur. Les blocs transférés de la mémoire lente sont de la taille des
mémoires d’acces rapide, on fait moins de transferts lents et on passe proportionnellement
plus de temps sur les calculs.

Les librairies LAPACK, CLAPACK et ScaLAPACK (http ://www.netlib.org) utilisent
cette approche.

On peut noter aussi que des logiciels tels que Scilab 2 ou Matlab©, utilisent des opé-
rations par blocs pour accroitre leur performances (et il est fortement recommandé d’en
faire usage en TP!).

2© INRIA, logiciel disponible & http ://www-rocq.inria.fr/scilab/




Chapitre 2
Algebre linéaire

Dans la premiere partie de ce chapitre nous allons proposer des méthodes de résolution
directes de I’équation Ax = b, ou A est une matrice carrée d’ordre n inversible. Dans
la seconde partie on s’intéresse au cas ou A est rectangulaire, on cherchera r minimisant
||Az — b||2 . La derniére section présente des méthodes itératives pour le cas d’une grande
matrice A carrée d’ordre n inversible.

2.1 Résolution de systemes linéaires par des méthodes
directes

On s’intéresse a 'équation Ax = b. En un premier temps nous allons étudier la stabilité
de ce probleme. Pour cela on considere le probleme perturbé

(A+6A)E = b+ 0b, et on pose 6x =T — 2.

Par soustraction on trouve dz = A~ (6b — §AZ) et

[[6]] o 16A[l | 1[6b]]
= < 1ATIAl + i)
1]l 1Al Al
Le nombre c(A) = || A7 ||A]| est le conditionnement de la matrice A pour le probleme

d’inversion (et pour la norme ||.||). Si de plus ||A7!]| ||6A| <1

[9zf] . _ e(A) (I|5A|| N ||<5b||) _

ol = 1= ey AL T 6l

Le théoreme suivant donne une caractérisation intéressante du nombre c(A) .

THEOREME 2.1.1
Soit A une matrice inversible, alors

[ 1I6A]l2 o }
min< ——— / A+ 0 A singuliére
{ 1Al /

B 1 1
A 2l Al ca(A)

Donc la distance relative de A a la matrice singuliére la plus proche est l'inverse du
conditionnement de A en ||.||2 -
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2.1.1 Factorisation LU de matrices

L’algorithme de résolution est basé sur le

THEOREME 2.1.2 (ELIMINATION DE GAUSS)
Soit A une matrice inversible, alors il existe des matrices de permutations P, et P, , une
matrice L triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale et une matrice U triangulaire
supérieure inversible telles que

PAP,=LU.

En fait une seule matrice de permutation est nécessaire, de plus

(i) on peut choisir P, = I et P; tel que ay; soit I’élément de valeur absolue maximale
dans la premiére colonne, c’est I’algorithme d’élimination de GAUSS avec pivot partiel.

(ii) on peut choisir Py et P, de fagon a ce que ay; soit I’élément de valeur absolue maximale
dans toute la matrice, c’est ’algorithme d’élimination de GAUSs avec pivot total.

Remarque :Sio: {1,...,n} — {1,...,n} est une permutation, alors la matrice associée
P, est définie par (P,);; = dis(j), Ol ;5 est le symbole de KRONECKER. P, A réordonne les
lignes de A, AP, réordonne les colonnes de A et P, AP, réordonne tout.

ALGORITHME 2.1
Factorisation LU avec pivot.
pour i=1an—1
Appliquer les permutations a A, L et U telles que a; # 0.
pour j=i+1lan
ljz' = aji/aii
pour j=ian
uij = a'ij
pour j=i+1an
pour k=i+1an
Gk = Qjk — lji - Uik

L’algorithme de factorisation LU est utilisé pour résoudre le systeme linéaire Ax = b.

ALGORITHME 2.2
Résoudre Ax = b en utilisant I’élimination de GAUSS avec pivot.

Factoriser A en A = PLLUP,.

Par permutation : LUPyz = P}b.

Résoudre un systéme triangulaire inférieur : U Pyx = L™(Pfb).
Résoudre un systéme triangulaire supérieur : Pox = U~ (L' (P}b)) .
Par permutation : x = P{(U (L (P}b))).

Coitt : La résolution du systeme Az = b revient donc a la résolution de deux systémes
triangulaires qui demandent peu d’opérations, O(n?). La décomposition LU est d’ordre
O(2n?) et le colit total de I’élimination de GAUss pour résoudre un systéme linéaire est
donc O(3n?).

On n’a pas tenu compte des mouvements de données nécessaires pour le pivot par exemple,
des implémentations effectives de ’algorithme de factorisation LU optimisent aussi cette
partie de la méthode (cf. implémentations BLAS).

2.1. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES PAR DES METHODES DIRECTES
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Pour pouvoir garantir la précision des résultats on aimerait avoir des bornes sur I’erreur
relative, or pour cela il faut déterminer |[6A]|/||Al|, ||60]|/|]6|] et c(A) = ||A||||A]| -
Pour obtenir ||0A|| on utilise le théoréme suivant

THEOREME 2.1.3
Soit Z la solution calculée et r = AZ — b le résidu. Il existe une matrice 6A tel que
|[6A] = ”L” et (A+0A)Z = b. Il n’y pas de matrice de norme plus petite vérifiant

ll

(A+64)T=b.

Pour déterminer c¢(A) on doit calculer ||[A™!||, c.-a-d. A™' de fagon explicite, ce qui est
trop cotiteux. On préfere utiliser un bon estimateur de ||A™!||. L’algorithme de HAGER

que nous allons présenter donne une borne inférieure de la norme ||.||; d’une matrice B,
n

n
il est basé sur une maximisation de la fonction f(z) = ||Bz||, = Z Z bijxj| -
i=1 | j=1

ALGORITHME 2.3 (HAGER)
Estimation de ||B||, .

Choisir () tel que |||, =1, par ex. (¢©);=1/n, k=0

boucle
Y= B.I(k)
s = signe(y)
g=DB's

si |lg]l, < g.z® alors
retourner |y,

sinon
k=k+1
) = e; pour j tel que |9j| = ”g”oo

Si ||ly||, est retourné par l'algorithme, alors c¢’est un maximum local de f ;

sinon on montre qu’en début de boucle le nouveau choix de z vérifie f(Znou0.) > f(Zane.) -
L’algorithme de HAGER est un exemple d’algorithme qui remonte dans la direction du
gradient (cf. optimisation convexe).

On applique l'algorithme & la matrice (A™)" pour estimer [|[A™!||_ . Noter qu'il suffit
d’appliquer A™! et (A™1)! et d’utiliser la factorisation LU de A.

2.1.2 Matrices réelles définies positives

Dans beaucoup d’applications la matrice A est symétrique définie positive, dans ce cas on
économise de I’espace mémoire en ne stockant que n(n+1)/2 termes. De plus il existe un
algorithme de factorisation en O(%n?’) . Le théoreme suivant regroupe quelques résultats
utiles.

CHAPITRE 2. ALGEBRE LINEAIRE
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THEOREME 2.1.4
1. Si A = (aij)1<ij<n est une matrice symétrique définie positive, alors toute sous-
matrice My, = (a;;)1<ij<m €st symétrique définie positive.
2. Soit B une matrice inversible, alors A est symétrique définie positive si et seulement
si B'AB est symétrique définie positive.
3. Une matrice A est symétrique définie positive si et seulement si A' = A et toutes
ses valeurs propres sont strictement positives.

4. Si A est symétrique définie positive, alors max |a;;| = max a; > 0.
1<i,j< 1<i<n

5. Une matrice A est symétrique définie positive si et seulement si il existe une matrice
L triangulaire inférieure inversible telle que A = L L' .
C’est la factorisation de CHOLESKY d’une matrice.

6. Si A est une matrice symétrique définie positive de valeurs propres 0 < \; < --- <
An , alors pour tout z € R* \ {0} on a

(z'x)? AAde 0 (4 -1 2
(@A) (@A T2) = (n + AP (Cz(A) + 1) ’

avec co(A) = N\, /1. C’est I'inégalité de KANTOROVICH.
8

ALGORITHME 2.4 (CHOLESKY)
Factorisation de CHOLESKY d’une matrice symétrique définie positive.

pour j=1an

j—1
ljj = (ajj -> lﬁ)
k=1

pour i=j+1an
1 =
lij = 1 Qij — Zlikljlc
73 k—1

Pour résoudre Az = LL'z = b on doit résoudre deux systémes triangulaires.

1
2

2.1.3 Autres types de matrices

Dans les applications on rencontre souvent d’autres types de matrices : des matrices bande,
tridiagonales, tridiagonales par blocs, creuses ...

Avec des méthodes adaptées on peut souvent améliorer les performances des algorithmes
de factorisation, que ce soit au niveau de l’espace mémoire, du nombre d’opérations ou
du transfert de données.

La plupart des librairies scientifiques (e.g. LAPACK, CLAPACK) ou logiciels (e.g. Scilab,
Matlab) proposent des algorithmes et représentations pour les types de matrices les plus
fréquents (e.g. matrices creuses).

2.2 Résolution de systemes linéaires au sens des moindres
carrées

Soit A une matrice de taille (m, n), un vecteur € R" est solution du systéme Az = b au
sens des moindres carrées si £ minimise ||Az — b||, .

2.2. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES AU SENS DES MOINDRES CARREES
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Si m = n et A inversible il existe une solution unique x = A~'b; si m > n on a un
probleme surdéterminé, en général il n’existe pas de solution de I’équation Ax = b ; si
m < mn on a un probléeme sous-déterminé, on peut avoir une infinité de solutions vérifiant
le systéme linéaire.

Nous allons énoncer quelque résultats d’algebre linéaire qui permettent de résoudre ce pro-
bleme, les algorithmes de factorisation présentés font partie des librairies mathématiques
standard.

2.2.1 Matrices de Householder

DEFINITION 2.2.1
On appelle matrice de HOUSEHOLDER, toute matrice de la forme

H=1, -2
ouveR™ et |v|,=1.

On montre que H est une matrice symétrique et que H H' = I ; une matrice de HOUSE-
HOLDER correspond a une symétrie par rapport a ’hyperplan perpendiculaire a v .

Soit z € R™ tel que o = 27 + ... + 22, > 0, et soit v € R™ tel que

0 pour 1 <i:<k-—1
v; = T + signe(zg)|a| pour i =k ,
T; pour k+1<1<m

alorssi H=1—-2vv", ona Hr =z —vet (Hz);=0pour k+1<i<m.

Soit A une matrice de taille (m,n), la méthode de HOUSEHOLDER de résolution du systéme
linéaire Az = b équivaut a construire des matrices de HOUSEHOLDER H ..., H,, telles que
la matrice H,H,,_1 - -- H{ A soit triangulaire supérieure.

Il suffit ensuite de résoudre un systeme triangulaire supérieur par la méthode de la re-
montée.

Si m = n il suffit d’appliquer n — 1 transformation pour obtenir une matrice triangulaire
supérieure, si m > n on annule m — n lignes de la matrice A.

Les matrices H étant orthogonales on a ||Az — bl|, = ||HAz — Hb|, ,
le résidu du systeme triangulaire obtenu par la méthode de HOUSEHOLDER est identique
en ||.||, au résidu du probléeme initial.

2.2.2 Factorisation QR

THEOREME 2.2.1 (FACTORISATION QR)

Soit A une matrice de taille (m,n) avec m > n et telle que rang(A) = n. Alors il existe
une unique matrice @) de taille (m,n) telle que Q'Q = I,, ; une unique matrice R de taille
(n,n) triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont positifs, r; > 0, telles que

A=QR.

Grace a la factorisation QR de A on a :

Az —b=QRz — b= Q(Rz — Q") — (I, — QQ")b .

CHAPITRE 2. ALGEBRE LINEAIRE
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Les vecteurs Q(Rz — Q') et (I, — QQ')b étant orthogonaux on obtient :

14z = bll; = [|Q(Rz = QD)5 + || (Tn — Q@B ,
cette somme de carrées est minimale pour z = R™1Q".

On peut utiliser les matrices de HOUSEHOLDER pour obtenir une factorisation QR .

En effet H,---HiA = A, est une matrice (m,n) dont les m — n dernieéres lignes sont
nulles. Grace aux propriétés des H; ona A=H,---H,A, = QR ou
Q=(H---H,)1<i<m;1<j<n),Q'Q=1I,,

et R=A,(1 <i<n;1<j<n) triangulaire supérieure.

2.2.3 Décomposition en valeurs singulieres

La décomposition en valeur singulieres d’une matrice est souvent appelé décomposition
SVD (angl. Singular Values Decomposition) .

THEOREME 2.2.2 (DECOMPOSITION SVD)

Soit A une matrice de taille (m,n) avec m > n.

a) On peut écrire A = UXV*' ou U est une matrice de taille (m,n) telle que U'U = I, ;
Y. est une matrice diagonale avec oy > ... > o, > 0; V est de taille (n,n) et vérifie
ViV =1,.

Les o; sont les valeurs singuliéres de A .

b) Les valeurs propres de la matrice A' A sont o? , les vecteurs propres sont les vecteurs
colonne Vi, ..., V,,.

c¢) Les valeur propres de la matrice AA* sont o? et m —n zéros. Les vecteurs propres sont
les Uy, ..., U, et m — n vecteurs propres associés a 0 .

d) Si'm =n et A inversible, alors ||Al, = o1, [|[A7 |, = 1/0, et c2(A) = I

On

Si A est une matrice de taille (m,n) avec m > n et rang(A) = n, on montre que la
solution du probléme des moindres carrées est x = VE~1Ub .

DEFINITION 2.2.2
Soit A une matrice de taille (m,n) avec m > n et rang(A) =n.
On appelle matrice pseudo-inverse de MOORE-PENROSE la matrice

AT=R'Q' =V Ut .
On peut donc exprimer z minimisant ||Az — b||, grace a A .

On peut généraliser la définition de A™ & des matrices de rang r < n comme suit :
soit A =UXV?, on écrit

1 0

A= (U, T) ( i

)awwzmxw,

ou ¥; est de taille (r,7) inversible et les matrices U; et V; ont r colonnes. On pose

-1
o5

Dans ce cas on a encore = A*b qui minimise |[Az — b||, .

2.2. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES AU SENS DES MOINDRES CARREES
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2.3 Résolution de systemes linéaires par des méthodes
itératives

Les méthodes directes présentées jusqu’ici permettent de calculer la solution d’un systeme
linéaire en un nombre fini de pas (solution exacte en ne tenant pas compte des erreurs
d’arrondi). Par contre pour de grands systémes ces méthodes demandent souvent trop
d’espace mémoire et trop de calculs. On utilise alors des méthodes itératives ou l'on
arréte l'itération des que la précision désirée est atteinte.
Avant de brievement rappeler les méthodes les plus courantes, nous allons donner quelques
résultats généraux.
Soit A carrée d’ordre n inversible , on appelle décomposition de A tout couple de matrices
(M, N) ot M est inversible, et tel que A =M — N .
Le systeme Az = b devient alors x = M~'Nx + M~'b = Rx + r et la méthode itérative
s’écrit

5D = Rk

ProrosIiTION 2.3.1
Soit (M, N) la décomposition associée a A et supposons que pour la norme matricielle
subordonnée on a ||R|| < 1.

Alors pour tout vecteur z(9 € R" | la suite z(k*!

) =R-z® +r est convergente.

PROPOSITION 2.3.2
La suite (z®)) définie par x**1) = R-2®) + 1 converge vers la solution de Az = b, pour
tout (%) € R", si et seulement si p(R) < 1.

k+1

On appelle vitesse de convergence de la méthode le nombre — log,,(p(R)) -

Les méthodes que nous allons présenter sont basées sur des choix qui permettent d’inverser
facilement M et d’obtenir une matrice R pour laquelle p(R) est petit.

2.3.1 Méthode de Jacobi

On décompose A en A =D — K ou D est la diagonale de A et —K contient les éléments
hors diagonale. On note R; = D7'K .

ALGORITHME 2.5 (JACOBI)
Aprés permutations éventuelles pour rendre D inversible,
une itération de la méthode de JACOBI s’écrit :

pour 1=1an

k1) _ 1 - *)
x; —a—“ (bz— Z aija:j )

j=1,j#i

PROPOSITION 2.3.3

Si la matrice A est a diagonale strictement dominante,
n

c.-a-d. pour tout 1 <i<n : Z laij| < |ai|, alors la méthode de JACOBI converge.
j=Li#i

CHAPITRE 2. ALGEBRE LINEAIRE
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2.3.2 Meéthode de Gauss-Seidel

On écrit A = (D — L) — U ou D est la diagonale de A et —L, resp. —U, la matrice
triangulaire strictement inférieure, resp. supérieure, de A. On note Rgs = (D — L) U .

ALGORITHME 2.6 (GAUSS-SEIDEL)
Aprés permutations éventuelles, une itération de la méthode de GAUSS-SEIDEL s’écrit :

pour 1=1an

i—1
1
(k) — = [p. k+1 (k

i j=1 Jj=i+1

PRrROPOSITION 2.3.4

Si la matrice A est a diagonale strictement dominante, alors la méthode de GAUSS-SEIDEL
converge.

Dans ce cas on a de plus ||Rgsl|,, < ||Rslly <1

2.3.3 Méthode de relaxation

Le décompositiondeAsécritA D-L-UetM=ID-L N=(:-1)D+U.
On note Rrel( ) = ( D — L) (( 1)D+U).

ALGORITHME 2.7
Une itération de la méthode de relaxation de paramétre w s’écrit :

pour 1=1an

ngkﬂ) — (1 - w)a! ) | (b _ Z“W (k+1) Z a,,-xE“)

j=it1

THEOREME 2.3.1
On a p(Rra(w)) > |w — 1|, une condition nécessaire de convergence de la méthode de
relaxation est donc que 0 < w < 2.

THEOREME 2.3.2

Soit A une matrice symétrique définie positive, alors p(Rreyw)) < 1 pour 0 < w < 2. Une
condition suffisante de convergence de la méthode de relaxation est alors que 0 < w < 2.
Pour w =1 la méthode de GAUSS-SEIDEL converge aussi.

2.3. RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES PAR DES METHODES ITERATIVES



Chapitre 3

Optimisation continue

3.1 Définitions et rappels

3.1.1 Probléeme général d’optimisation continue

Soient f, g et h définies sur D C R"” avec D = dom f Ndom g N dom h
etf: D>R,g: D>R"  h: D->R.

Un probleme d’optimisation non linéaire sur R" se présente sous la forme standard :

{ Minimiser f(z)

3.2
sous la condition z € € ={zx € D | g(z) <0,h(z) = 0}. (3.2)

La fonction (ou fonctionnelle) f est appelée critére, coit, fonction-objectif ou fonction
économique; 'ensemble D C R" est ’ensemble des parameétres ou variables d’état; I’en-
semble € C D est I'ensemble des contraintes, lorsque = se trouve dans € on dit que z est
admissible ou réalisable.

Lorsque € = D on a un probleme sans contraintes, pour m = 0 < p on a des contraintes-
€galités et pour p = 0 < m on a des contraintes-inégalités.

La valeur optimale (ou minimale) du probléme (3.2) est définie par f = inf f(x).

N z€e€
Ona feRU{+too}.
On dira que T est un point optimal (ou minimal) si T est admissible et f(Z) = f.
L’ensemble des points optimaux est {z |z € €, f(z) = f}.

Un point T € € est un minimum local (ou relatif) (resp. minimum local strict)

sl existe un voisinage V' de T tel que f(Z) < f(z) pour tout x € €NV

(resp. f(Z) < f(z) pour tout x € €NV, x #T).

Pour ¢ > 0 donné, une solution & e-preés, ou e-sous-optimale, de (3.2) est un élément
7. € Ctel que f(z.) < f+e.

La suite (zi) € € est une suite minimisante si klim flzp) = f.
—+o00

On se restreint ici aux problémes ol les parametres  appartiennent a un espace vectoriel
de dimension finie et sont continues, i.e. x € R". On ne considere pas les problemes
d’optimisation discréete ou combinatoire ou x € Z™, ni les probléemes en dimension infinie
ol z appartient a un espace fonctionel.
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Suivant la forme des fonctions f, g et h on obtient une classification des problémes d’op-

timisation :

e Programmation linéaire. Dans ce cas la fonction cotit est linéaire f(z) = c.z, avec
¢ € R donnée et g est affine. On a g;(x) = a;.x —b; pour 1 <i<met h=0.
L’ensemble des contraintes est donné par
C={z eR"|a;z <b,1 <i<m}, c’est un polyedre convexe fermé.

e Optimisation quadratique. La fonction-objectif est quadratique f(z) = %xtQaj +q.x
avec () symétrique définie positive et les contraintes sont encore affines
C={zeR" |ag;.x<b,1<i<m}.

o Optimusation convexe. La fonction-objectif f et les contraintes-inégalités g; sont convexes,
les h; sont affines, de la forme h;(z) = a;.z — b; pour 1 < i < p. Dans ce cas I’ensemble
contrainte € est un convexe.

o Optimisation différentiable ou lisse. Les fonctions f, g; (1 <i<m)et h; (1 <j <p)
sont différentiables (p.ex. de classe €', C?).

e Optimisation non-différentiable. C’est le cas si certaines fonctions parmi f, g; et h; ne
sont pas régulieres.

Les hypotheses sur f, g et h vont déterminer de facon essentielle ’existence et 'unicité
d’une solution de (3.2). Ce n’est qu’en ayant des conditions nécessaires et suffisantes d’exis-
tence de points optimaux que ’on peut se poser la question d’appliquer un algorithme
numérique pour déterminer ces solutions.

3.1.2 Exemples

Voir cours et TD TP...

3.1.3 Ensembles et fonctions convexes

En optimisation on obtient des résultats forts d’existence et unicité de minima si on utilise
la convexité, d’ou I'importance des définitions et résultats de cette section.

DEFINITION 3.1.1

Un ensemble C C R™ est un ensemble convexe si pour tout (x,y) € C? le segment
[,y ={te+ (1 —1t)y; 0 <t <1} est inclus dans C'.

Exemples :

1. L’ensemble vide, I’espace entier R" et tout singleton {z}, z € R", sont des ensembles
convexes.

2. Les sous-espaces vectoriels et affines de R” sont des ensembles convexes :
I'hyperplan affine{z | a.x = b}, a € R", b € R est convexe et partage R” en deux
demi-espaces convexes {x|a.x < b} et {z|a.x > b} (fermés pour l'inégalité large).

3. Les boules B(z,7)).) C R" sont des ensembles convexes.

4. Le simpleze unité S = {z € R" sz <1l,z;>0pouri=1,...,n} estconvexe.

i=1

3.1. DEFINITIONS ET RAPPELS
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5. Un ensemble C est un cdne si pour tout x € C on : {tz|t > 0} C C'. Un ensemble
C est un cone convexe si pour tout (z,y) € C?, (s,t) € (R;)? sz+tyeC.
L’hyperoctant positif (R;.)™ est un exemple simple de cone convexe.

L’ensemble des matrices carrées symétriques semidéfinies positives est aussi un cone
convexe.

Opérations qui conservent la convexité des ensembles.

ProposITION 3.1.1
(a) Soit {C;}icr une famille quelconque d’ensembles convexes,

alors C = ﬂ C; est un ensemble convexe.
iel

(b) Pouri=1,...,k, soient C; C R des ensembles convexes, alors C = Cy X - -+ x C}, est
un ensemble convexe de R+t

(c) Soit C C R™ un ensemble convexe et f : R" — R™ une application affine, alors
f(C)={f(z)|z € C} est convexe.
Inversement, si g : R™ — R® est une application affine, alors g *(C) = {z | g(z) € C}
est convexe.

DEFINITION 3.1.2
Soit C' C R™ un ensemble convexe non vide et f : C' — R.
— On dit que f est une fonction convexe si pour tout (z,y) € C? et pour tout t €]0, 1|

fz+ (1 =t)y) <tflz)+(1—1)f(y).

f est concave si —f est convexe.

— La fonction f est strictement convexe si pour tout (z,y) € C?, x # y, et pour tout
t €]0,1]

flle+ (1 -1)y) <tflz)+ 1 —-1)f(y)-

— On dit que f est fortement convexe ou uniformément convexe de module v > 0 si

e+ 1=ty S tf@)+1-0f@) — Ft0-1) |-yl
pour tout (z,y) € C? et pour tout t €]0,1].

— Une fonction f : dom f — R est quasi-convexe si tout ensemble de niveau inférieur
Li(a) ={z € dom f | f(z) < a} est un ensemble convexe.

PROPOSITION 3.1.2
(a) Une fonction f est convexe si et seulement si sa restriction a tout segment inclus dans
dom f est une fonction convexe.
(b) Une fonction f est convexe si et seulement si son épigraphe
epif = {(z,a) € R" xR| f(z) < a} est un ensemble convexe.
(¢) Une fonction f est fortement convexe de module v > 0 si et seulement si la fonction

x— f(z) — g |z]|2 est convexe.

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE
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(d) Une fonction f est quasi-convexe si et seulement si pour tout (z,y) € dom f et pour
tout t €]0, 1]

fltz+ (1-1)y) < max(f(z), f(y)) -

On dit que f est strictement quasi-convexe si on a inégalité stricte ci-dessus.

Note : Rappelons qu’une fonction convexe f est localement Lipschitz.

La proposition suivante présente des caractérisations de convexité pour des fonctions ré-
gulieres.

PRroPoOsITION 3.1.3

Soit C' un ouvert convexe non vide de R".
Si f est de classe C! sur C, alors

(a) f est convexe sur C si et seulement si

fy) > f(z)+Vf(z).(y—=z) pour tout (z,y) € C*.

Si f est de classe €2 sur C, alors

(b) f est est convexe sur C si et seulement si V?f(x) est semidéfinie positive pour tout
xeC;

(c) si V2 f(x) est définie positive sur C, f est strictement convexe sur C';

(d) f est fortement convexe, de module v > 0, si et seulement si

pour tout z € C et pour tout w € R* :  w'V?f(z)w > v||wl3 .

i.e. v minore les valeurs propres de V? f(x) pour tout z € C'.

Grace a ces caractérisations on obtient les exemples suivants.

Exemples :
1. La fonction indicatrice I d’un ensemble convexe C' est convexe :

0 zeC
Ic(a:):{ 40 z¢C.

2. Les fonctions z +— e**, a € Ret z +— |z[P, p > 1 sont convexes sur R.

3. Sur R} la fonction x +— x® est convexe pour a > 1 oua < 0 et concavesi0<a <1.
La fonction z +— Inx est concave sur R, .

4. Sur R" toute norme, x — ||z||, et x — max{z,...,z,} sont des fonctions convexes.
n 1/n

5. La moyenne géométrique f(z) = (H xl) est concave sur dom f = (R} )".
i=1

. _ 2 . . .
6. La fonction f : z — 1 — e #l5 est une fonction strictement quasi-convexe sur R"
qui n’est pas convexe.

Des opérations qui conservent la convexité sont données par la

ProPOSITION 3.1.4
(a) Soient f1,..., fm des fonctions convexes, o, . .., o, des réels positifs, alors la fonction
m

[= Za,-fi est convexe sur dom f = ﬂ dom f; # 0.
=1 i=1

3.1. DEFINITIONS ET RAPPELS
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(b) Soit { f,}yer une famille quelconque de fonctions convexes, alors la fonction f = suII) Iy
ye

est convexe sur dom f = {z | sup f,(z) < +o0}.
yel

Exemple : Soit f : R* — R, la fonction conjuguée de f est définie par

[ (@)= sup (z.y— f(y)),

yEdom f

ou dom f* est ’ensemble des = pour lesquels z.y — f(y) est borné sur dom f .

Comme = — z.y — f(y) est une fonction convexe (affine) en x, la fonction f* est convexe.

— Soit f(y) = €¥, alors la fonction y — zy —e¥ n’est pas bornée pour z < 0; pour > 0 on
a un maximum en y = Inz, donc f*(z) =xInz —x ; pour x = 0 on trouve f*(0) =0.
Finalement dom f* =R, et f*(z) =zlnz — z.

~ Soit f(y) = ylny définie sur R, , on montre que dom f* =R et f*(z) = e®'.

— Si f = I la fonction indicatrice d’un ensemble S C R", alors f*(z) = I$(x) = sup(z.y) .

yeS
Les propriétés suivantes sont souvent utilisés pour obtenir des résultats d’existence de
minima

DEFINITION 3.1.3
~ On dit que la fonction f : R* — R est coercive si lim f(z) = +o0.
llz]|—+00
— Soit C' un ouvert convexe de R", on dit que la fonction F' : C — R
est monotone, respectivement fortement monotone de module v > 0,
si pour tout (z,y) € C? (F(z) — F(y))-(x —y) >0,
respectivement si pour tout (z,y) € C? (F(z) — F(y)).(z —y) > v|lz — 3.

— Soit C' un ouvert convexe de R", la fonction f : C — R est elliptique si elle est de
classe C! sur C et si Vf est fortement monotone de module v > 0 sur C .

PropPOSITION 3.1.5

Soit f une fonction de classe C' sur 'ouvert convexe C, alors f est elliptique de module
v > 0 si et seulement si [ est fortement convexe de module v .

Dans ce cas f est strictement convexe et coercive, en particulier les ensembles L(c) =
{z € C| f(z) < a} sont bornés.

3.1.4 Caractérisation de points optimaux

Dans cette section on va présenter quelques résultats qui permettent, grace aux hypotheéses
sur f (e.g. régularité, convexité, coercivité, ...) d’assurer 'existence et/ou I'unicité d’un
minimum (local, global, strict, ...) du probleme de minimisation i%f f-

THEOREME 3.1.1
Soit U une partie non vide fermée de R et f : R® — R continue. Si U est non borné on
suppose que f est coercive.

Alors il existe au moins un T € U avec f(T) = in(i}f(x) :
A4S

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE



20 UFR de Mathématiques et Informatique, Université de Paris 5 René Descartes

THEOREME 3.1.2
Soit D un ouvert deR" et f: D —>Retz € D.

1. Si f € CY(D) et si T est un minimum local de f, alors nécessairement V f(T) = 0.

2. Si f € C*(D) et si T est un minimum local de f, alors nécessairement V? f(T) est
semidéfinie positive.

3. Soit f € C*(D), si Vf(T) =0 et V2f(T) est définie positive,

alors T est un minimum local strict de f .

Le résultat suivant montre que la convexité permet de passer de propriétés locales & des
propriétés globales.

THEOREME 3.1.3

Soit C' un convexe non vide de R" et f convexe sur C, alors

— chaque minimum local de f est un minimum global sur C' ;

— si f est différentiable, alors T € C' est un minimum global si et seulement si
pour touty € C: Vf(T).(y—=) >0 ;
si de plus C est un ouvert on a : Vf(z) = 0 < T est un minimum global.

THEOREME 3.1.4

Soit D un ouvert convexe non vide de R* et f € €*(D), si :

(i) soit il existe o € R tel que I'ensemble de niveau inférieur L;(a) = {z € D | f(z) < o}
est fermé, soit D = R" ;

(i) il existe v > 0 tel que w'V2f(z)w > v ||w||> pour tout x € D et tout w € R,

alors f admet un unique minimum global (strict) sur D .

Exemple : On veut minimiser sur R" la fonction quadratique f(z) = z*Pz + gz + r, ou
P est symétrique semidéfinie positive, c’est un probléeme d’optimisation quadratique sans
contrainte. L’hypotheése sur P entraine que f est convexe et la CNS d’optimalité pour
T € R” s’écrit

Vf(Z)=2PT+q¢q=0.

Si P est inversible, i.e. défini positive, f est strictement convexe et on a une solution unique
T =—P7'q. Si ¢ ¢ Im(P), il n’y a pas de solution, f n’admet pas de borne inférieure
si ¢ € Im(P), mais P non inversible, 'ensemble des points optimaux est un sous-espace
affine de R* : T € ker(P)—P*q, ou P" est la matrice pseudo-inverse de MOORE-PENROSE .

THEOREME 3.1.5

Soit D un ouvert convexe non vide de R" et f : D — R continue et quasi-convexe, alors
tout minimum local strict est un minimum global.

S’il existe o € R tel que I’ensemble de niveau inférieur Ly(o) = {z € D | f(z) < a} est
compact, alors il existe T € L(o) minimum local de f .

Si f est de plus strictement quasi-convexe, alors il existe un unique minimum T .

3.1. DEFINITIONS ET RAPPELS
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3.2 Minimisation sans contrainte

3.2.1 Meéthodes de descente. Vitesse de convergence

Dans ce qui suit on suppose en général que f est au moins de classe €' sur ouvert D de
R" . Pour un point 2(% € D donné on veut construire une suite (z(*)), vérifiant

(i) 2% € Li(f(z)) pour tout k > 1
(i7) Vf(z™) =0 pour k — 400
) Hx(k“) —z® H — 0 pour k — +00

Si I'ensemble L;(f(z(?))) est compact on a existence d'une sous-suite qui converge vers
un point stationnaire T, i.e. Vf(z)=0.

ALGORITHME 3.1 (ALGORITHME DE DESCENTE)
Un algorithme de descente général se présente sous la forme suivante :
choisir (¥ | poser k = 0
tant que ||V f(z®)|| > seuil de tolérance
déterminer une direction d® telle que 3o >0 : f(z® 4+ od®) < f(z®)
déterminer un pas convenable o > 0
poser (1) =z 1 5d® et faire k =k + 1

Remarques :
1) On dit que d € R" est une direction de descente de f en x si Vf(z).d <0,
c.-a-d. si la dérivée directionnelle de f dans la direction d est négative en x .
Dans ce cas il existe & > 0 tel que pour tout o €]0,6[: f(z +od) < f(z).

On définit la direction normalisée de plus grande descente de f en x comme étant
la solution de

min{V f(z).d | [|d]| =1} .

Ce minimum existe, n’est pas nécessairement unique et dépend du choix de ||.|| .
Pour les algorithmes de descente il suffit en général d’avoir une direction de plus
grande descente, i.e. d € R" \ {0} telle que d / ||d|| soit une direction normalisée de
plus grande descente.

2) Apres avoir fixé d il faut déterminer un pas o «convenable» : on souhaite avoir une
descente significative de f(z®) vers f(2*Y), ne pas rester trop prés de ), ne
pas mettre trop de temps a trouver o, etc.

Si la fonction coiit le permet, ou pour démontrer des résultats de convergence et
vitesse de convergence, on peut supposer trouver un minimum exact de f sur
{r+od|o>0}.

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE
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Vitesse de convergence :

On considere une méthode itérative convergente z) — 7 .
On dit que la méthode est d’ordre r > 1, §’il existe une constante C' € R’ telle que, pour

k suffisamment grand

) — =]
N — =l <C.

) — fI?II
Sir =1 il faut C €]0, 1] pour avoir convergence et on a alors une convergence linéaire.
Sir =2 on a une convergence quadratique.

La quantité —log,, H:r( ) — a:” mesure le nombre de décimales exactes dans 1’approxima-
tion z® . Si pour une méthode d’ordre un on a asymptotiquement

—logy, Hx(kﬂ) — E” ~ —log, ||x(k) — EH —log,,(C)

alors on gagne a chaque itération log;y(1/C) décimales.
Si pour une méthode d’ordre r > 1 on a asymptotiquement

(k+1

—logy, Hx ) — EH ~ —r logy, Ha:(k) - TH —log,(C)

alors 2zt a r fois plus de décimales exactes que z(®.

s> |
Sl hm —

— =0 on dit que 'on a convergence superlinéaire.
k—too ||z — |

3.2.2 Minimisation en une dimension

Dans cette section on suppose que l’on sait trouver a chaque itération une direction de
descente d® . On va s’intéresser au probleme de la détermination d’un pas o convenable.
Parmi les nombreuses possibilités proposées dans la littérature nous allons présenter les
conditions de WOLFE (faibles) sur 0 > 0 :

f@® +0d®) < f(2Y) 4+ ¢, 0 VF(@®).d® (W1)
Vi(z® + 0d®).d® > ¢, Vf(z®).d® (W2)

avec 0<ci<ea<l1.

Pour expliquer ces conditions posons ¢(c) = f(z® +ad™) et I(o) = ¢(0) + (c2¢'(0))o
On remarque que ¢'(0) < 0 car d® est une direction de descente.

La condition (W1) impose que la réduction de f est proportionnelle a o et ¢'(0). On ne
retiendra que les valeurs de o pour lesquelles le graphe de ¢ est en dessous de la droite [,
comme 0 < ¢; < 1 ceci est possible au moins pour ¢ petit.

La condition (W2) implique que ¢'(0) > c2¢'(0) > ¢'(0) : si ¢'(0) est «trés» négatif (i.e.
< ¢2¢'(0)), on va chercher plus loin, sinon on peut s’arréter. De de cette fagon le pas o ne
sera pas trop petit.

On obtient des contraintes plus fortes si I'on remplace (W2) par
V(@Y + 0d®).dY| < ¢, |Vf(z®).d¥| (W3)

Les (W1) et (W3) sont les conditions de WOLFE fortes. La contrainte (W3) entraine que
c2¢'(0) < ¢'(0) < —c2¢'(0) c.-a-d. ¢'(o) n’est pas «trop» positif.
L’existence de valeurs de o vérifiant (W1-2) et (W1-3) est donnée par la

3.2. MINIMISATION SANS CONTRAINTE
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ProprosIiTION 3.2.1

Soit f € C}(R") et d une direction de descente de fen z, on suppose que f est minorée
sur {x +od|o > 0}. Alors, si 0 < ¢; < ¢y < 1, il existe des intervalles dans R, qui
vérifient les conditions de WOLFE faibles et fortes.

THEOREME 3.2.1 (ZOUTENDIJK)

Soit f de classe C' sur Pouvert D C R* et () € D tel que ’ensemble de niveau inférieur
Li(f(z@) ={z € D| f(z) < fz()} est fermé, de plus on suppose que f est minoré sur
Li(f(x@)) et que V£ est Lipschitz sur D .

Considérons la suite (), , définie pour tout k > 0 par x®*+) =z 4 5,.d*) |

ot d® est une direction de descente et oy, vérifie les conditions de WoLFE, alors

+o0
Zc052 Oy HVf(:c(k))Hz < 400,

k=0

Vf(z®).d®
IV f ()l [1d®1l; -

ou cosf =

COROLLAIRE 3.2.1

Si f et la méthode de descente (z¥)), vérifient les hypothéses du théoréme 3.2.1 et
si de plus il existe 6 > 0 tel que pour k suffisamment grand on a cosf, > ¢, alors
1@4Vf@®nb=o.

Ce corollaire est un résultat de convergence globale : pour des fonctions cout vérifiant les
hypotheses du théoreme 3.2.1 et si la direction de descente ne devient pas perpendiculaire
au gradient, alors la méthode itérative converge vers un point stationnaire = de f, ceci a
partir d’un point initial (¥ qui n’est pas nécessairement proche de % .

Il existe des algorithmes qui déterminent un oy vérifiant les conditions de WOLFE, nous
allons proposer un algorithme simplifié, le backtracking ou recherche rétrograde.

ALGORITHME 3.2 (ALGORITHME DE BACKTRACKING)
Choisir ot , p, ¢ €]0,1]
0 = Oinit
tant que f(z® +0d®) > f(a®) +coVf(z®).d®
o =po
O =0

A partir d’une «grande» valeur o;,;;, on détermine o; en diminuant a chaque itération la
valeur de o jusqu’a ce que o vérifie (W1) et comme 1’on part loin de 0 z®+1) ne sera pas
trop proche de z(® .

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE
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3.2.3 Méthode de descente du gradient

Pour cet algorithme on choisit d® = —Vf(2®) comme direction de descente, 1’algo-
rithme complet s’écrit :

ALGORITHME 3.3 (DESCENTE DE GRADIENT)
choisir z© € dom f et poser k =0
tant que ||V f(z®)|| > ¢
d® = -V f(z®)
déterminer o > 0

./E(k‘l'l) = _{C(k) + O'd(k)
k=k+1

Grace au corollaire 3.2.1 la méthode de descente du gradient est globalement convergente.
Pour étudier la vitesse de convergence on va étudier un cas particulier.

Application : On considere le probléeme d’optimisation quadratique m]}an f(z),
TER™

ou f est une fonction fortement convexe quadratique f(z) = %xtQaj —b.x,avec b € R"
et () une matrice symétrique définie positive de valeurs propres 0 < Ay < --- < A\,

On a Vf(r) = Qr — b et V2f(z) = Q. La fonction f admet un minimum global unique
T qui est solution de Qz =b.

Dans ce cas on peut déterminer le pas de descente optimal o et l'itération s’écrit :

[V
Vi) QY f(x0)

k) _ 0 _

2

Vi®).

Posons ||:v||z2 = z'Qx , on montre alors que

) sz (- HVJE(:v(k))H;1 ) EHQ
? (VI (W) QVf(zW))(Vf(zW) Q1 V[ (zW)) 9

et, en utilisant 1'inégalité de KANTOROVICH :

_ Q) -1\’ _
ooy« (D=2 o,

Hx(k—f—l

ou CQ(Q) = )\n/)\l .

Ainsi, dans le cas d’une fonction cout quadratique, la méthode du gradient est d’ordre
un et la vitesse de convergence dépend de ¢3(Q) : si c2(Q) = 1, c-a-d. @ = A, on a
convergence en une itération; si () est mal conditionnée la convergence devient tres lente.

Le conditionnement de @ indique la déformation de ’ellipsoide z'Qz = o > 0 :
pour c(@)) = 1 on trouve des spheéres, sinon les lignes de niveau sont des ellipsoides

3.2. MINIMISATION SANS CONTRAINTE
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allongés le plus dans la direction associé a A,.
Comme o}, est le minimum exact de ¢(c) = f(z® — oV f(z®)) on a:

dUtD) g — Vf(x(kjtl)).vf(x(k)) — ¢'(ak) =0,

le chemin de z(*) vers T est donc en zigzag, ceci est illustré en dimension deux dans la
figure suivante.

20

(G

3.2.4 Méthode de la plus forte descente

Pour une norme |[|.|| donnée on choisit
d® = argmin{V f(z®).d | ||d|| = 1},

c.-a-d. que I'on cherche une direction dans la sphere unité de ||.|| qui s’étend le plus dans
le demi-plan de —V f(z) :

— si||.]| = ||-|l,, on obtient la méthode de descente du gradient ;

= st [l = [lll;, on a d® = signe ((Vf(z()),) e,
ot i € {1,...,n} est tel que |V f(z®)]| = | (V/(=%)), .

Sur la figure suivante on a représenté en dimension deux la sphére unité pour les normes
1115 |-l (@ symétrique définie positive) et [|.||, -

I1-11x Il lllloo

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE
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3.2.5 Meéthode de relaxation ou des directions alternées

Dans cette méthode on prend successivement les vecteurs de la base de R* comme direction
de recherche : a chaque itération on minimise par rapport a une seule variable, i.e. a ’'étape
k, on minimise la fonction o +— f(z®) +oe;), pour o € R.

Cette méthode est voisine de celle de la plus forte descente en |.||,, mais +e, n’est pas
nécessairement une direction de descente en z(® . Cet algorithme est trés simple mais
on ne peut pas garantir la convergence vers un point stationnaire et méme si on on a
convergence celle-ci peut étre tres lente.

Note : Si f(z) = %xtAm — b.x, avec A définie positive, alors cette méthode correspond a
la méthode itérative de GAUSS-SEIDEL pour résoudre Ax = b.

En effet, & I'itération k (modn) on ne change que la k° coordonnée de z®, il faut n
itérations avant d’avoir mis & jour toutes les coordonnées de z(*) .

3.2.6 Meéthode de Newton

On suppose que f est de classe G2 et on utilise un modele quadratique de f :
~ 1
f@® +d) ~ fro(d) = f2®) + Vf(z®).d+ 3 d'V2f (™) d.

Si V2f(x®) est définie positive, la direction d® sera le minimum de fe -

d® = (V2 f(z®)] 7 V(W) .

Dans ce cas Vf(z®).d¥ = —d0'v? f(z%)d™ <0, on obtient bien une direction de
descente.

THEOREME 3.2.2

Soit f de classe C?>, T € R" tel que Vf(Z) = 0 et V>f(T) définie positive et V> une
fonction Lipschitz au voisinage de .

On considére la suite (z*)) définie par (%) et

20 = of®) — (V2 ()] V ()

Alors si £(© est suffisamment proche de T

(i) Ia suite (z) converge vers T ;

(ii)) la méthode de NEWTON est d’ordre 2 ;

(iii) la suite (||Vf(z™®)||) converge vers 0 de fagon quadratique.

Remarques :

1. Si en un point stationnaire la matrice hessienne est définie positive et si z(© est
proche de 7, on a une convergence tres rapide. Dans le cas contraire 1’algorithme
peut diverger.

2. Par contre le cotit ce cette méthode est grand : a chaque itération on doit construire
et garder en mémoire la matrice hessienne et résoudre V2f(z®))d = Vf(z®), en
utilisant 1’algorithme de CHOLESKY cela fait O(n?) opérations.

3. Les methodes quasi-NEWTON remplacent la matrice hessienne par une approximation
By, qui vérifie la relation de la sécante

By(a® = 2) = V(z%) = V(atD)

3.2. MINIMISATION SANS CONTRAINTE
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3.2.7 Méthode du gradient conjugué
Dans cette méthode on utilise encore un modele quadratique de f, nous allons donc

d’abord présenter ’algorithme appliqué a une fonction fortement convexe quadratique.

Cas linéaire

1
Soit f(z) = 5 ' Az — b.x, avec A symétrique définie positive.

On sait alors qu’il existe un minimum unique sur R* donné par 7 = A~1b.

Dans la suite on note 7(z) = Az — b=V f(x) le résidu.

DEFINITION 3.2.1
Les vecteurs non nuls {dy, ..., d,} sont dits conjugués par rapport a la matrice A si

pour touti # j € {1,...,p} : diAd; =0.

LemMmE 3.2.1
Un ensemble de vecteurs conjugués par rapport a A est un ensemble de vecteurs linéaire-
ment indépendants.

Posons ¢(o) = f(z +od), alors ¢'(0) =0 pour

(3.3)

THEOREME 3.2.3
Soit £(® € R™ et {dy,...,d,_1} un ensemble de vecteurs conjugués par rapport a A.
On considére la suite définie par

k)).d
® ) = 20 4 oy dy ol oy = —%
Alors r(z®).di=0 pouri=0,...,k—1,
z®) minimise f sur (% + Vect{dy,...,dy 1}

et la suite () converge en au plus n itérations.

Pour pouvoir utiliser la méthode itérative du théoreme précédent il faut construire un
ensemble de vecteurs conjugués par rapport a A.

Or, afin de réduire le nombre d’opérations, on se propose de déduire d & partir de d&V
uniquement. Dans 'algorithme du gradient conjugué linéaire on prend

d® — —Vf(x(k)) + B dY

avec [ tel que d®' 4 dD) = 0, on en déduit

(0t 4 g0 D)

r(z

go= L AT (3.4
J6DT 4 g

Comme d®.Vf(z®) = — Hr(:r(k))Hz , on obtient bien une direction de descente.

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE
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ALGORITHME 3.4 (GRADIENT CONJUGUE LINEAIRE)

choisir (9 et poser k =0
r@ =Az0 —p 40 = O | =0

tant que ||r(z®)| > ¢
() p(8)
AW AR

26+ = 50 4 5 G0

Ok

r6tD) = p09 4 g A d®

(1) (et 1)

Br1 = (&) (k)

d(k+1) — —T(k+1) + BIH—I d(k)
k=k+1

Noter que les formules pour o et B;+1 ont changé, ceci est possible grace au théoreme
suivant qui affirme en particulier que les d® sont conjugués.

THEOREME 3.2.4
Soit ) +# T, obtenu aprés la k° itération de I’algorithme du gradient conjugué linéaire
avec oy, , resp. Pyy1, défini par (3.3), resp. (3.4) . Alors on a

(7) r® 0 =0 pouri=20,...,k—1;

(i7) Vect{r@ ... r®} = Vect{r©® Ar©@ . . Ak;O}.
(i33) Vect{d®,... d®} = Vect{r@ Ar©@ .. . A*+©}
(1v) d®' 440 =0 pouri=20,....k—1.

Le sous-espace vectoriel Vect{r©, Ar© . A*r(0} est I'espace de KryrLov Ky y1(A,r(©).

Remarques :

1. Dans la démonstration du théoréme il est essentiel de choisir d® = —V f(z(©®),
c’est & partir de d(® que I’on construit des gradients orthogonaux et des directions
conjugées.

2. L’algorithme du GC linéaire est surtout utile pour résoudre des grands systemes
creux, en effet il suffit de savoir appliquer la matrice A a un vecteur.

3. La convergence peut étre assez rapide : si A admet seulement r valeurs propres
distinctes la convergence a lieu en au plus r itérations.
De facon générale la vitesse de convergence dépend de la distance entre les valeur

3.2. MINIMISATION SANS CONTRAINTE
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propres, i.e. le conditionnement de A. Suivant la nature du probléme on applique
souvent des préconditionneurs, c.-a-d. on transforme le probleme grace a un change-
ment de variables z,,, = CZu,. avec C telle que le conditionnement de la matrice
CtAC ! soit beaucoup plus petit que celui de A .

Cas non linéaire

Pour pouvoir appliquer I'algorithme du GC linéaire au cas d’une fonction f quelconque il
faut :

remplacer r(z®) par Vf(z®) ;
déterminer o, par une minimisation en dimension un.

L’algorithme s’écrit alors :
ALGORITHME 3.5 (GRADIENT CONJUGUE [FLETCHER-REEVES 1964])
choisir (%)
calculer f(V = f(z(©) et VO = Vf(z@)
d0 =_vf0 [ =0
tant que ||V ®)| >¢
déterminer oy,
zOt+) = z®) 4 5, d®

calculer V f+1) = v f(2(¥)

PR V flt1) g flt1)
LT W) V)

dk+) = vy f(k+1) + 55& d®)

k=k+1

Si f est une fonction fortement convexe quadratique et si o est un minimum exact, alors
cet algorithme est équivalent au GC linéaire. Dans le cas général d® peut ne pas étre une
direction de descente :

d®.Vf(2®) = — |V £ (@)|) + BER DV f(z®) .

Si op_1 n’est pas un point stationnaire de o +— f(z%Y + o d®V) on peut avoir
Vf(z®).d® > 0. On montre que si 0,_; vérifie les conditions de WoLFE fortes avec
0<c <cg<1/2, alors tous les d® est une direction de descente.

Dans l'algorithme du GC on peut donner diverses expressions de ;1 qui sont équivalentes
dans le cas d’une fonction fortement convexe quadratique, c.-a-d. que ’on obtient chaque

CHAPITRE 3. OPTIMISATION CONTINUE
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fois I’algorithme du GC linéaire. L’expression suivante donne lieu a ’algorithme du GC
de POLAK-RIBIERE (1969) :

PR Vf(k+1).(Vf(k+1) _ Vf(k))
k1 V).V

Cet algorithme est en général plus performant que celui de FLETCHER-REEVES et est utilisé
le plus souvent en pratique. On peut noter qu’il existe un contre exemple qui montre que
le GC de PoLAK-RIBIERE est divergent méme si ¢ est un minimum exact.

3.2. MINIMISATION SANS CONTRAINTE



Chapitre 4

Equations aux dérivées partielles

4.1 Introduction

Nous allons en un premier temps présenter des exemples d’applications des équations aux
dérivées partiellesavant de présenter une classification qui est importante pour le choix
des méthodes numériques. On ne va pas présenter des résultats d’existence, d’unicité et
de stabilité d’un probleme continue, on ne s’intéresse qu’aux méthodes de résolution : on
suppose donc 'existence de solutions.

4.1.1 Exemples d’équations aux dérivées partielles

Physique

Sans rentrer dans les détails et en négligeant les constantes dimensionnelles, citons quelques
équations aux dérivées partielles «célebres» de la physique :

e Au=0 équation de LAPLACE

e Au—f=0 équation de POISSON

eu—Au=0 équation de la chaleur, diffusion homogeéne
o uy —Au=>0 équation des ondes

® Uy — Uz + U +u =0 équation des télégraphistes

équation de KORTEWEG-DE VRIES pour
des vagues sur de ’eau peu profonde

o U, + AU =V équation de SCHRODINGER

® U+ culy + Ugzr = 0

et des systemes d’équations aux dérivées partielles :
E; =rot(H)
e { H = —rot(E)
div(F) =div(H) =0

équations de MAXWELL pour
le champ électrique E et le champ magnétique H

. U+ (UV)U - AU = —=Vp  équations de NAVIER-STOKES
div(U) =0 d’un fluide incompressible et visqueux
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Biologie. Dynamique des populations

Dans les modeles en biologie ou en dynamique des populations on s’intéresse a la concen-
tration d’une substance chimique ou & la densité d’une population (particules, cellules) et
son évolution au cours du temps. L’inconnue v est en général fonction de (z,t) € R* xR, .

e L’équation de FisHER (1937), pour u(z,t) : R x R, — R, est un modele de dispersion
en une dimension spatiale d’'un gene favorable dans une population

ut:kAu+ru(1—%) ,

le terme de croissance logistique dépend de la constante de reproduction linéaire r, de
la capacité de I'environnement C', et du coefficient de dispersion de la population, k.

e Les équations de FirzHUGH-NAGUMO

{ut = Uge + fu) —v

vy = dvy + au — fu

pour 6, a, 3 dans R,

utilisées pour modéliser la transmission d’impulsion nerveuses le long d’axones ou des
réactions chimiques cycliques du type BELOUSOV-ZHABOTINSKY.

e Les deux équations précédentes sont des équations de type réaction-diffusion.

Les équations de réaction-diffusion ont été proposées par A. TurING (1952) pour la mo-
délisation de phénomenes de morphogenése (i.e. développement des formes/structures).
Un modele d’interaction d’especes ou de substances chimiques est donné par le systeme
d’équations aux dérivées partielles

5ui
ot

=diV<DZ~Vu,-)+QZ~, pour 1 <i<n,

ol u;(x, t) représente la densité, resp. la concentration, de la substance i . Les matrices de
diffusion D; et les termes de réaction @); peuvent dépendre de (z, ) et des concentrations
u; , de facon non linéaire.

Le terme de réaction (); modélise 'interaction des substances (inhibition, catalyse) et
le terme div(D; Vu) représente la diffusion de la substance a travers le systeme.

En fonction du choix de D; et ();, les concentrations u; peuvent donner lieu a des
motifs locaux : on modélise ainsi la pigmentation des coquillages, le pelage des animaux
(zebre, guépard, ...), cf. MEINHARDT (page 69), et des réactions chimiques cycliques,
cf. BELOUSOV-ZHABOTINSKY.

En synthése d’images des chercheurs ont utilisé ce modele pour créer des textures na-
turelles.

4.1. INTRODUCTION
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Traitement des images

Une image numérique scalaire est une matrice I(c,)o<c<nc 0<i<nz OU & chaque ligne [ et
colonne ¢ on fait correspondre un niveau de gris I(c,l) € {0,...,255}, (¢, 1) est un pizel
(angl. picture element)

Suite a des problemes de capteurs, de transmission ou autres, 'image peut étre endomma-
gée, c’est-a-dire que les valeurs en certains pixels ont été modifiés ou détruits. Le but des
techniques de débruitage que nous allons exposer est d’éliminer ce bruit tout en préservant
le maximum d’information contenu dans 1’'image originale.

On va modéliser une image par une fonction u définie sur un rectangle ouvert de R? et a
valeurs dans R, u(z,y) € R si 'on se restreint & des images en niveaux de gris.

En traitement du signal on utilise les filtres linéaires passe-bas pour enlever le bruit (i.e.
les hautes fréquences) d’un signal. Le filtre gaussien est un filtre linéaire qui est souvent

utilisé car il a une bonne localisation en espace et en fréquence.
1 |2|?

e 202

Soit u, I'image originale bruitée et, pour z € R? , posons G, (z) = 902
o

On calcule le résultat du filtrage de u, par le filtre gaussien :

(Go *u,)(z) = Golz — y)uo(y) dy.

R2

La valeur de o > 0 indique la taille spatiale des structures éliminées par le filtrage : plus
o est grand, plus on lisse et plus on perd de détails.

Or on montre que la convolution avec la Gaussienne G, consiste a faire évoluer I’image
originale suivant I’équation de la chaleur

{u(x,g; _ il(tx,y)-

Les propriétés de régularisation de la convolution par G, s’interprétent donc en termes
de diffusion isotrope et le temps t est lié & la I’échelle spatiale o par t = 02/2.

La diffusion isotrope s’obtient en prenant une moyenne glissante pondérée qui a tendance
a éliminer les pixels bruités mais qui rend flou les contours des objets de 'image.

Sur la figure de la page suivante on a représenté quelques étapes de la diffusion isotrope
d’une image bruité.

Pour éviter la destruction de contours on préfere appliquer une diffusion anisotrope, c’est-
a-dire que I'on va lisser 'image partout, sauf au-dela des bords d’objets. Cette méthode
nécessite donc deux étapes. On doit d’abord détecter les contours et autres structures
fines de I'image, ensuite on va lisser 'image en ne considérant que des voisinages de pixels
qui ne traversent pas les bords.

On modélise ce comportement par exemple par les équations aux dérivées partielles non
linéaires (4.1) et (4.2), présentées plus loin.

CHAPITRE 4. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
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Itérations du Laplacien sur une image bruitée
De haut en bas et de gauche a droite : t =7 At pour ¢ =0,...,5.

4.1. INTRODUCTION
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En haut a gauche une image bruité u et en haut a droite une détection de bord par gra-
dient discret |Vu/|. Ici un gradient fort est représenté en noir et un gradient nul est blanc
(i.e. inversion vidéo).

En bas a gauche on a appliqué I’équation de la chaleur a u : on calcule la solution de
I’équation aux dérivées partielles a I'instant ¢, ceci revient a faire la convolution de u avec
Gz -

En appliquant le gradient & cette image lissée on obtient I'image de droite |VG /5 * ul .
On remarquera I’épaisseur des bords obtenus.

CHAPITRE 4. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
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En haut a gauche on a représenté un lissage obtenu par une technique non linéaire modé-
lisée par ’équation aux dérivées partielles, dite de la mean curvature motion

ou Vu
5 |Vu|div <|Vu|) avec u(z,0) = u,(x) (4.1)

En appliquant le gradient on remarque que les bords sont bien localisés : il reste peu de
bruit mais les coins des contours sont arrondis.

En bas a gauche un résultat pour ’équation aux dérivées partielles

ou Vu
= —div [ —— = ) 4.2
5 div <|Vu|) avec u(x,0) = u,(z) (4.2)

L’image du gradient montre que le bruit dans les zones homogenes a completement dis-
paru mais les bords sont irréguliers.

4.1. INTRODUCTION
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Interprétation des équations aux dérivées partielles précédentes :

Dans le repére canonique (e, e5) de R? on note

Vou(z,y) = (um(w, Y) gy, y))

uzy (.T, y) uyy (31', y)

la matrice associée a la forme bilinéaire symétrique dQU(w,y) , c’est la matrice Hessienne.

On rappelle que Au(z,y) = trace(VZu(z,y)) et Vu(zr,y) = (“w(%y) )
Uy(il?, y)

Pour 7 et £ deux vecteurs unitaires quelconques de R? , on note
up=— = Vu.n et Upe 2 d*u(n,€) = n' V2u¢.
En particulier pour n = e; et £ = e on retrouve les dérivées partielles d’ordre un et deux

habituelles.

Supposons que u € C®(R?) et soit ¢ = u(zg,yo), pour (zg,%) € R?, tel que u'(c) ne
contient pas de points critiques (par le théoréme de SARD ceci est vrai pour presque tout
¢ € R). En particulier |Vu(zo,yo)| # 0, le théoréme d’inversion locale entraine alors que
par le point (g, yo) il passe une ligne de niveau unique I, = {(z,y) / u(z,y) = c}.
L’ensemble d’intensité lumineuse constante I. est appelé isophote. Sur la figure suivante
on a représenté une isophote fermé.

VuJ- Vu
(an yo)

u>c

Ligne de niveau ou isophote u(xq,yp) = ¢

En tout point (z,y) de I, on définit un repeére local orthonormé

Vu Vut

ou Vut = < _uuy) est le vecteur perpendiculaire direct & Vu en (z,y) .
T

Dans le repere local (1,€) on a ug = Vu.§ = 0 car u est constante sur I, tandis que 7
indique la direction de plus grande croissance de u, u, = [Vu|.

Un calcul montre qu’au point (z,y) € I, :
Vu 1 Vu Vu
div( =— | = =— (Au—d*u| =, =
" <|Vu|) [Vl ( e (IW’ |Vu|)>

 Upugp + WSy — 2Uuglylyy ] 2, Vut Vut
B |Vul3 |V \Vu|” |Vu| )

CHAPITRE 4. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
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En particulier on remarque que Au = d?u(n,n) + d?u(&, €), on retrouve I'invariance du
Laplacien et 1’équation de la chaleur s’écrit

Up = Upy + Ugg -

Dans les coordonnées locales (n, £) I’équation (4.1) s’écrit

Uy = U,gg )
tandis que (4.2) devient
_ Uee
U = — .
Un

On a donc une diffusion dans la direction perpendiculaire au gradient, on ne lisse pas les
contours dans une image !

Un modele qui permet de prendre en compte en chaque point les deux directions 7 et £ a
été proposé par MALIK et PERONA :

0

a—l; = div(g(\Vu\) Vu) avec u(x,0) = u,(z), (4.3)
ou le coefficient de diffusion g(r), r > 0, est une fonction réguliére positive décroissante
avec ¢(0) = 1. Dans le repere local (7, ) 1’équation (4.3) devient :

Uy = (g(un) + “ngl(un)) Uy + g(un) Uge = Gl(un) Uy + g(un) Uge

ou on note G(r) = rg(r) l'intensité du flux.

Au points ot |Vu| = u, = 0 on obtient ’équation de la chaleur isotrope, pour les autres
points on obtient une diffusion anisotrope pondérée par les valeurs de g et G'.

Si G'(uy) = 0 on a uniquement une diffusion dans la direction perpendiculaire au gradient ;
si G'(uy) > 0 on ajoute une diffusion dans la direction du gradient ;

pour G'(u,) < 0 on a une diffusion inversée instable dans la direction 7.

Un exemple classique de coefficient de diffusion est g(r) = SRR AeR,
)\2 _ 7,2
dans ce cas G'(r) = 12 et A est le seuil qui décide du signe de G'.

Note : Les équations aux dérivées partielles (4.1),(4.2) et (4.3) sont non linéaires et leur
étude ne fera pas I'objet de ce cours.

4.1. INTRODUCTION
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4.1.2 Classification des e.d.p. linéaires d’ordre 2

Dans ce qui suit on suppose u € €%(Q), Q ouvert de R?, nous allons d’abord rappeler
quelques définitions dans le cas particulier des équations aux dérivées partielles d’ordre 2.

Une équation aux dérivées partielles est quasilinéaire si elle est linéaire en toutes les
dérivées partielles d’ordre le plus élevé, pour une équation d’ordre 2 on a :

0%u
Z aij (T, u, Vu) m(m) = B(z,u, Vu).
i0T;

1<i,5<d

Note : comme u est de classe €2 on peut supposer a;; = aj; , pour tout 1 < i, < d.
J j

Une équation aux dérivées partielles quasilinéaire est semilinéaire si les coefficients des
dérivées partielles d’ordre le plus élevé ne dépendent que de z, une équation semilinéaire
d’ordre 2 est de la forme

Z a;;(x) O u (z) = B(z,u, Vu).

1<i,j<d

Une équation aux dérivées partielles est linéaire si elle est linéaire par rapport a u et ses
dérivées partielles, une équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre 2 s’écrit en tout
point = de €2 :

d

Y ay@) 22 @)+ (@) D) + o) ul) = d) (4.4)
0z,0x; — ox;

1<i,j<d

Nous allons maintenant introduire une classification plus spécifique des équations aux
dérivées partielles linéaires d’ordre 2.

On définit le symbole de 1’équation aux dérivées partielles (4.4), en z € Q et pour tout
52 (515"'55(1) ERd,par

A(8) = ) aiylw) &

1<i,j<d

Pour tout z € Q, A, est une forme quadratique de matrice associée A(x) = (aij(:v)) R
1<4,5<

Or, grace a un changement de variables adapté, une forme quadratique réelle peut étre
réduite a sa forme canonique :
m T
2 2
E N — E U
i=1

i=m+1

ou 1l <m <r <d. Donc, en un point z, € {2 donné, il existe un changement de variables,
& = P,y T, tel que I'équation aux dérivées partielles (4.4) s’écrit sous la forme

%(@«*) - > g—%(@) +;5i(:z*) g;i (%) + 6(2,) u(Z,) = d(Z,) .

CHAPITRE 4. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
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DEFINITION 4.1.1
On dit que I’équation aux dérivées partielles (4.4) est :

e elliptique au point x, sir = d et m = 0 ou m = d, i.e. A(x,) est définie positive ou
négative et a d valeurs propres réelles non nulles de méme signe;

e hyperbolique au point xz, sir =d et m=1oum =d—1, i.e. A(z,) est indéfinie et a
d valeurs propres réelles non nulles dont une de signe contraire aux d — 1 autres;

e parabolique au point x, sir =d—1etm=0oum =d—1, ie. A(z,) a 0 comme
valeur propre et d — 1 valeurs propres réelles non nulles de méme signe.

Exemples :
1. L’équation de LAPLACE dans R? est elliptique en tout point :

d

Ve eRLEERY 1 A, (6) =) &

=1

2. L’équation de la chaleur est parabolique en tout point :

d
V(z,t) e R xR, E€ R : Ay (§) =D &
i=1
3. L’équation des ondes est hyperbolique en tout point :
d
V(z,t) e R* x R, € € R 1 Ay (€) = 2512 — &di1 -
i=1

4. Pour I'équation de Tricomr dans R? : 2y Uy, 5, + Ugyz, = 0, ON a
Vr € R, £ € R : Ay (§) = 2267 + &5

Elle est donc elliptique si o > 0, hyperbolique si o < 0 et parabolique si zo = 0.
5. L’équation ug,,,, = 0 est hyperbolique dans R?.

Remarques :

1. Pour tout point z, € R? on a une transformation qui réduit (4.4) sous forme cano-
nique or cette transformation dépend de z,. Pour d > 3 il est en général impossible
de trouver un difféfomorphisme ® qui permet d’écrire 1’équation aux dérivées par-
tielles sous forme réduite sur une région donnée (arbitrairement petite).

Dans le cas d = 2 et sous quelques hypothéses sur les coefficients de (4.4) on peut
trouver ® qui permet de mettre (4.4) sous forme réduite.

2. La classification ci-dessus a été donnée pour des équations aux dérivées partielles
linéaires d’ordre deux. On retrouve ces mémes dénominations pour des équations
aux dérivées partielles plus générales, mais qui partagent les propriétés essentielles
avec les équations aux dérivées partielles linéaires présentées dans ce chapitre.

4.1. INTRODUCTION
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3. On élargit la classe des équations aux dérivées partielles hyperboliques aux équations
qui admettent des solutions de type ondes, i.e. on a une vitesse de propagation finie.
Considérons par exemple le systéeme d’équations aux dérivées partielles d’ordre un

ent

Uiz, t) + AUy(z,t) = F(x,t) dans Rx R} ,
ot U= (u; - wuy)" estdéfinisur RxR, et A est une matrice constante d’ordre
N x N . On a un systeme hyberbolique a coefficients constants si A est diagonisable
sur R.

Cette définition se généralise au cas ol A(xz,t) et pour U : R¢ x R, — RV.

L’équation de transport est une équation aux dérivées partielles hyperbolique d’ordre
un en t.

4.2 FEtude d’un probléeme hyperbolique modele

Nous allons étudier la méthode des différences finies pour résoudre numériquement des
équations aux dérivées partielles d’évolution linéaires d’ordre 1 en ¢.

Le représentant le plus simple qui nous servira d’exemple type pour illustrer les défini-
tions et techniques proposées, est 1’équation hyperbolique d’ordre un en ¢ : ’équation de
transport.

L’inconnue est une fonction u définie pour (z,t) € R x R, . Le domaine de définition de
u est discrétisé par la grille Ghx = {(Tm,tn) / Tm = mh,m € Z,t, = nk,n € N}

avec h et k des réels strictement positifs que ’on choisira petits.

On dit que h est le pas de discrétisation spatiale et k le pas de temps.

La fonction u qui est définie pour les variables continues (z,t), prend la valeur

ult, = u(mh,nk) au point (z,,t,) = (mh,nk) de la grille G .

Pour bien distinguer la solution continue u du résultat du schéma numérique, on va noter
v la solution numérique qui est définie uniquement sur Gy : (Vp,)mez nen -

Donc v est la solution approchée, au point (z,,t,), de ’équation aux dérivées partielles.

Pour obtenir un probleme discret on remplace les dérivées partielles par des différences
finies, ainsi :

Oou Uy — Uy - : :
° %(xm, tn) =~ o différence finie progressive ;
ou ur —u
-1 e . .
o —(zp,ty) =~ /——F— différence finie rétrograde ;
ox h
ou ur = un
1 -1 iy . ,
o ——(Tp,ty) ~ L _ml différence finie centrée ;
ox 2h
0%u ul o —2ul +ul
1 —1 iy . ,
o —— (T, ty) = F = —  différence finie centrée d’ordre deux .
0x? h?

Ces approximations sont obtenus grace a la formule de TAYLOR. On fait de méme pour
les dérivées partielles par rapport a t :

o n+l _ ,n
. —u(:cm,tn) ~ Ym T Um

, différence finie progressive en ¢ .
ot k pros
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Exemple :

Considérons I’équation de transport u; + cu, = 0 dans R x R? , avec la condition initiale
u(z,0) = ®(z) pour z € R et on suppose que ¢ > 0.

On va discrétiser cette équation aux dérivées partielles en utilisant un schéma progressif
en espace et en temps :

n+l _ ,n n _
Um Um 4 cvm—i—l Um =0. (45)

k h
En posant A = k/h on obtient : v5" = (1 4+ Ac)vl, — Acvlh 1 = (14 A — AcT ) vl
ou T, est opérateur de translation spatiale défini par Tou(z,t) = u(z — a,t) pour tout
a€R, i.e. T_pv), =y, . On a par récurrence :

ot = (1+Ae— AT )" v
= ) CP(L+A)" P (=AcT_p)" @(xm)
p=0
= Z C? (14 Xe)" P (=Ae)? (xy, + ph) .
p=0

Ainsi le domaine de dépendance de v au point (x,,t,) = (ih, nk) est formé par les points
Tmy T+ By Ty +2h, ..., Ty +nh. Or, on sait que u(z,t) = ®(z — ct) et que le domaine
de dépendance de u', = u(zy,, t,) est restreint au point x,, — cAnh. Le schéma discret ne
tient donc pas compte des propriétés de la solution de ’équation aux dérivées partielles
et la solution discréte v est en général différente de u?, : le schéma (4.5) ne peut pas
étre convergent.

f L L
Ty —cAnh  Tm—1 Tm Tmit
Supposons de plus que ® est obtenu de fagon expérimentale et que I’on mesure par exemple
®(xm + ph) = ®(zm + ph) + (—1)Pe, i.e. on commet une erreur de ¢ sur |P|.
Dans ce cas, lerreur sur v, est de l'ordre de (1 + 2Ac)™e et, pour A fixé, l’erreur sur v
croit de fagon exponentielle avec le nombre d’itérations n. On dit que le schéma (4.5) est
instable.

On constate sur cet exemple que, bien qu’il semble facile de remplacer les dérivées partielles
par des différences finies, il faut toujours garantir que la solution donnée par un schéma
aux différences finies converge, en un sens a définir, vers une solution de 1’équation aux
dérivées partielles.

Remarques :

4.2. ETUDE D’UN PROBLEME HYPERBOLIQUE MODELE
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1. Dans notre discussion du schéma discret (4.5) on n’a pas tenu compte d’éventuelles
conditions au bord, pour un schéma discret celles-ci peuvent étre de deux types.
Supposons que I'on considere 1'équation de transport sur Ry x R’ uniquement.
Pour pouvoir résoudre I’équation aux dérivées partielles on se donne une condition
en z = 0 de la forme u(0,¢) = ¥(¢) pour ¢ > 0, ceci entraine pour le schéma discret
que v§ = V(t,) (n>0).

De plus, étant donnée la mémoire limité d’un ordinateur, on est obligé de se res-

treindre & une grille spatiale finie {zo,z1,...,2x}. En 2, on introduit alors des
contraintes de la forme v%* = v} ou vt =0, ...

Ces conditions au bord numériques sont nécessaires pour pouvoir déterminer vt

pour 0 < m < M. Dans ce qui suit nous n’insisterons pas sur les problemes posés
par ces contraintes.

2. Les schémas aux différences finies permettent de traiter facilement des problemes en
une, deux ou trois dimensions spatiales pour des domaines a géométrie simple et avec
des propriétés (p.ex. densité, vitesse, ...) qui varient lentement dans le domaine de
définition. Des que la géométrie devient complexe ou que les propriétés changement,
rapidement, on préférera la méthode des éléments finis.

En effet, la méthode des éléments finis permet de traiter des géométries complexes
(e.g. bords internes) et la triangulation peut étre localement raffinée pour traiter
des variations rapides de la solution. Par contre, il est en général plus compliqué
d’écrire un code pour les éléments finis que pour les schémas aux différences finies.

4.3 Convergence, consistance et stabilité

4.3.1 Définitions

Dans toute la suite L est un opérateur différentiel linéaire qui est d’ordre un en t et on
suppose que le probleme

{Lu(m,t) = f(z,t) dans Q x R},

4.6
u(z,0) = ®(x) pour z € Q ouvert de R (4.6)

est bien posé.

En remplacant les dérivées partielles par des différences finies on obtient un opérateur
discret Ly . Ainsi ’équation aux dérivées partielles homogene discrétisée s’écrit sous la
forme Ly v = 0. Pour tenir compte du second membre on utilise un opérateur discret
I que I'on applique a f.

Un schéma aux différences finies général, associé a ’équation aux dérivées partielles (4.6),
s’écrit donc comme suit :

Lywv=1Inf .

Dans la suite on choisira I}, ; toujours de fagon a avoir I, f = f. , de plus la condition
initiale sera simplement donnée par v°, = ®(z,,) , pour z,, € Q.

Une premiere classification des schémas discrets est donné par la définition suivante.

DEFINITION 4.3.1

e Un schéma aux différences finies est explicite si on peut écrire v™*

n comme combinaison

linéaire finie des v] pour j < n.
Le schéma est dit implicite si d’autres valeurs de v sont nécessaires (p.ex. v} ).
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e Un schéma aux différences finies est a un pas de temps s’il utilise les valeurs de v a
deux instants seulement, par exemple en t,, et t,1 .
Le schéma est a pas multiples si la valeur de v a plus de deux instants intervient.

Un schéma & un pas construit (v)),,, pour tout n > 1, & partir des conditions initiales

v? = ®(z,,). Pour initialiser un schéma a J pas, les v2, ne sont pas suffisants, il faut

fournir (vJ,),, pour J instants.

Dans la section précédente on a montré qu’il faut s’assurer que la solution discrete obtenue
par un schéma aux différences finies donne une représentation correcte de la solution de
I’équation aux dérivées partielles, d’ou la

DEFINITION 4.3.2 (CONVERGENCE)

Soit u(z,t) la solution de (4.6) et v une solution du schéma discret Ly v = f" telle que
v%, converge vers ®(x) quand x,, converge vers .

On dit que le schéma aux différences finies Ly, ;, est un schéma convergent si v}, converge

vers u(z,t) quand (z,,t,) converge vers (x,t) pour (h, k) tendant vers (0,0).

La convergence exprime que la solution d’un schéma aux différences finies converge vers la
solution de ’équation aux dérivées partielles. Avant de lancer des calculs, il faut s’assurer
que le schéma utilisé est convergent, or ceci est en général difficile & démontrer. On va
proposer dans la suite des criteres plus facile a vérifier.

Remarques :

1. La définition ci-dessus et celles qui suivent, ne concernent que les schémas a un
pas de temps. Pour des méthodes a pas multiples il faudra tenir compte de 1’étape
d’initialisation.

2. La définition précise de la convergence de v, vers u , cohérente avec la suite, entraine
I'utilisation d’un opérateur d’interpolation : pour n fixé, on associe a (v"),, € I*(hZ)
un élément de L?(R) . On impose ensuite une convergence dans L*(R) de l'interpolée
vers la solution u .

DEFINITION 4.3.3 (CONSISTANCE)
On dit que le schéma Ly v = [ est consistant avec I'équation aux dérivées partielles
Lu = f si pour toute fonction ¢ de classe € on a, en tout point (Zy,,t,) :

li Lo—L =0.
(h,k)lin(o,o) ( 2 h,/cSD)

La consistance entraine en particulier qu’une solution réguliere de 1’équation aux dérivées
partielles est une solution du schéma aux différences finies quand les pas de discrétisa-
tion tendent vers 0. C’est une condition nécessaire de convergence mais ce n’est pas une
condition suffisante.

En effet, considérons de nouveau le schéma (4.5) et soit ¢ une fonction de classe €.

n+l _  n ') N ()
Ona Lo =g +cpy et Lygp="" . m +c§0m“h I
Grace a la formule de TAYLOR :
h2
Pt = P(Tm + hytn) = O+ hpr(Tm, tn) + 5 az (T, ta) + O(h?),
k2
ortlt = (T, tn + k) = O + kop(Tm, tn) + ?(ptt(xm’ tn) + O(K%).
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On en déduit que

1
Lh,k@(xm; tn) = Qot(xm: tn)+c Sox(xma tn)+§ (kSDtt(l"m, tn) +c hﬁpmm(xma tn))+0(h2)+0(k2)
et donc

1
(LQD - Lh,kgp) (xma tn) = 9 (kQDtt(xm; tn) + Chgpm(xm: tn)) + O(hZ) + O(kZ) .

(hsk)—(0,0)

Le schéma (4.5) est donc consistant bien que non convergent.
On avait constaté que ce schéma est en un certain sens instable. Nous allons donner une

définition précise de stabilité pour une équation aux dérivées partielles homogene d’ordre
un en t dans la

DEFINITION 4.3.4 (STABILITE)

Le schéma aux différences finies Ly v = 0, associé a I'équation aux dérivées partielles
Lu = 0, est stable il existe A C (R%)?, avec (0,0) € A, tel que pour tout T > 0 il existe
une constante Cr tel que

+o00o +o00o
he Y lopl < Ok Y ol

m=—0oQ m—=—0oQ

pour tous 0 < t, <T et (h,k)€A.
On dit que A est la région de stabilité du schéma.

Un exemple fréquent pour A est le segment {(h,Ah)/0< h < C}, avec C et A des
constantes positives; le come {(h,k) /0 < C1h < k < Coh < C3}, avec Cy, Cs et C3 des
constantes positives est un autre exemple.

Remarque : En utilisant le principe de DUHAMEL on montre qu’un schéma Ly, ;v = f}} est
stable si le schéma homogene Ly ;v = 0 est stable. De plus on peut étendre la définition
au cas d’équations d’ordre 2 en ¢ et au cas de schémas a pas multiples.

La définition de stabilité utilise une norme sur I’espace [?(hZ) (voir section 4.4) :

—+00 1/2
(U )mez est un élément de 1*(hZ) si [|[v"]|;2(47) = (h, Z \UT’;F) est fini.

m=—0oQ

Le critere de stabilité s’écrit alors, pour h et k suffisamment petits dans A :

(VT > 0)(3Cr)(Vt, € 10,T7) : [v" |l i2pz) < Cr ”vO”l?(hZ)' (S)

La stabilité garantit qu’a chaque instant t,, € [0, 7], la norme de la solution discréte est
bornée, a un facteur constant pres, par la norme des données initiales.

Cette stabilité numérique n’est pas a confondre avec la stabilité du probleme bien posé
(4.6). Cette derniére concerne le comportement a l'infini de la solution en fonction des
conditions initiales, par contre la stabilité numérique d’un schéma concerne le comporte-
ment de v sur Uintervalle [0, 7] quand (h, k) tend vers (0,0).

Remarques :

1. Il existe d’autres facons de définir la stabilité numérique, on a choisi la définition
particuliere ci-dessus parce qu’elle s’applique a un grand nombre de schémas linéaires
et qu’elle est adaptée a ’analyse de stabilité de voN NEUMANN.
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2. Pour des équations aux dérivées partielles et schémas discrets non linéaires on utili-
sera d’autres espaces, e.g. L', et d’autres propriétés, e.g. la diminution de la varia-
tion totale ou la monotonie d’un schéma, afin d’éviter des oscillations de v 1a ou la
solution de I’équation aux dérivées partielles varie rapidement, e.g. discontinuités.

L’importance des notions de consistance et stabilité est due au

THEOREME 4.3.1 (EQUIVALENCE DE LAX-RICHTMYER)
Un schéma linéaire, consistant avec le probléme (4.6) , est convergent si et seulement si il
est stable.

La derniere définition que 1'on va introduire permet de distinguer les schémas convergents,
en effet deux schémas convergents n’ont pas nécessairement les mémes performances pour
I’approximation de la solution continue.

DEFINITION 4.3.5

Un schéma Ly, xv = f, consistant avec le probléme (4.6) , est d’ordre p en espace et q en
temps si, pour toute fonction ¢ de classe € :

Eprp = Lygpp — Lo = O(RP) + O(K9) .

On dit que le schéma est d’ordre (p,q) et Ejy est l'erreur de troncature du schéma.

4.3. CONVERGENCE, CONSISTANCE ET STABILITE
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Remarques :

1. L’erreur de troncature permet d’évaluer ’erreur introduite lorsque 1’on remplace
I'opérateur continu L par 'opérateur discret Ly, .

2. La consistance d’un schéma nécessite uniquement que Ly .o — Lo = o(1).

Exemple :

Sans démontrer le théoreme de LAx-RICHTMYER nous allons illustrer, grace a un exemple,
comment la stabilité et la consistance interviennent dans la convergence d’'un schéma
discret.

Pour ¢ < 0, considérons ’équation d’advection u; + cu; = 0 dans R x R, ,

avec u(z,0) = ®(z) pour z € R. On suppose de plus que ®” est bornée sur R.

On va utiliser le schéma (4.5) : vt = (1 + Ac)vll, — Aevl , ot A =k/h.

n

., c’est I’erreur commise par le schéma au

Pour = = mh, posons e(z,t,) = u(z,t,) — v
point (x,t,) .
Alors Ly, ye = Ly yu = Ej gu, car v est solution de Ly v = 0 et u est solution de Lu =0,
d’ou
e(z,ty1) = (1 + Ac) ez, t,) — Ace(z + h,t,) + k Ep pu(z, t,)
et
sup le(@, tni1)| < (|14 Ac|+[Ac]) sup le(z, tn)| + K sup | Epu(z, tn)| -

On a ainsi majoré 'erreur a l'instant ¢,,; grace a 'erreur a l'instant ¢, et de erreur de
troncature en ¢, ; par récurrence

n
sup |e(z, t,)| < (J1+Ac|+|Ac|)” sup |e(z,0)|+k Z ([14-Ae|+ [ Ae])* " sup | Ep pu(z, t, )| -
Or comme l'on verra plus loin, I’analyse de voN NEUMANN permet de montrer que le

schéma est stable si et seulement si A est tel que —1 < Ae < 0, i.e. |1+ Ae| + |Ac| = 1.
Comme de plus e(x,0) = 0 pour tout x, on a

n—1

sup le(z, tn)| <k > sup [Bppu(z, t;)] .
xr

i=0 %

On doit maintenant évaluer l'erreur de troncature. Or le schéma (4.5) est consistant et
d’ordre (1,1), de plus Ej, yu(z,t,) = Ly gu(z, t,) = (Lppu—Lu)(z,t,) = O(k) car k = Ah.
On obtient ainsi une estimation de ’erreur de troncature qui dépend de uy, , uy et k,
pour obtenir une estimation globale et montrer la convergence du schéma on va utiliser
I’hypothese sur . On a

h k
\Eppu(z,t;)| = |Lpp®(x — ct;)| = §C‘I’H(C1) + 502 D" (¢)| < kCSléP 1®"(¢)]

et finalement, pour tout n < T/k :

lle(.,tn)|le = suple(z,t,)| < knkCpone < T Ciuorek =Cooren k.

L’erreur commise en chaque point de la grille est d’ordre k£ et le schéma est convergent.
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Remarque : Dans cet exemple nous avons montré une convergence en chaque point de
la grille en utilisant la norme ||.||o sur AZ et des hypotheses fortes sur u(z,0).

Nous allons appliquer I’équivalence de LAX-RICHTMYER uniquement dans le cadre L?, en
effet on a alors, grace a la méthode de voN NEUMANN, une méthode générale pour I’étude
de la stabilité pour des schémas numériques associés a des équations aux dérivées par-
tielles d’évolution linéaires a coefficients constants.

On montre par ailleurs que la régularité des données initiales a une influence sur la pré-
cision de la solution numérique.

4.3.2 Condition de Courant-Friedrichs-Lewy

Nous allons étudier différents schémas discrets pour le probleme de transport avec la
vitesse c € R* :

{uﬁ—cuw =0 dans R x R, (48)

u(z,0) = ®(z) pour z € R

e Le schéma progressif en temps et en espace (4.5) est de laforme: 5" = avl + ol .,
et on a

1o Ezy = B D o P = Y lawy, + Bop o < (ol + 1B)* [0 [z
meZ meZ
Une condition nécessaire de stabilité de ces schémas est donc |a| + |f] < 1.

En particulier pour le schéma (4.5) on a |[1+cA|+]|cA| < 1, ce schéma est donc stable pour
—1 < ¢A <0. On va montrer plus loin que ceci est une condition suffisante de stabilité.

e Le schéma de LAX-FRIEDRICHS est centré en espace et progressif en temps mais utilise
une moyenne centrée pour approximer v, :

1
vt = 3 + ) te Um+1 ~ Ym-1 _ 0 (4.9)
k 2h '
C’est un schéma consistant et qui est de la forme v = vl ., + Bl .

On montre que ces schémas sont stables si |a| + || < 1, en particulier le schéma de
LAX-FRIEDRICHS (4.9) est stable si [cA| < 1.

Les résultats précédents se généralisent et on a le

THEOREME 4.3.2

Soit v = awl_| + pul + v, un schéma explicite pour I'équation aux dérivées
partielles (4.8). Alors, si le rapport k/h = X est constant, une condition nécessaire de
stabilité du schéma est la condition de COURANT-FRIEDRICHS-LEWY (CFL) :

leA| < 1.

THEOREME 4.3.3
1l n’existe pas de schéma explicite, consistant et inconditionnellement stable pour I’équa-
tion aux dérivées partielles (4.8) .
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Remarque :

1. Les théoremes précédents s’appliquent de facon plus générale aux systemes d’équa-
tions aux dérivées partielles hyperboliques, définis a la page 41 .

2. La vitesse d’advection ¢ détermine la pente des droites caractéristiques de (4.8), la
condition (C'FL) assure que le domaine de dépendance discret contient le domaine
de dépendance de l’équation auz dérivées partielles, voir la figure page 42.

Exemple : Pour montrer que le dernier théoréme ne s’applique pas aux schémas implicites
considérons le schéma suivant, progressif en temps et rétrograde en espace, a I'instant t,,, 1 :

n+1 n n+1 n+1
Um  — Um U =~ Um—1
+c =0.
k h
En écrivant ce schéma sous la forme : (1 + cA)v™t = o™ + cAv™t,

on montre que si ¢ > 0, on a pour tout A € R, :
||U.n+1||l22(hZ) < ||U.n||l22(hZ) .

Le schéma est inconditionnellement stable pour ¢ > 0.

4.4 Analyse de stabilité de von Neumann

L’analyse de stabilité de voN NEUMANN utilise I’analyse de FOURIER pour étudier le com-
portement d’un schéma discret. Avant de montrer des applications a I’étude de schémas
discrets, nous allons motiver I'utilisation de ’analyse de FOURIER grace a une analogie et
nous allons rappeler quelques résultats sur I2(hZ) .

Motivations :

Si on considere que v™ est un signal numérique discret monodimensionnel on peut inter-
préter v™*! comme la sortie d’un systéme discret S : v = S[v"].

Pour étudier le systéme S on introduit la transformée de FOURIER des signaux discrets v™
et v"t1.

Ceci est particulierement intéressant quand S est un systéme linéaire et invariant, un
filtre, dans ce cas la sortie de S est obtenue grace a la convolution de ’entrée du systeme
avec la réponse impulsionnelle s de S : S[e] = sx e. Un filtre peut aussi étre représenté
par une équation aux différences finies, récursive ou non.

Dans le domaine fréquentiel la convolution devient une multiplication de la transformée
de FoURIER du signal en entrée avec la réponse fréquentielle s de S. Le signal sinusoidal
discret e, = (€™)mez est un vecteur propre de S : Sle,] = V27 35(w) ey -

L’espace [%(hZ) :

Nous rappelons ici brievement quelques éléments de la structure de ’espace de HILBERT
I12(hZ) . Les définitions et résultats présentés s’obtiennent & partir de I’étude des séries
de Fourier des fonctions de L?([—m, +7]) : grace & un changement de variable, on tient
compte du pas de discrétisation spatiale h > 0.
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+00 1/2
Ainsi pour v € I?(hZ) on définit la norme :  ||v|l;2(47) = (h Z |vm|2>

m=—0oQ

et le produit scalaire sous-jacent, pour tout v,w € [*(hZ) :

+oo

(v, w)pmzy = h Z VW, -

m=—0oQ

Soit v € [2(hZ) , on définit sa transformée de FOURIER, pour & € [—m/h, +7/h], par :

1 X .
D) =—= Y hvme ™.
Vo
La fonction ¥ est 27 /h—périodique, c’est un élément de L*([—7/h,+m/h]) et I'identité
ci-dessus est a prendre au sens de la convergence en moyenne quadratique.

La formule de reconstruction s’écrit pour tout m € Z :

+£
CB(E)erE de

-/

Um

>

et on a 'identité de PARSEVAL :

+% Foo
IO grnegy = [ O dE= > hlumf? = ol
T h m=—00

Pour v € 2(hZ) ona: Tomw(€) = eFM5(€) , o Tenp, = Uy

une variation spatiale (translation) de v se traduit par un déphasage de .

Grace a la formule de PARSEVAL on obtient une forme équivalente pour le critere de
stabilité (S) :

(VT > 0)(3Cr)(Vt, € [0,T]) : 107 |21 ym)y < O 100N p2mspmsmpy - ()

Méthode de voN NEUMANN :

Considérons un schéma discret & un pas Ly ;v = 0, linéaire et a coefficients constants. En
appliquant la transformée de FOURIER et en réarrangeant les termes on obtient la relation :

o) = g(€, h, k) TH(E) .

Le facteur g(&, h, k) est appelé facteur d’amplification : le module de g, |g|, est 'amplifi-
cation et la phase de g, arg(g) , est le déphasage que subit chaque fréquence de la solution
discrete quand on avance d’un pas de temps k. Par itération on a :

(€)= g(€, by k)" 00(€) .

Remarques :

1. Pour déterminer le facteur d’amplification en pratique, on remplace dans le schéma
discret les termes v™ par g™ €™ i.e. on cherche des solutions de la forme g" ™" .

4.4. ANALYSE DE STABILITE DE VON NEUMANN



Georges KOEPFLER : Analyse Numérique - DESS MSB 2002-2003 51

2. Si u vérifie (4.8) et, pour tout t € R, , u(.,) € L?*(R), on a, en appliquant la
transformée de FOURIER par rapport a x :

G (w,t) = —ciwi(w,t), donc 4w, t) = G(w,0) e ™ = P(w) e~ et
U(w,t+ k) = e 1w, t).

Le facteur d’amplification, g = |g] €’ arg(9) - du schéma, doit approximer e ik«
Si |g| # 1 on a une erreur d’amplitude dans la solution discrete, en particulier si
lg(&, h, k)| < 1, on atténue la fréquence & et on parle de dissipation, resp. viscosité,
numérique ; la différence de phase, arg(g) — ck€, introduit une erreur de phase,
appelée dispersion numérique.

Exemples :

1. Considérons I’équation de transport u; + cu, = 0, pour ¢ > 0, discrétisée grace au
schéma progressif en temps et en espace (4.5) .

Ona g(&, h k) =1+ cA—che?™ qui, pour ) fixé, ne dépend que de h¢, et
G(HE)P? = g(h€) GTRE) = 1+ 4eA(1 + cN) sin(h€/2)
Donc ||UA"||%2 [—n/h,m/R]) =g (hg)\% ||U0||L2 [—m/h,/h]) >

or |g(h&)| = 1 seulement si h{ = 0 ; sinon |g(h&)| > 1, on va en déduire que le
schéma est instable.

Soit (ho, k'()) € (Ri)Z, et K € Ri
alors il existe (h, k) €]0, ho]x]0, ko] et (&1,&>) €]0,m/h[* avec

lg(h&)| > 1+ Kk, pour tout & € [&,&)].

7/ .
On construit v° tel que UO(/S) {(62 gl) 7 zi g Z Ei:gj et ||v°lznz) = 1.

Ainsi ||Un||122(hz) = ”6%”%2([77r/h,7r/h])

- / " lo(he) 1D (E) R de

e

S GIR—
B & S—&

> 1+ Kk > o e 0B

N |

pour n ~ T/k et ko suffisamment petit.

Comme K peut étre pris aussi grand que ’on veut, le critére de stabilité (S) n’est
pas vérifié et le schéma (4.5) est instable, donc divergent, pour ¢ > 0.

2. Considérons I’équation aux dérivées partielles u; +cu, —u =0
Ce probleme d’advection-réaction est discrétisé grace a (4.9) :
1 1 n n n
optt — S (vn L+l ) v =
1 ~1 1 -1
m 2 + m +ec m+ m -0

m n=0,
k 2h m
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Le facteur d’amplification est g(&, h, k) = cos(h€) + i cAsin(hé) + k
et |g|? = (cos(h€) + k)2 + 2N\?sin?(hE) .
On montre que |g(&, h, k)| <1+ k pour |c|]A <1, or pour n < T/k :

||Un||l22(hZ) = ||6\n||%2([—7r/h,7r/h])

= [g(& b, k)P 1100117 2 /e /)
< (14 k)™ [0° By
< (1 +k)2T/k||U0||l22(hZ) < €2T||U0||l22(h2)-

D’apres le critere (S) on a la stabilité du schéma.

La solution de 'équation aux dérivées partielles s’écrit u(z,t) = ®(z — ct) €',

ainsi méme si la condition initiale ® est bornée sur R, la solution u n’est pas
bornée sur R x R, . En appliquant la transformée de FOURIER en espace, on a
U(w,t) = ®(w) e"™e’ et donc U(w,t+ k) = U(w,t) e“Fek

Afin de pouvoir suivre I’évolution de la solution u(z,t) au cours du temps, il faut
que |g| soit plus grand que 1.

De facon générale on a le

THEOREME 4.4.1
Un schéma a un pas Ly v = 0, linéaire et a coefficients constants, est stable si et seulement
si il existe une constante K € R, et une région de stabilité A C (R.)?, avec (0,0) € A,
tel que

9§, h, k)| <1+ Kk |

pour tout & et tout (h,k) € A.
Si le facteur d’amplification ne dépend que de h& la condition nécessaire et suffisante de
stabilité s’écrit :

lg(hE)| < 1.

Exemple de STRIKWERDA :

On considere I’équation aux dérivées partielles  u; 4+ cugee = f

ou l'on discrétise u; comme dans le schéma de LAX-FRIEDRICHS (4.9) et Uy, grace aux
différences centrées, pour obtenir :

n+l 1/, n n n _ n n o
m Q(Um—l—l + V1) L Umio = 2Upyq + 205, — U

v m—2 fn
k 2h3 S

Soit ¢ une fonction réguliere, alors Ly = ¢; + ¢ gz €t
= (P + 1) Py — 20 200 — Py
k 2h3 )

En utilisant la formule de TAYLOR en (z,,1,) :

Lyrp =

k2
ontl = o + ko + o put O(k%),

h2 h3 h4
Pmt1 = PmE W @a+ T Qoo £ " oo + 7 Pazas + o(h%),
4h3 2h*
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Donc
k h2 2 4 2
Lh,k¢=¢t+§§0tt—?¢$$+0(lﬂ +h/k)-|—cgomz+0(h )

et
2

k h
Lh,kQO_LQO = §(ptt - ?pr;v +O(k2+h4/1€+h2) .

Le schéma est donc consistant seulement si h?/k tend vers 0 quand h,k — 0.
Supposons que k = H(h), avec H réguliere et H(0) = 0, dans ce cas Ly ¢ — Ly = O(h)
et on dit que le schéma est d’ordre 1.

Pour étudier la stabilité on écrit le schéma sous la forme :

1 c
vt = §(U%+1 + V1) — 2—}13(“:%2 — 2041 + 205 — Up ),

on obtient le facteur d’amplification
g(&, b, k) = cos(h€) + i4ckh™ sin(hg) sin®(hé/2) .

On a lg(&, h, k)|? = cos?(h€) + 16¢2k2h~C sin?(h¢) sin*(hE/2) ,
une condition nécessaire de stabilité est alors que la quantité h 3k reste borné.

Or ceci est incompatible avec la contrainte de consistance sur h2k~!. Le schéma ne peut
donc pas étre consistant et stable en méme temps.

CHAPITRE 4. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
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Schémas pour I’équation de transport.

Pour terminer on présente quelques schémas classiques pour la résolution du probleme
homogene (4.8) pour ¢ € R* :

e Schéma centré en espace :

n+l G 7 L= T )
Ce schéma s’écrit m m oy Mt m=l _0;
k 2h
il est consistant et d’ordre (2,1). En écrivant
cA
n+l _ n n n
U = Uy — 7 (Um—|—1 - vm—l) )

ou A = k/h, on montre que le facteur d’amplification g(h&) = 1 — i cA sin(h€)
et |g|> =1+ c*N\?sin*(h€) > 1 : on a un schéma instable.
e Schéma «upwind» :

On a vu que pour ¢ > 0 il faut utiliser une différence finie rétrograde pour garantir la
stabilité et pour ¢ < 0 il faut utiliser une différence finie progressive. En intégrant le test
sur le signe de c, on obtient un schéma qui utilise v}, ; ou v}, ,, suivant la direction
d’advection, d’ou le nom du schéma. On a

vt = v (el v vn (et ld) v
k 2 h 2 h |

ce qui s’écrit encore

1 n
Un+ )
m m ¢

k 2h

n

h vg — 20, +vg 0

2 h2

UTT;H—I o v'?nfl i ‘ ‘

On obtient donc un schéma explicite centré en espace avec un terme correcteur provenant
d’une discrétisation de (|c|h/2) Uy, -

Le schéma est consistant, d’ordre (1,1) et g(h&) = 1 — 2|c|Asin®(h€/2) — i cAsin(h€).
Ona |g(hé)]? =1 —4le|]A(1 — |c|\) sin®(h€) < 1 si et seulement si |c|A < 1.

On constate que le terme de dissipation ou viscosité numérique (|c|h/2) uz, a rendu stable
le schéma centré en espace, par contre on a perdu dans ’ordre du schéma.

e Schéma de LAX-FRIEDRICHS :

Ce schéma se présente sous la forme suivante

U = %(U:;H—l + o1 Le U1 — U1 -0,
k 2h
Pour ¢ réguliéere on montre que
Lh,k(p—szg@tt_ﬁ@zz‘FO(k +h//€)+?§0xwx+0(h)

Le schéma est consistant si h?/k — 0 pour h,k — 0.
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Sik=Ah,avec A € R} fixé, on a un schéma consistant d’ordre 1.
Le facteur d’amplification est g(h&) = cos(h€) + i cAsin(hf) et
9|2 = cos?(h€) + 2A\%sin?(h€) < 1 si et seulement si |c|A < 1.

On peut écrire ce schéma sous la forme

n+1 n n _yn n
Uy = — Uny + Cvm—|—1 Um—1 B 1 Um+t1 210 + vy

k 2h 2 k

m1:0

et on constate que le schéma de LAX-FRIEDRICHS correspond a la discrétisation par diffé-
rences finies centrées de I'équation aux dérivées partielles

h2

Ut + CUgp —

On observe encore le phénomene de viscosité numérique qui rend le schéma stable.

e Schéma de LAX-WENDROFF :

Ce schéma est basé sur I'utilisation du développement de TAYLOR et de I'équation aux
dérivées partielles a discrétiser. Si u est une solution réguliere de I’équation aux dérivées
partielles on a :

ou k% 0%u
n+l _ e e 2
Uy kat 5 o + O(k7),
or Uy = —cCuy et uy = (— Cly), = —Clg = * Uyy , d'OU
ou k2 0%u
n+1 2
Um+ —Cka—‘FCEW‘FO(k)

En utilisant une discrétisation spatiale centrée pour approximer u, et us,;, on obtient le
schéma discret :

U1 — Up ok vl — 200 + vl
pttl — g o ImAl Tmol 2
m = m ) 2
Ce schéma est consistent et d’ordre (2,1) car
k *k 2kh?

Lyyo— Lo = - oy —

5 YzI TTTT h3 k2
5 5 Paw T~ Pazze + O(R° + k7).

En posant A = k/h :
— 2y +ur ),
on montre que le facteur d’amplification est g(h&) = 1 — 2¢?A?sin?(h€/2) — i cAsin(hf)

et |g]? =1—4c2\2(1 — 2\?)sin*(h&/2) .
Ce schéma est donc stable pour la condition (CFL) : |eA| < 1.
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e Schéma «leapfrog» (saute-mouton) :

Comme son nom l'indique, ce schéma est centré en espace et en temps :

n+1 n—1 n _
U = — Uy Um+1 Um—1 =0

ok ¢ o

ou
n+l _  n—1 n n
Up =Up — cA (Um—l—l - Um—l) .

Ce schéma est & deux pas, il faut donc donner les conditions initiales en v2, et v). En

pratique on utilise un schéma & un pas pour initialiser un schéma a pas multiples.
k? ch?
Comme Lyrp — Lo = G Pt~ g Poan +O(h* + k?)

le schéma est consistant et d’ordre (2,2).

[’analyse de voN NEUMANN ne s’applique pas directement a ce schéma. En appliquant la
transformé de FOURIER spatiale on a

v (€) + i2eAsin(hE) 07 (€) — v (€) = 0. (4.11)

Cette récurrence d’ordre deux s’exprime grace a un systeme en introduisant une variable

supplémentaire :
(5e) = (2 0) (=00

~

n

Si on pose Vn = ( 2 > ona Vot = G(hé) 1//71, ou G est la matrice d’amplification .

Un—l

Par récurrence V1t = G(h&)™ Vi

et la condition de stabilité est donc de la forme ||G"|| < Cr.

Si le rayon spectral p(G) = max{|g;| / g; valeur propre de G} est strictement plus petit
que 1, alors on sait que G™ tend vers 0 et ||G"|| est bornée.

Mais si 'on veut généraliser le cas scalaire, on sait qu’il faut permettre |g;| < 1+ Kk . Or
pour les systemes ceci est une condition nécessaire de stabilité mais non suffisante, comme
on le verra dans ce qui suit.

Nous allons étudier les valeurs propres de G. Remarquons d’abord que G est la matrice
compagne de la relation de récurrence (4.11), son polynéme caractéristique correspond a
’équation en g, obtenue en remplagant v par g" €™ dans le schéma discret :

g* +i2cAsin(hé) g—1=0.

On a les racines g4 (h€) = —ichsin(hé) £ /1 — 2A2sin?(h€) .

Cas cA <1 :on a deux racines complexes conjuguées g, et g_ avec [g+| =1.
La matrice d’amplification G(h€) est diagonalisable et la solution de (4.11) est

v'(€) = a(hé) g+ (h&)" + B(RE) g—(hE)",

ou « et # dépendent des données initiales v° et v'. On montre que

. —g 04l W0 — ol n_gtg. ~ gt — gt ~
g+ — 9 9+ — 9 9+ — 9 9+ —9-
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On en déduit que

PP < g (PP +10F)

et, en utilisant I'identité de PARSEVAL, on obtient finalement

n 2
oy < | 7= (1) + 10 sz -

Le schéma est donc stable : a tout instant t,, € [0, 7], la norme de v™ est bornée par celle
des conditions initiales.

Cas [cA] > 1 :si hé = —m/2 on a deux racines distinctes g4 (—7/2).
Or |gy(=7/2)]> =1+2¢®X? > 1 : la matrice G(—m/2) est diagonalisable mais G"(—m/2)
n’est pas borné et le schéma n’est pas stable.

Cas |cA\| =1 : on a des racines doubles pour h§ = +7/2 et la solution de (4.11) s’écrit

vM(E) = a(h€) g4 (hE)" + B(h€) ng, (hE)™ 1,
ol « et B dépendent de 20 et vl. On a
(&) = g+ (hE)"(1 = n) W (€) + ngs (hE)" 01 ().

Or, pour h& = +7/2, on trouve g, (h§) = +i et, si ’on suppose que 1;\1(5) = go(h&) 755(5) )
on a
o = (£0)" ! (ngo £i(1 —n)) Y.

Pour £ = £ on a donc [v7(€)[ ~ nC’i|1;b(£)\ pour n grand, on peut donc construire des
solutions pour lesquelles ||v"] 2 (h2) croit de facon linéaire avec n .

Dans ce cas la matrice d’amplification G(£7/2) a une valeur propre double de module 1
et elle peut se mettre sous forme de JORDAN mais le schéma est instable d’apres la théorie.
On peut remarquer que cette instabilité est tres faible et rarement nuisible en pratique.

Finalement, le schéma leapfrog est stable si et seulement si [cA| < 1.

Note : On remarque que les valeurs de v et v,’,ﬁll sont indépendantes, on pourra voir

apparaitre deux solutions indépendantes (en échiquier), ceci peut poser des problémes en
pratique méme si |cA| < 1 (en particulier pour des problémes non linéaires).
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4.5 Equations paraboliques

Les définitions de convergence, consistance, stabilité et d’ordre d’un schéma s’appliquent
aussi aux équations paraboliques. Notre équation type sera

U = dUgy , avec d € R, .

e Schéma explicite centré en espace :

On a
il — g _dv;}l_l — 20 + Ul 0
k h? ’
k dh?
et Lh,k@ — L(p = 5 Dt + O(kQ) - E Praze + O(h4) s

le schéma est consistant et d’ordre (2,1). En posant p = k/h? :
vt = dp (v, + Um1) + (1 — 2dp) vy,

et le facteur d’amplification g(h€) = 1 — 4dusin®(h&/2). Donc |g| < 1 si et seulement si
0 < 4dpsin®(h€/2) < 2 pour tout &. La condition de stabilité est donc

dp <

N | —

On constate que la condition de stabilité entraine que k/h — 0 quand h,k — 0. Ceci
exprime le fait que la solution discrete v doit avoir un domaine de dépendance proche de
celui de la solution u de ’équation aux dérivées partielles qui est ici axe {t = 0}.

L’équation de la chaleur modélisant une diffusion il est intéressant d’avoir un schéma
dissipatif, i.e. |g| < 1 on choisira donc p < 1/(2d) .

Notons finalement que pour p €]0, %[ fixé et k = ph? le schéma est d’ordre 2.

e Schéma implicite centré en espace :
En écrivant un schéma rétrograde en temps et centré en espace on a :

n+1 n n+l n+1 n+1
U —Um d U1 — 205" + U0y 0
- ’

k h?

ou,
(1+2dp) v — dp (Ve + ot = ol

m m—1 m *

n+1

A chaque étape il faut résoudre un systeme tridiagonal pour obtenir v a partir de v™.

Ce schéma est consistant, d’ordre (2,1) et inconditionnellement stable car

1

g(hé) = 1+ 4dpsin®(h€/2)

4.5. EQUATIONS PARABOLIQUES
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e Schéma de CrRANK-NICOLSON

Ce schéma, est basée sur les deux précédents, on évalue le terme de diffusion en faisant la
moyenne de I’écriture explicite et implicite :

n+1 n n _ n n n+l n+1 n+1
U  —Unp d (Um—l 2U'm + Urnt1 Um—1 2vm + Um—l—l) =0

k 2 h2 h2

Ce schéma implicite est consistant, d’ordre (2, 2) et on a

dpvl ) — 2(1 + dp)vs™ + dpolt = —duo]! 2(1 = dp)vy, — dpoyy, ;.

m—1 " m—1 "

, ) ) 1 — 2dpsin®(h&/2) Adp sin®(h& /2
Le facteur d’amplification est g(h&) = T 2dusin? (ke 2) =1- T 24 sinZ(i;;Q) ,

donc |g| <1 et le schéma est inconditionnellement stable.

e Schéma de Du FORT-FRANKEL

Le schéma leapfrog est instable pour tout p, or une modification de la discrétisation
spatiale donne le schéma stable suivant

n+1 n+1 n _ n+1 n—1 n
Un  — Um —d Um—1 (vm + Uy, ) + Um+1

2k h?

avec Ly o — Lo = —dk’h ™2 gy + O(h*) + O(K?) .
Ce schéma est donc consistant seulement si k/h — 0 quand h,k — 0. En notant
w=Fk/h?on a

=0,

(1 +2dp) vt = 2dp (v oy + vp_y) + (1= 2dp) vt

L’étude de la stabilité nous amene a considérer le polynome caractéristique de la matrice
d’amplification G :

(1 + 2du) g* — 4dpcos(h€) g — (1 — 2du) = 0.

2 + /1 — 4d? 2 sin®
Dont les racines s’écrivent : g4 (h§) = dps cos(he) 1\_{_12 g Ad?yi* sin” (hE) .
W

Si 4d?1? sin®(h€) < 1, on a deux racines réelles distinctes et

2dp| cos(h€)| + /1 — 4d? 2 sin?(h€)
14 2dup

<1.

|9 (RE)| <

Si 4d%p? sin?(h€) > 1, on a deux racines complexes conjuguées et

Ad?p? — 1
V2 = —— 2 2,2 02 1) —
|9+ (hE)]| (1 + 2dp)? ((2dp cos(hg))? + 4d*p” sin®(hE) — 1) 03 202 <1
2d
Si 4d*p? sin?(h€) =1, on a une racine réelle double et |g, (hé)| = —,u\ cos(hé)| <1.

14 2du

Dans tous les cas le rayon spectral est strictement plus petit que 1 et G(h&)" tend vers zéro.
On a donc un schéma explicite qui est inconditionnellement stable mais conditionnellement
consistant.

CHAPITRE 4. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
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4.6 Applications

4.6.1 Equation d’advection-diffusion-réaction

On s’intéresse a la résolution numérique de I’équation aux dérivées partielles suivante :

Ou ou 0*u
— — =d— R x R}, 4.12
5 (z,t) +c e (z,t)=d 92 (x,t) + ru(z,t), pour (z,t) €e Rx Ry (4.12)

ouceR ,reR,deR; etu(z,0)=(z).

On va utiliser un schéma progressif en temps et centré en espace :

n+1 n n _ n _ n n
U = = Un +e Um+1 Um—1 _ d Um—1 2Um + Um+1

k 2h h?

Ce schéma est consistant et d’ordre (2,1), si on note u = k/h? alors g(&,h, k) <1+ kK
si et seulement si dy < % (la constante K ne dépend que de p, c et r).
Pour 1 €]0, 5] fixé et k = ph® on a un schéma d’ordre 2.

fron (413)

ch . .
En notant & = —, le schéma (4.13) s’écrit aussi

2d
ot = (1= 2dp + rk)vl + du(l — @)l + du(l + @)l .
Pour i €]0, 5[ fixé, @ <1 et 1 —2dp+rph®> >0, on a

op" | < (1= 2dp + k) g, | + dp(1L — o) o,y | + dp(L + a)fvg, o | < (1+77k) sup |op, |,

ou rt = max(0,r) . Par récurrence on obtient le principe du mazimum discret suivant :

Vt, €[0,T] : sup o] < (1+kr)"sup 08| < e sup|v?].

Pour obtenir ce résultat, on a imposé des contraintes sur la discrétisation spatiale h :

2d
h<— et, sir <0, k=ph®<
c

2dp — 1

Si ces inégalités ne sont pas vérifiées, la solution discrete n’a pas le méme comportement
que la solution de I’équation aux dérivées partielles parabolique (4.12) et on pourra ob-
server des oscillations dans la solution. Par contre, si pour satisfaire ces contraintes il faut
prendre h trop petit, il se peut que le schéma devient inefficace.

Remarque : En modélisation d’un flux de chaleur, la quantité Pe = ¢/d [1/m] est appelée
nombre de PECLET, en mécanique des fluides Re = ¢/d est le nombre de REyNoLDs. Ce
nombre controle 'intensité relative de ’advection par rapport a la diffusion : si Pe est
grand, c’est 'advection qui domine, si Pe est petit c’est la diffusion. On peut interpréter
¢/d comme étant le rapport du temps de diffusion, ¢4 = 2%/d, et du temps d’advection,

tagw = x/C.

Ci-dessous on propose un code Scilab ! pour implémenter le schéma (4.13). Noter que
Pon s’est intéressé principalement aux calculs et non pas a l'utilisation du code (p.ex.
entrée interactive des parametres).

1© INRIA, logiciel disponible & http : //www-rocq.inria.fr/scilab/
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1 // Paramétres de 1l’edp

2 c=0.30;

3 d=0.10;

4 r=0.13;

5

6 // Paramétres du schéma

7 k=0.1; // pas de temps

8 T=10; // instant final

9  N=ceil(T/k)+1; // nb. de points dans [0,T]

10  t=linspace(0,T,N); // intervalle discret de temps
11

12 h=0.2; // pas de discrétisation spatiale
13  xg=-5; xd=10; // limites spatiales

14 M=ceil((xd-xg)./h)+1; // nb. de points dans [xg,xd]

15  x=linspace(xg,xd,M); // intervalle discret d’espace
16

17  v=zeros(N,M); // v(n,:) solution & 1’instant n
18

19 // Afficher les paramétres du schéma
20 mu=k/h"2;
21 alpha=c.*h./(2.*d);
22 mprintf (’c=}f\td=)f\tr=4f\n’,c,d,r)

23  mprintf (’h=Y%f\tk=)f\nmu=Yf\talpha=%f \n’,h,k,mu,alpha)

24 mprintf (Pmuxd=%f\t2/Pe=Yf\t’ ,mu.*d, (2.*d)./c)

25  if (r<0) then

26 mprintf (’ (2d*mu-1) /r=Y%f \n’,(2.*d.*mu- 1)./r)

27 else

28 mprintf (’\n’)

29 end

30

31 // Condition initiale phi() définie sur [xg0,xd0]

32 xg0=-2;xd0=2;

33  Ind_xg0_xd0=bool2s((xg0 <= x)&(x <= xd0)); // indicatrice de [xg0,xd0]
34  deff(’[yl=phi(z)’,’y=sin(%pi *z/2)’);

35 v(1,:)=Ind_xg0_xd0 .* phi(x); // définition de la c.i.
36

37 // Itérations sur le vecteur v(n,:)

38 cl=1-2.%d.*mu+r.*k; c2=d.#*mu.*(1-alpha); c3=d.*mu.*(1l+alpha);
39 for n=2:N
40 v(n,:)=clxv(n-1,:) + c2x[v(n-1,2:M) 0] + c3*[0 v(n-1,1:M-1)];
41 end
42
43 // Afficher la solution v dans [xg,xd]x[0,T]x[min(v) ,max(v)]
44  plot3di(x,t,v’,-111,86,"x@t@u",[2 2 4])

On obtient 'affichage des parametres :

¢=0.300000 d=0.100000 r=0.130000
h=0.200000 k=0.100000
mu=2.500000 alpha=0.300000

muxd=0.250000 2/Pe=0.666667

et, apres calculs, la figure suivante (on s’est restreint & z € [—5,+5]) :
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On constate le transport et la diffusion, a laquelle s’oppose la réaction, de la concentration
initiale ®. Souvent on trace la solutions dans le plan zu a des instants ¢,, différents :

to trs

0.8 — t, = nk avec k = 0.1
06 —
0.4 —

02

-02 —

=04 —

-06 —

-08 —

€0

Finalement, on s’intéresse a la précision de v, solution de (4.13) sur la grille discrete, par
rapport a u, solution de (4.12) sur R x [0,7]. On a a l'instant t,99 = 10, avec h = 0,2 :

€rToo(t100) =  Sup ‘u(mm, 10) — v,l,?o‘ =0,0497294

Tm €[—5,10]
et
1/2
2
erre(tigg) = | b Z (u(ajm, 10) — v,l,?()) =0,0722882.
ZTm€[—5,10]

Sur la figure suivante on a représenté la solution continue v et la solution discrete v, on
constate des différences de I'ordre de 5102, cf. erry,. Lerreur relative, |u —v|/|v|, peut
atteindre 2.6 aux points ou u ~ 0.
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Pour conclure on peut dire que le schéma reproduit assez bien le comportement de la
solution de I’équation aux dérivées partielles, par contre la discrétisation grossiere et des
phénomeénes de bord perturbent rapidement le résultat numérique et rendent le résultat
quantitativement inutilisable.

Pour améliorer le résultat il faut diminuer i (donc k) et augmenter le domaine spatial
discret, on augmente la mémoire et le temps de calcul nécessaires.

10
08 7
0.6 7|
04

02 7

4.6.2 Equation de la chaleur

On se propose de résoudre numériquement ’équation de la chaleur dans un ouvert de R? :

ou 0%u 0%u )
(x,y,t) =d (@(xvyvt) + a—yg(xayat)) pour (iayat) E]O,CL[ X]OaT]

ot
u(z,y,0) = ®(z,y) pour (z,y) €]0, a[?
u(z,y,t) =0 pour (z,y,t) € 8(]0,a[*) x [0,7],

oudeR,, T >0 etla condition initiale ® est donnée.

Comme dans le cas des fonctions a une dimension spatiale, on utilise la formule de TAYLOR
pour approximer les dérivées partielles de u . Les valeurs de v sur la grille discrete sont
notées vy, ,, ot n € N et m,p € Z. Pour simplifier on suppose que (2, y,) = (mh, ph),
c’est-a-dire que 'on a une grille spatiale carrée.

Le schéma de CRANK-NICOLSON s’écrit

n+l _ . n n _ n n n _ n n
Umﬂp Umip _ C_i ( Ium_'—lﬂp 2'Um,p + vm_lap ,Umap+1 2,Umap + rUmap_l

= +
k 2 h? h?
nt+l _ 9,n+l n+1 n+l _ 9,n+l n+1
[Um"'l’p 2vmap + ,Um_lﬂp Um,p+1 QUmap + Umyp_l
+
h? h?

et, en posant u = k/h?, on a :

2(1 + 2dp) Urnrf;l —dup (v%ill,p+v7ezt11,p + Urnnj;}—l—l + U%J,rpl—ﬂ

= 2(1 —2dp) vy, , + dp (V1 + V1 T Vnprr T V1) -

CHAPITRE 4. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
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Souvent on utilise les masques pour exprimer la relation entre v™ et v™*! :

0 —du 0 0 du 0
—dp 2(14+2dy) —dp | "= | dp 2(1 —2dp) dp | ™. (4.14)
0 —du 0 0 dup 0

Cette relation est valable pour tous les points intérieurs au domaine spatial, i.e. les points
(T, Yp) €]0,al?. Les valeurs sur le bord étant imposées par le probléme, il faut déterminer
vﬁ:’pl en tout point intérieur, grace a la relation ci-dessus. Pour cela il faut résoudre un
systeme linéaire que 1’on va construire maintenant.

Supposons que [0, a] est discrétisé en M + 2 points, les points intérieurs sont alors dans
Pensemble {(zm,yp) /1 <m,p < M}, car xo =yo =0 et Tpr41 = Yym+1 = a.

En utilisant ’ordre lexicographique, i = m+ (p— 1) M, pour ordonner les points intérieurs,
on peut écrire la relation (4.14) sous forme matricielle :

Ayl = B (4.15)
ot B € RM” et, pouri=1,..., M2 :

an = 2(1 - Qd/,d) (U;:z,p + d:u (,U'Zz—l—l,p + v::z—l,p + (UTT:L,IH-I + v;:z,p—l)‘

On a vl = V"™ et, pour les quatre voisins,
n+1 _ n+1 n+1 _ n+1 n+1 _ n+1 n+1 _ n+1
Umip = Vil s Umiip =Vid + VUmp1=Viims Umpt1 = Vitm

Tous les éléments de la ° ligne, 1 <i < M2, de la matrice A sont nuls, sauf 4;; = « et,

si Z¢MN+]_ Ai,i—lzﬁ; si 1> M : Az,z—M:,B,
si ZQMN—]_ Ai,i+1:ﬁ; si i< M?—M: AZ,Z+M:/87

ou a=2(1+2du) et B=—dpu.
Pour M = 4, la matrice A s’écrit :

(a B B )
Bag B
B a B g
Ba 5
p La p B
8 BaB B
B8 1 BaB B
A | BB 5 T
B a p P
B Bap B
8 BaB B
B B a: B
B B ap
B Bap
\ 8 Ba
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La matrice A est tridiagonale par blocs, chacun des M? blocs est carré d’ordre M et A
est une matrice (M? x M?).

Pour chaque pas de temps t,, il faut résoudre (4.15), c’est-a-dire un systéme d’ordre M?.
On montre que la matrice A est définie positive et admet une décomposition de CHOLESKY :
A= LL' ou L est une matrice triangulaire inférieure. Cette décomposition simplifie la
résolution du systéme (4.15). Afin d’économiser de la place mémoire, on utilise de plus
une représentation adaptée a la matrice A qui est une matrice creuse (angl. sparse).

On propose le code Scilab suivant :

1 // Paramétres du probléme

2 d=0.5; // coefficient de diffusion

3 a=lpi; // domaine spatial ]10,al[x]0,al
4 T=1; // domaine temporel [0,T]

5

6 // Augmenter la mémoire de Scilab

7 stacksize(5000000);

8

9 // Paramétres du schéma

10  h=0.05; // pas de discrétisation spatiale
11  MM=ceil(a./h)+1; // nb. de points dans [0,a]

12 M=MM-2; // nb. de points dans ]0,al

13  xx=linspace(0,a,MM); // intervalle discret d’espace de 0 a a
14  x=xx(1,2:MM-1); // intervalle discret d’espace sans 0 et a
15

16  k=0.01; // pas de temps

17  N=ceil(T/k)+1; // nb. de points dans [0,T]

18 t=linspace(0,T,N); // intervalle discret de temps

19
20 mu=k./h"2;
21 M2=M"2; // taille du systéme linéaire
22  v=zeros(MM,MM,N); // solution dans [0,a] 2x[0,T]

23

24 mprintf (’d=%f\ta=}f\tT=4f\n’,d,a,T)

25 mprintf (*h=Yf\tk=}f\n’,h,k)

26  mprintf (’mu=%f\tlambda=%f\n’,mu,k/h)

27  mprintf (’N=%i\tM=%i\tM~2=%i\n’ ,N,M,M2)

28

29 // Condition initiale & évaluer sur les points intérieurs
30  deff(’[z]=phi(x,y)’,’z=sin(x).*sin(y)’);

31  v(2:MM-1,2:MM-1,1)=eval3d(phi,x,x);

32

33 // Construction des matrices A et B

34 // noter que 1’on n’utilise que des matrices creuses

35  Di=sparse([1:M2-1;2:M2]’ ,ones(M2-1,1),[M2 M2])..

36 -sparse ([M:M:M2-M;1+M:M:M2-M+1]’ ,ones(M-1,1) , [M2 M2]);
37 DM=sparse([1:M2-M;1+M:M2]’,ones(M2-M,1),[M2 M2]);

38

39  A=-(d*mu) .*(D1+DM); // triangle sup. de A
40  A=A+A7; // A est symétrique
41  B=-A;
42 A=A+2.*%(1+2*d*mu) . *speye(M2,M2); // on ajoute la diagonale
43  B=B+2.*(1-2xd*mu) .*speye (M2,M2) ;
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44  clear D1,DM;

45  mprintf(’Stacksize=%i, used=/%i\n’,stacksize())

46 // Factorisation de A par la méthode de CHOLESKY

47  spchoA=chfact(A);

48 clear A;

49

50 // Affichage de la condition initiale

51 xbasc();

52 rect=[0,a,0,a,0,1];

53  xtitle([’Condition initiale’]);

54  plot3d(zx,xx,v(:,:,1),233,81,"xQy0v(x,y,0)",[2,1,4],rect);

55

56 // Boucle sur le temps t_n : & chaque fois on résout le systéme
ot // A V'(n+1) = B V" (n) gréace a la décomposition de CHOLESKY
58 // on obtient le vecteur V=A"{-1} B V~(n)

59 // ensuite reconstruction de v(x,y,t(i)) et affichage

60 for i=2:N

61 V=chsolve (spchoA,B*matrix(v(2:MM-1,2:MM-1,i-1) ,M"2,1));

62 v(2:MM-1,2:MM-1,1i)=matrix(V,M,M);

63 xclear();

64 xtitle([’Solution & 1’’instant t(’+string(i)+’)=’+string(t(i))]1);
65 plot3d(xx,xx,v(:,:,1i),233,81,"xQy0u(x,y,t)",[2,1,4] ,rect)

66 end

67 clear B,V;

On obtient 'affichage des parameétres :

d=0.500000 a=3.141593 T=1.000000
h=0.050000 k=0.010000
mu=4.000000 lambda=0.200000

N=101 M=62 M~2=3844
Stacksize=5000000, used=1024430

et, les graphes suivants :

Condition initiale ®(z,y) = sin(z) sin(y)

220628 o
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Solution a l'instant ¢ = 1

u(z,y,1)
10
0.5 ]
N
00 _| S
<
™ 75 ::‘ ;93 N
% TS
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On peut de nouveau facilement calculer la solution u de ’équation aux dérivées partielles
et comparer a chaque étape la solution discrete v a u. On utilise pour cela

er'roo(tn) = sup |u(:1:m, Yp, tn) - U(.’L‘m, Yp, tn)'
(l'm:?/p)

et
1/2

eTT?(tn) = h’ Z |U(.Tm, ypa tn) - U(xma ypa tn)|2 I
(Tm syp)

ol h = 0,05. La figure suivante représente 1’évolution de ces erreurs au cours du temps.

3,2.107% -

erry

2:103 o

4 , errs

4.107" 4

Pour voir l'effet de la diffusion sur une donnée initiale irréguliere, on se propose d’étudier
sur |0, 1[* I’évolution de la fonction ®(x,y) = Ij1/32/3(, y) . On obtient des résultats nu-
mériques satisfaisants pour A = k/h petit.

En adaptant le code précédent, on obtient les résultats suivants :

d=0.010000 a=1.000000 T=1.000000
h=0.030000 k=0.002000
mu=2.222222 lambda=0.066667

N=501 M=33 M~2=1089
Stacksize=5000000, used=672021
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Condition initiale Solution & I'instant £ = 0.1

u(@,y,0) u(z,y,0.1)

Solution & 'instant ¢ = 0.5 Solution & 'instant ¢t = 1

u(z,y,1)

I

—t LT L7
0 7 T TS
ZF AL Z A
e A e
s —

Sur ces graphiques on a représenté aussi quelques lignes de niveau de v, ceci afin de
visualiser la «diffusion» du cube initial. Une autre facon de représenter v est d’associer
des niveaux de gris aux valeurs que prend la fonction, ce qui donne les figures suivantes,
ou O=blanc et 1=noir :

U(Zm; Yp, 0) U(Zm; Yp, 1)

Remarque : Pour les images des pages 34 et suivantes, on a 255=blanc et 0=noir; on y
a utilisé des schémas moins coiiteux. En effet, I’algorithme de cette section qui utilise la
méthode de CRANK-NICOLSON, est trés précis, mais il nécessite beaucoup de place mémoire
et de temps de calcul. En dimension spatiale deux on utilise souvent d’autres méthodes.

4.6. APPLICATIONS
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4.6.3 Systeme de réaction-diffusion

Un exemple de systéeme de réaction-diffusion qui engendre des rayures a été proposé par
MEINHARDT 2 :

¢ 2
Oc c7s
8—; =d.Ac + 172 — pcC1
Ocy c2s,
2 = dhey+ 2,
ot et r Pe C2
0s

9 8—751 = ds Asy + ps (c1 — $1)
0s
—atz = ds ASQ + Ps (02 — 82)
or 9 9

3 = €182 + C381 — pp 7

ol les cinq «morphogenes» ci, ¢z, S1, Sy et r sont définies sur [0, M]?> x R, . Le com-
portement du systeme dépend des parametres réels d., ds, p., ps €t p, et des conditions
initiales.

Pour ce type de simulation on a besoin d’un nombre élevé d’itérations, N, et il devient
nécessaire d’utiliser un programme compilé. Ainsi le systéme ci-dessus a été programmé
en langage “C” en utilisant les librairies de Megawave®. On a utilisé un schéma explicite,
progressif en temps et centré en espace, avec des conditions au bord périodiques. Les
conditions initiales sont données par

a@y.0)= 3 (1+a@y),  oy0 =" 1+ey),
c C 9
sl(xay: 0) = 52($:y: 0) = 2p—;(:7 'f'(l‘,y,O) = 4pp7‘2 )

pour (z,y) € [0, M]? et ol € et €y est un bruit uniforme, de valeurs dans [—p,, p|, avec
pe > 0 donné. La discrétisation spatiale est fixée a h = 1 dans les deux directions, le pas
de temps k est obtenu en choisissant p : kK = ph? = p. Le choix des parameétres pour les
premieres simulations est indiqué dans la table suivante :

1 = 0,0100 M =100 |N = 30.000
d. = 0,0500 d, = 0,1000| p. = 0, 1000
pe = 0,4000/ p, = 0,4000]p, = 0, 6000

C2 (xma Yp, O)
min=0,60002 / max=0,75000

C1 (xma Yp, 0)
min=0,60000 / max=0,74996

2 Models of Biological Pattern Formation, Academic Press, 1982
3© logiciel disponible & http : //www.cmla.ens-cachan.fr/Cmla/Megawave
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Note : Toutes les images ont été renormalisées dans [0, 255] .
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min=0,01389 / max=1,98951

c2(Trm; Yp, kN)
min=0,01164 / max=1,98889
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tlhsatlon de la périodicité de c¢; pour paver le plan.
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Pour les parametres du tableau suivant on obtient les zébrures représentées en dessous.

1 = 0,0050 M =100 |N = 50.000
d. = 0,1500 d, = 0,2000| p. = 0, 1000
pe = 0,4000/ p, = 0,4000]p, = 0, 8000

"

$1(Tm, Yp, kN)

v

Utilisation de la périodicité de r pour paver le plan.
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4.7 Equations elliptiques

Voir cours. ..

4.8 Equations non linéaires

Voir cours. ..

4.7. EQUATIONS ELLIPTIQUES



Annexe A

Rappels

A.1 Calcul différentiel dans R"

Z1
Un point z = (z1,...,2,) de R* considéré comme vecteur sera noté x =
Tn
dont la t 8, ot = t trice 1
ont la transposé, x z T, ), est une matrice 1 x n.

n

1/2
La norme euclidienne de = est noté ||z||; = ( g xf) et le produit scalaire des vecteurs
i=1

n
T et y s'éerit (z,y) = 2.y = 2’y = vazyz :

i=1
Par ||.|| on désigne une norme quelconque sur R" .
. ) of
Soit f € €Y(R",R), pour a = (ay,...,a,) € R* on note D;f(a) = 5 (a) = f,(a)
i
la dérivée partielle de f en a par rapport a la variable z;, i =1,...,n.
ak
Pour k € Non a D¥f(a) = a—é(a).

On note Df(a) = (le(a) Dyf(a) ... an(a)) la matrice ligne (1 x n) associé a I’appli-
cation différentielle df, € L(R";R).
o (a)

Le vecteur gradient est le vecteur colonne (n x 1) Vf(a) = Df(a)" =

Soit f € €*(R*,R) et a = (a1,-..-,a,) € R?, le Hessien de f au point a est la matrice
symétrique

f *f %f

8%12(?;:1 (a') 6.16;)12("9](‘372 (U/) ctt 61-612(9;” (a')

v2.f(a) = Ox10x2 (a) O0x20x2 a Tt O0x20Tn (a)
o’ oty oy

Bwlaj;n (U,) 8:628f:cn ( ) to deafwn ( )

C’est la matrice associé a I’application bilinéaire symétrique d?f, € L,(R";R).
Pour (h,k) € R* x R on a d*f,(h, k) = (V2f(a)h, k)s = h'V?f(a)k.
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Soit f € C'(R",R), on définit la dérivée directionnelle de f au point a € R" et dans la
direction de v € R*, par

On montre que

Soit  un ouvert de R” et f € C2(Q,R). Pour z € Q et h € R" on suppose que le segment
[a,a + h] C £, alors la formule de TAYLOR-YOUNG & I'ordre deux s’écrit

Flath) = f(a) + VF(a)h+ 5 KV (a)h + of|A]7)

A.2 Algebre et analyse matricielle

On note A = (a;;) une matrice et a;; = (A);; est 'élément de la i-itme ligne , j-ieme
colonne. Les majuscules seront en général réservées aux matrices et les minuscules aux
éléments des matrices.

DEFINITION A.2.1 (MATRICES BLOCS)
— Soient A et B des matrices de méme dimensions avec

A11 e Alq Bll . qu
A= : : et B= : :
Ap ... Ay Byi ... By,

ot les blocs respectifs A;; et B;; ont méme dimension. Alors on obtient ’addition par blocs
de Aet B :

Au+ B ... A+ By
A+B= : :
Ap+ By ... Ap+ By
— Soient A et B des matrices tel que AB est défini et
A11 Ce Alq Bll e Bls
A= : : et B= : : ,
Ay ... Ay, B, ... By

A.2. ALGEBRE ET ANALYSE MATRICIELLE
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si ¢ =r et si les produits Ay By; (i=1,...,i;j=1,...,s; k=1,...,q) sont définis,
alors la multiplication par blocs de A et B s’écrit :

q
Z AyBr ... Z A1 By
k=1

AB =

L :
> ApBy ... > ApDBy
k=1

— Si A est une matrice tridiagonale par blocs A = (A;;) (1 < i,j < r), c.-a-d. les blocs
A;j ont comme dimension (p;,q;) (1 < i,j <r)avec Aj; =0sii# j et p; =¢; pour
Aji . On peut calculer le déterminant par blocs :

dét(A) = | [ dét(As) -
=1

DEFINITION A.2.2
— Un matrice réelle carrée A est symétrique si A' = A;
elle est orthogonale si AA' = A'A=1.
— On dit qu’une matrice A réelle symétrique est définie positive si
pour tout w € R*, w # 0 w'Aw > 0 ;
la matrice A est semi-définie positive si pour tout w € R* w!Aw > 0 ;.
— Le rayon spectral d’une matrice carrée A d’ordre n est défini par

p(A) = 1Igla<x{|)\i| | \ivaleur propre de A} .

ProprosITION A.2.1
Etant donné une matrice symétrique A, il existe une matrice orthogonale O telle que la
matrice O'AO est diagonale.

DEFINITION A.2.3

Soit ||.|| une norme sur R*, on appelle norme matricielle subordonnée de la matrice carrée
A d’ordre n
A
1A= max 1220 e gl
seRrz£0 ||z||  eern|jz]l=1

PROPOSITION A.2.2
(a) Une norme matricielle subordonnée vérifie les propriétés suivantes :

|A|l=0& A =0, pour tout A;

Al = |af ||A]l, pour tout A, € R;
I|A + BJ| < ||A|| + ||B||, pour tout A, B;
IIAB|| < ||A]l | B]l, pour tout A, B.

ANNEXE A. RAPPELS
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b) Soit A une matrice carrée réelle, pour les normes vectorielles usuelles on a les normes
matricielles subordonnées :

n

||A]loc = max g |aijl = «maximum sur les lignes»
1<i<n
Sisn i
n
|A]|1 = max E |aijl = «maximum sur les colonnesy
1<j<n <—
j=i

|All2 = V(AT A) = HAtH2 ot p(A* A) est le rayon spectral de
de la matrice symétrique A'A

c) Si O et P sont des matrices orthogonales, alors ||[O A P||z = || A]|2 -
Si AA' = A'A (i.e. normale), alors ||A||; = p(A)

Toutes les normes de matrices considérées dans ce cours vont vérifier A.2.2 (a) . Par contre
il n’existe pas que des normes matricielles subordonnées, comme le montre le résultat de
la

ProrosiTION A.2.3
La norme de FROBENIUS définie par

2

1Ale = > oy | = (trace(a’ 4)7

1<i,j<n

vérifie les propriétés de la proposition A.2.2 (a), de plus :
— Si O et P sont des matrices orthogonales, alors ||O A P||r = ||Al|r -
— On a l’estimation utile suivante

|All2 < JJAllr < V1 |A]l2

A.2. ALGEBRE ET ANALYSE MATRICIELLE



